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IД Е Н Т И Ф IК А Ц IЯ  М О Л О Д Ш О Г О  КОЕФХЦХЄНТА 
П А РА Б О Л ХЧ Н О ГО  Р Ш Н Я Н Н Я  В О Б Л А С Т I 

З В IЛ Ь Н О Ю  М Е Ж Е Ю

Встановлено умови однозначної розв’язності оберненої задачі визначення молодшого 
коефіцієнта з двома невідомими, залежними від часу, параметрами в одновимірному парабо­
лічному рівнянні з інтегральними умовами перевизначення в області з невідомою ділянкою 
межі.

The condhàons of umque solvabHhy of the rnverse problem of findrng the шіпог coeffident whh 
two unknown time-dependent parameters іп a one-dimensiona1 parabohc equation whh lntegra1
overdetermination conditions in a free boundary

В ступ. Завдяки своєму практичному за­
стосуванню у численних галузях науки кое­
фіцієнтні обернені задачі зайняли вагоме мі­
сце серед інших задач для рівнянь із частин­
ними похідними. Сьогодні обернені задачі, в 
яких до невідомих належить один або де­
кілька коефіцієнтів рівняння, в областях з 
відомими межами достатньо повно вивчені. 
В [1] знайдено умови локального за часом 
існування, єдиності та неперервної залежно­
сті від вихідних даних розв’язку оберненої 
задачі для рівняння

ut =  uxx +  p(t)ux, (x,t) Є (0 ,1) х (0,T),

з невідомим коефіцієнтом p(t) та умовою пе- 
ревизначення

Ь{Ґ)

m(t) Ч u(x-t)dx- t є |0' T|'
0

де 0 < b(t) < 1 ,t  Є [0,T], -  задана функція. 
Дослідження такої задачі з умовою переви- 
значення

ux(0,t) +  p(t)u(0 ,t) =  g(t), t >  0 ,

продовжено в [2, 3]. В [2] встановлено умови 
глобального існування розв’язку оберненої 
задачі, а в [3] отримано умови локального 
існування розв’язку, а також умови, за яких 
задача не може мати глобального розв’язку.

domain are established.

У [4, 5] досліджено обернені задачі ви­
значення коефіцієнтів (a(t),b(t)), (a(t) ,c(t)), 
і (ao(t),ai(t)) у параболічних рівняннях

ut =  a(t)uxx +  b(t)ux +  c(x, t)u +  f  (x,t),

ut =  a(t)uxx +  b(x, t)ux +  c(t)u +  f  (x, t),

ut =  (a0(t) +  xa 1 (t))uxx +  b(x, t)ux +  c(x, t)u+

+ f  (x,t), (x,t) Є (0,h) x (0,T).
При розгляді цих задач для визначення не­
відомих параметрів були використані інте­
гральні теплові моменти.

Поряд із оберненими, в теорії рівнянь із 
частинними похідними важливе місце за­
ймають задачі з вільними межами. Заміною 
змінних задачі з вільними межами можна 
звести до коефіцієнтних обернених задач в 
областях з відомими межами. Такий підхід 
дозволяє застосувати до цих задач методи­
ку, розроблену для дослідження обернених 
задач. В [6 , 7] знайдено умови однозначної 
розв’язності обернених задач для однови- 
мірних параболічних рівнянь з невідомим, 
залежним від часу, старшим коефіцієнтом в 
області, частина або вся межа якої є неві­
домою. В [8 , 9] досліджено обернені задачі 
визначення залежного від часу коефіцієнта 
при першій похідній за просторовою змін­
ною невідомої функції у параболічному рів­
нянні в області, частина або вся межа якої є 
невідомою.
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У цій роботі розглядається обернена 
задача визначення молодшого коефіцієн­
та одновимірного параболічного рівняння, 
який має вигляд лінійної функції за про­
сторовою змінною з двома невідомими, за­
лежними від часу, параметрами, в області з 
невідомою ділянкою межі.

1. Ф ормулювання задачі. В обла­
сті іїт =  { (х , і )  : 0 < х < Н(і),
0 < і < Т }, де Н =  Н(і) -  невідома фун­
кція, розглядаємо обернену задачу визна­
чення коефіцієнтів Ь1 (і), Ь2(і) параболічного 
рівняння

пі =  а(х, ї)пхх +  (Ьі(і)х +  Ь(і))пх +  с(х, і)п+  

+ ї (x,і), (х,і) Є Пт, Ш
з початковою умовою

п(х, 0) =  р(х), х Є [0, Н(0)], (2)

крайовими умовами

п(0,і) =  ц 1(і), п(Н(і),і) =  ц2(і),

і Є [0,Т], (3)

та умовами перевизначення 

Н(і) Н(і)

/ п(х,і)йх =  Цз(і), / хп(х,і)йх =  Ц4(і),

у(0,і) =  Ні (і), у(1,і) =  Н2(і), і Є [0,Т ], (7)

Щ  !  у(У,і )^  =  кз(і) , 
о 

і 
к2(і) !  у у (у , ї )ку =  Н4(і) , 

о

і Є [0,Т], (8)

і Є [0,Т], (9)

49
х 2и(х,і)кх =  у 5(і), і Є [0,Т]. (4)

И3(і) І  у2у (у , ї )ку =  Н5(і) , і Є [0,Т]■ (Ю) 
о

2. Існування р озв ’язку задачі (5 )— 
( 1 0 ).

Теорема 1. Припустимо, що виконую­
ться умови:

1) а Є С 1>°([0, то) х [0,Т]),р Є С 2 [0,к°], 
о , !  Є На’°'([0, то)_х_ [0,Т]), а Є (0, і), 
Ні Є С  1 [0, Т], і =  і, 5;

2)  0 < а° < а(х,і) < аі , о(х,і) <  0 , 
! (х,і) >  0, (х,і) Є [0, то) х [0,Т], 
р(х) > р° >  0, х Є [0, то), р'(х) >  0, 
х Є [0,к°], р'(к° — х) — р'(х) >  0, 
(к° — х)р'(х) — хр'(к° — х) >  0 ,

г к \ ___
х Є 0, -2  ), /іі(і) >  0, і =  і, 5,

і Є [0,Т], де к° =  к(0) >  0 є розв’яз- 
4°)

ком рівняння / р(х)кх =  Ц4(0);

Увівши нову змінну у =
х

к(і)
(1)-(4) зводимо до оберненої задачі з неві­
домими (Н(і),Ь1 (і),Ь2(і) ,у(у,і)),  де ь(у,і)  =  
=  п(уН(і),і), в області з відомою межею 
Qт =  {(у ,і )  : 0 < у  < 1 , 0 < і  < Т } :

Уь
а(Ук(і),і)

к2(і)

, Ук'(і)

УУУ +
(  ук(і)Ьі(і) +  Ь2(і)

к(і)

Уу +  о(ук(і) ,і)у+

задачу 3) умови узгодження нульового та пер­
шого порядків.

Тоді можна вказати таке число Т°,
0 < Т° < Т , яке визначається вихідни­
ми даними, що існує розв’язок (к,Ьі ,Ь2,у) Є 
С 1 [0,Т°] х (С[0,Т°])2 х С2’1 (ЯТо), к(і) >  0,
1 Є [0,Т°], задачі (5)-(10).

Д оведення. Доведення існування
розв’язку задачі (5)—(10) базується на 
застосуванні теореми Шаудера про нерухо­
му точку цілком неперервного оператора. 
Спочатку встановимо оцінки функції, що 

(6 ) задає невідому частину межі області. З
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к(і)

+ ї (Уk(і),і), (У,і) Є Ят , 

v (y , 0) =  P(Уk(0)), У Є [0, ^

(5)

і

і



умови (8 ) одержуємо рівняння 

» з (і)

де

к{і) і Є [0,Т]. (11)

у (у , і )ії,у

к(і)

+ Р (у , і ) , (у ,і) Є Ят,

Цу, 0) =  0, у Є [0 , і ], 
у(0,і) =  у(1,і) =  0, і Є [0,Т],

^(у , і ) =  Ко'р'(у Ко) +  » 2(і) — » 2(0) — » 1(і) +

+ » і ( 0),

Р (у ,і) =  К
Використовуючи принцип максимуму [10] 
для розв’язку прямої задачі (5)—(7), отриму­
ємо

у(у,і)  > Мо >  0, (у, і) Є Ят■

Тоді для розв’язків рівняння (11) справе­
длива оцінка

К(і) < мм~ » 3(і) =  Н 1 < ж, і Є [0,Т ]■

Застосовуючи принцип максимуму для 
розв’язку задачі (5)—(7), одержуємо

у(у,і)  < Мі < ж, (у,і) Є Ят■

Тоді для К(і) справедлива оцінка

К(і) > М  ™ » з(і) =  Но > 0, і Є [0,Т}■

Таким чином,

0 < М0 < у(у,і)  < М 1 < ж, (у,і) Є Ят,

0 < Н0 < К(і) < Н 1 < ж, і Є [0,Т], (12)

де числа М0 ,М 1 визначаються вихідними 
даними.

Зведемо задачу до системи рівнянь. Вве­
демо нову функцію

Ц(у,Я =  у(у ,і) -  ^ (уЬо) -  у (» 2(і) -  » 2(0)) +

+ (у — 1 )(» 1 (і) — » 1(0)).
Для функції 'у(у, і) одержуємо задачу

~ а(уК(і),і) „  , ( уЬ(і)Ь1 (і) +  Ь2(і) ,

=  ~ щ ё Т  “ ю Ч  Ш) ---------- +

+  у К ( і  \(Ц +  ^ у ,  і )) +  с(уК(і),і) у+

2 а(уК(і),і) 
0 К2(і)

ф"(уЬо) +  с(ук(і) ,і)х

х (Ч уМ  +  УІУ2(Я — У2(0)) +  (1 — у) (Уі(І) — 

- у і (0))0 +  / -  уу 2 (Я +  у ' іШ у - Ч
За допомогою функції Гріна 0 1 (у,ї,п,т) 

першої крайової задачі для рівняння

_  а(ук(і),і)  _  . , . . . _
щ =  ь?(і)—  Ууу +  с(ун(і ) ’ у

задачу (13) зводимо до рівняння

і і 
^(у , Я ^  У  С і (у,і,п,т)(^(щ (у , т) +

0 0

т)) Ф (т)Ь1 (т) +  Ь2(т) +  Ф ' (т) +
К(т)

+ Р („, т) ) й„йт. (14)

Позначимо чу(у,і) =  уу (у,і), р(і) =  К (і). 
Подамо (14) у вигляді

у(у ,і) =  Р(уКо) +  ( 1  -  у )(» 1 (і) -  » 1(0)) +  
і 1 

+ у (» 2(і) -  » 2(0)) +  У  У  0 1 (у , і , у ,т)Х 
0 о

ґ „Ыт)Ь1(т) +  Ь(т) +  пр(т) юп  т) +

+ Р т Л  &„4т, (у, і) Є Ят■ (15)

Продиференціювавши (15) за змінною у, 
одержуємо

т(у,і) =  Ноф'(уКо) +  » 2(і) -  » 2(0) -  » 1 (і) +  
і 1

+ » 1 (0 )+  і  [  0 1 у(у ,і,г„ ,т^ р („ ,т)+
о о

(13)
„ К(т )Ь1 (т) +  Ь2(т) +  „р(т)

щ w(п, т) ) й„йт.
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(у, ї ) Є Ят ■ (16) — 3ц5(і))у — к(і)ц4(і) +  3ц5(і)))dy +  ц'з(і)х 
х (3ц5(і) — 2к(і)ц4(і))к(і) +  (к2(і)цз(і) —

Продиференціювавши (8 )—(10) за змінною і 
і використавши (5), одержуємо — 3ц5(і))ц4(і) +  ц'5(і)(2ц4(і) — к(і)цз (і)) х

Ьі (і)

х (2к(і)цз(і)Ц4(і) — к2(і)н23(і) — 4нІ(і) +  
(к(і)цз(і) — 2ц4(і))а(0, і)т(0, і )+  +  2к2(і)ці(і)ц4(і) +  3(цз(і) — к(і)ці(і))х

+  / (к(і)ах(ук(і),і)(к(і)у2(к(і)ці(і) —

— Цз(і)) +  У(2ц4(і) — к2(і)ці (і)) +  к(і)х  
х Цз(і) — 2ц4(і)) +  а(ук(і),і)(2ц4(і) —
— к2(і)ці(і) +  2ук(і)(к(і)ці(і) — Цз(і))))х

х w(У,і)dУ — к2(і) / (о(Ук(і),і)у(У,і) +

+  !  (Ук(і),і))(к(і)У2(к(і)Ні(і) — Нз(і)) +  
+  у (2ц4(і) — к2(і)ці(і)) +  к(і)цз(і) —
— 2ц4 (і))dy +  (к(і)цз(і) — 2ц4 (і))к(і)х  
х ц'з(і) +  н4(і)(2ц4(і) — к2(і)ні(і)) +

х ц 5(і)) і , і  Є [0,Т], (18)

Р(і) (3Цз(і)Ц5(і) — 3к(і)ц2(і)Ц5(і) —

+  н'5(і)(к(і)Ні(і) — Нз(і)) (2к(і)цз(і) х

х Ц4(і) — 4н4(і) — к2(і)ц2(і) +  3(Цз(і) — 

— к(і)ці(і))ц5(і) +  2к2(і)ні(і)н4(і))-1 ,

і Є [0,Т], (17)

Ь2(і)

— к3(і)ц2(і)рз(і) +  4к2(і)ц2(і)Ц4(і) —

— 4н4(і)) 'ш(0,і) +  (к2(і)н1 (і) —

— 2к(і)цз(і)ц4(і) — 2к2 (і)ці(і)ц4(і) +

+  4н4(і) — 3 (Цз(і) — к(і)Ці(і))Ц5(і))х
4і

х а(кнІЇ) ^ ™(1,і) +  / (ах(Ук(і) ,і )х  
о

х (к2(і)у2(2 (Ці(і) — Ц2(і))Ц4(і) — н3(і) +  
+  2к(і)ц2 (і)Цз(і) — к2(і)ці(і)ц2(і)) +
+  ук(і)(2цз(і)ц4(і) +  3 (ц2(і) — Ці(і))х 
х ц5(і) — к2(і)ц2(і)нз(і) — 2к(і)ц2(і)х  
х Ц4(і) +  к3(і)ці(і)ц2(і)) +  3цз(і)ць(ї) —

— 3к(і)н2(і)нь(і) — к3(і)н2(і)нз(і) —
— 4ц4(і) +  4к2 (і)ц2 (і)Ц4 (і)) +  а(ук(і ),і )х  
х (2Ук(і)(2Н4(і)(Ні(і) — Н2(і)) — н3(і) +
+  2к(і)ц2 (і)Цз(і) — к2(і)ні(і)н2(і)) +
+  3ц5(і)(ц2(і) — Ці(і)) — к2(і)н2(і)Нз(і) —

(3Н5(і) — 2к(і)Ц4(і))а(0, і)Ш(0  і)+  — 2к(і)Ц2(і)Ц4(і) +  к3(і)Ці(і)Ц2(і) +

+  у  (к(і)ах(ук(і),і)(к(і)у2(2ц,4(і) — к(і)х  
о

х Цз(і)) +  у(к2(і)Цз(і) — 3ц5(і)) +  3ц5(і) —
— к(і)ц4(і)) +  а(ук(і),і)(к2(і)цз(і) +  2к(і) х
х у (2ц4(і) — к(і)нз(і)) — 3н5(і) )) 'ш(у,і№— 

4і

— к2(і) [ (о(Ук(і),і)у(У,і) +  ! (Ук(і ) ,і ) )х

+  2цз(і)ц4( ^ ^ ( у ^ у  — к(і) І  (у(у ,і )х
о

х о(Ук(і),і) +  ! ( Ук(і),і )) (к2(і)у2(2Н4(і)х 
х (Ці(і) — Ц2(і)) +  2к(і)ц2(і)нз(і) —
— н2і(і) — к2(і)ні(і)н2(і)) +  ук(і)(2цз(і) х 
х Ц4(і) +  3нб(і)(Н2(і) — Ні (і)) — к2(і) х 
х Ц2(і)Цз(і) — 2к(і)ц2(і)Ц4(і) +  к3(і)х  
х Ці(і)Ц2(і)) — 3к(і)ц2(і)Ц5(і) +  3цз(і)х

х (к(і)у2(2ц,4(і) — к(і)цз(і)) +  (к2(і)цз(і)— х нь(і) — к3(і)ц2(і)цз(і) — 4ц24(і) +

і

і

іі
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+  4к2( і ) »2( і )»4 (і))<Лу +  (3»з (і) » 5 (і)
4»1(і) -  3Н(і)»2(і)»ь(і) +  4к2(і)»2(і)х 

х » 4(і) -  к3( і )»2(і)»з(і))»'з(і) +  »4(і)х 
X (3 ( » 2(і) -  » 1 ( і ) )»5(і) -  к2( і) »2( і ) »з ( і ) -  
-  2к(і)»2(і)»4(і) +  к3( і ) » 1 ( і ) »2(і) +
+  2»з ( і ) » 4(і)) +  » 5(і)(2 ( » 1 (і) -  » 2(і))х  
х » 4(і) +  2к(і)»2(і)»з(і) -  к2( і ) » 1 (і)х

+ р (і)» 2(і) =  !  ах(у к(і),і)уу(у , і )ку +  »'з( і ) -  
о

1

-к ( і )  J (с(ук(і) ,і)у(у ,і) +  ! (ук(і),і))ку+
о

а(0,і)уу(0,і) -  а(к(і) ,і)уу( 1 ,і)
+

х » 2(і) -  »3 (і)) ( » 2(і)(2к(і)»з(і )»4(і) -
к(і)

Ь1(і)(к2(і)»2(і) -  2»4(і))+

(2 1 )

+Ь2(і)(к(і)»2(і) -  »3 (і)) +  р(і)к(і )»2(і) =
1

=  -а(к(і) ,і )уу (1 ,і) +  У  (ук(і)ах(ук(і),і)+
о

1
2+ а(ук(і),і))уу(у , і )ку -  к (і) у (у(у , і )х

о

— к (і)рз(і) — 4р^(і) +  2к (і)рі(і)р4(і) +

+  3(рз (г) — к(і)рі(і))р5( і ) )) -1 ,

г є  [0,т]. (19)
Отже, задачу (5)-(10) зведено 

до системи інтегральних рівнянь 
(11), (15)—(19) відносно невідомих
(к(і),у(у, г),т(у, і), Ьі (г), Ь2(і) ,р(і)). Зада-ча 
(5)-(10) та система рівнянь (11), (15)—(19) 
є еквівалентними у такому сенсі: якщо 
(к,Ьі,Ь2,у) є  Є і [0 ,Т] х (С[0 ,Т ])2 х Є 2’і (Ят) 
є розв’язком задачі (5)—(10), то 
(к,у,іу ,Ьі,Ь2,р) є  с [о,т] х ( с ( д т))2 х 
(С [0 ,Т ] ) 3 є розв’язком системи рівнянь ( 1 1 ),
(15)—(19). Покажемо, що правильним є і 
обернене твердження.

Нехай (к(і),у(у, г),т(у, і),Ьі (і),Ь2(і),р(і)) 
є неперервним розв’язком системи рівнянь 
(11), (15)-(19). Продиференціюємо (15) за 
змінною у . Праві частини отриманої рівно­
сті та рівності (16) співпадають, тому може­
мо зробити висновок, що т(у,ї) =  уу(у,і).
Отже, функція у Є С 2,і(Ят) задовольняє Припущення теореми дозволяють нам про-

диференціювати (11) за і. Використавши 
те, що функція у(у,і)  задовольняє рівнян­
ня (2 0 ), та віднявши від отриманої рівності

хс (ук(і),і) +  !  (у к(і) ,і))Лу +  »4 (і'), (22)

Ь1 (і)(к3(і)» 2 (і) -  3» 5(і)) +  

+Ь2(і)(к2(і)» 2 (і) -  2»4(і)) +  р(і)к2(і)» 2 (і) =

-к(і )а(к(і ) ,і )уу (1 ,і) +  к(і) ууу (у , і )х

х (ук(і)ах(ук(і),і) +  2а(ук(і) ,і ) )ку-

- к  (і) у2(с (ук(і) ,і)у (у ,і) +

+ ї  (ук(і),і))ку +  » 5(і)■ (23)

рівняння

а(ук(і),і)
уі =

к2(і) ууу +
(  у (к(і)Ь1 (і) +  р (і))

к(і) (2 1 ), одержимо

+ Ь щ  ) уу +  с(ук(і), і)у +  ! (ук(і), і), (к'(і) -  р(і)) » з (і)
к(і)

0 -

(у ,і) Є Ят, (20) Звідси робимо висновок, що р(і) =  к'(і),
та умови (6 ), (7) для довільних неперервних к Є С і [0,Т] і функція у(у,і)  задовольняє 
на [0,Т ] функцій Ьі (і),Ь2(і),к(і),р(і). З рів- рівняння (5). Зведемо (2 2 ), (23) до вигляду 
ності (11) випливає умова (8 ). Подамо (17)- і і
(19) у вигляді

2к,(і)к(к) уу(у ,к)ку+к (і ) у и (у к(і ),к) +
Ьі (І)(к(І)у2(і) — к3(і)) +  Ь2(І)(к2(і) — к і (і))+  0 0 ^
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+c( ,Mt) , t )v (y , t )  +  vyy(y, t )+  j y (1  _  v M % t ) d y > 0 . t e  [0 ,ti].

yh(t)bi(t) +  b2(t) +  yh'(t) v (v, t^  dv _  0

h(t)
+ yh(t)bi(t) +  b2; ) + vh (t)vy(v,t) ) d v -  l

=  (і) Подамо виразе у  (1 — у)(1 — 2y)w(y,t)dy,
0

і і / і
Зк'(і)к2(і) І  у2у(у ,і )^  +  к3(і) У  у2\у ( у , і )х  [  у (1 — у) (2у — 1 ^ ( у , ^ у  у вигляді

0 0 0

хс (ук(і) ,і) + /(у к(і) ,і) +  а(ук2( і )  І'і ууу(у , і )+  і 2

к ( )  (1 — у )(1 — 2у М у , і ^ у  =  (1 — 2у) х

+ ук(і)Ьі(і) у + ук>(і) уу (у, і ) )  dy =  0 0

і х ( ( 1  — у ^ (у ,і) — Уw(1 — У,t))dУ, (24)
№5( ). іі 2

Вик°риставши рівняння (5) та проінтегру- [ у(] у)( 1) (у ^  =  [ у(] у)
вавши від 0 до і, одержуємо умови (9), (10). У у (1  — у)(2у — 1 М у , Щ у  =  У у (1  — у )х

Отже, еквівалентність задачі (5)-(10) та 0 0
системи рівнянь (11), (15)-(19) у вище за- х(1 — 2у )^ (1  — у,і)  — w(y,t))dy. (25).
значеному сенсі доведено. Підставимо (16) в (24). Всі доданки, крім

Подамо знаменник у (17)-(19) у вигляді першого, при і ^  0 прямують до нуля. То-

2к ( і )^ ( і )^ ( і )  — к2( і )^ ( і )  — 4 ^ ( і ) +  ді можемо вважати, що існує таке число
і2, 0 < і 2 < Т , що

+ 2к2(t)^l(t)^4(t) +  3(^з(t) — Ц і ) ^ ^ ) ) ^ )  =
2

h4(t)
2

0 < t3 < T , що

} .  . .  . . . , [ і 1 -  V)(1 -  2V)w(V,t)dV > h  I (1 -  2V)x
J (1 -  v )(1 -  2v)w(v ,t)dv x 0  2 0

l l x((1 -  V)v ' (Vh0) -  w ' (h0(1 -  v )))dv >  0,

x v (1 -  v)w(v,t)dy +  (1 -  v)w(v,t)dyx t e  [0,t2]-
0 0 Підставивши (16) в (25), можемо зробити

i висновок про існування такого числа t3,

x j  V(1 -  v )(2v -  1 )w (v ,t)dv •
0 1 2

Згідно з припущеннями теореми з (16) мо- j  v(1  -  и)(2у -  1 )w(v, t )dy > ~2 f  v (1  -  V')X
жемо зробити висновок про існування тако- 0 0

го числа ti, 0 < ti < T , що
x ( 1  -  2V)(V (ho(1 -  V)) -  V (Vho))dV >  °

h___________________________ _
w(v,t) >  min V(vho) >  0, (y,t) e  QH. t e  [М з]-

[0>l] тТаким чином,
Тоді

2h(t)ß3(t)ß4(t) +  3(ß3(t) -  h(t)ßi(t))ß5( t ) -  
i

f ( i  -  v)w(v,t)dv > 0, t e  [0 ,ti], -  4ßÜt) +  й Д К С Ь Й  >
0  > C0 > 0 , t e  [0 ,u],
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t4 =  min{ti,t2, t3}. (26) \w(y,t)\ < M2, \bi(t)\ < Bi, \b2(t)\ < B 2,
ТЭ • > \p(t)\ < B3}, де T0 =  min{t5 , t6}. Очевидно,Встановимо оцінки розвязків системи — 3І ’ (у 0 L 5’ ^ ,

рівнянь (11) ( 1 5 ) (19) Що множина N задовольняє умови теореми
РШПотНа.чимо W(t)  = . max \w(y,t)\. З (17)- Ш д а ра  а °пера.тор р  пецеводитъ N в

ує[о,і] себе. Те, що оператор Р  цілком неперервний
(19), враховуючи (12), (26), одержуємо на N , доводиться як в [12].
, „ ч, / \, Отже, за теоремою Шаудера про неру-
\bi(t)\ < Ci +  C2W (t), \b2(t)\ < C3 +  C4W (t), хому точку цілком неперервного оператора

\p(t)\ < C5 +  C6W (t) t Є [0,t4]. (27) існує розв’язок системи рівнянь (11), (15)-
(19) і, відповідно, розв’язок задачі (5)—(10) 

Використовуючи (12), (27) та оцінки фун- при (y,t) Є QTo.
кщї Гріна [10], з (16) отримуємо 3. Єдиність р озв ’язку задачі (5 )—

( 1 0 ).
о

а Є C 2,0([0, то) х [0,T]), a(x, t) >  0, (x, t) Є

W(t) < C + C  I  W T  +  W 2(т) t Є [0 t ] Теорема 2. Нехай виконуються умови
~ J л/t -  T ’ ’

Метод розв’язування останньої нерівності є [0, то) х [0,T], c, f  Є C  1 ,о([0, то) х [0,T]),
подано в [1 1 ]. Звідси отрим уй» оцінку ^  > (), . =  2 , 3 , , € [0 , t ], ф . )  >  ц  >  0 ,

W(t) < M 2 < ж, t Є [0, t5], x Є [0, то), (h0 — x)p'(x) — xp'(h0 — x) >  0,

де t5, 0 < t5 < t4, визначається сталими ц'ф — x) — ц 'М  >  0, x Є k - 1  ,p'(x) >  0, 
C7,C8. Тоді 0 J J > [ ’ 2 J ’

\bi(t)\ < Ci +  C2M 2 =  B i , x Є [0,h0]-
Тоді можна вказати таке число t4, 

\b2(t)\ < C3 +  C4M 2 =  B 2, 0 < t4 < T , яке визначається вихідни-
\p(t)\ < C5 +  C6M2 =  B3, t Є [0,t5]. ми даними, що задача (5)-(10) не може

мати двох різних розв’язків (h,bi ,b2,v) Є 
Подамо систему ІЖНЯЩ (11), (15)—(19) у с „ 0 ^ ,  х (c [0,t4])2 х C 2-HQU). h(t) > 0, 

вигляді операторного рівняння  ̂ є [0 t ]
U =  р ш Д оведення. Припустимо, що

(hi(t),bii(t),b2i(t),Vi(y,t)), і =  1,2, — два
де и =  (h(t),v(y ,t ) ,w(y,t) ,bi (t),b2(t),p(t)), а розв’язки задачі (5)—(10). Позначимо 
оператор P визначається правими частина­
ми рівнянь (11^ (15)—(19). Т Т )  =  qi(t), Т м  =  Si(t), і =  !, 2 ,

Візьмемо довільні (h,v,w,bi ,b2,p), для hi(t) hi(t)
яких справедливі вище встановлені оцінки. r(t) =  bii (t) — bi2(t) q(t) =  qi (t) — q2(t) 
Оцінимо праву частину рівняння (16):

s(t) =  si (t) — s2(t) , v(y ,t) =  vi (y ,t) — v2(y , t ) . 
\p w \ < C 9 +  CwVt. Функції r(t ) ,q(t ) ,s(t) ,v(y,t)  задовольняють

Вибираючи число t6, 0 < t6 < T, так, щоб рівняння
виконувалась нерівність C9 +  Cw /̂t6 < M2, a(yhi (t),t) , . . ..
отримаємо v  =  Щ )  vvv +  (y(bii(t) +  si(t)) +

\P3w \ < M2, (y ,t) Є [0 , 1] х [0, t e]. f  a(yhi(t),t)
+qi (t))vy +  c(yhi (t) , t )v+ (  y\ 2(t) —

Позначимо N =  { (h ,v ,w ,b i ,b2,p) Є V i( )
C [0 , T0] х (C (Qto))2 х (C [ О ф )3 : a b M t ) , t ) \ v + М г Ш , s M )+
H0 < h(t) < Hi, M0 < v(y,t)  < Mi, І ф )  ) v'2m +  (y(rit> + s(t>>+
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+д(і) )у2у +  (с(ук1(і),і) -  с(ук2(і) ,і))у2+
+ ї ( ук1 (і),і) -  ї (ук2(і4, і), (у ,і) Є Ят, (28)

та умови

у(у, 0) =  0, у Є [0,1], (29)

у(0,і) =  у(1,і) =  0, і Є [0,Т], (30)

у (У, і)1У =  » з ( і ) ' 1 1

уу(у , і ) Іу =  »4(і)

у2у(у , і ) Іу =  »5(і)

к1 (і) к2(і) 

1 1

к1 (і) к2(і) 

1 1

к1(і) кз(і)

і Є [0,Т]. (31)
За допомогою функції Гріна 0\(у , і ,у ,т) 

першої крайової задачі для рівняння
а(укі(і),і)

уі -ууу +  (у(Ь11(і) +  81(і)) +
кі (і)
+ уі(і))уу +  с(укі(і) ,і)у 

з урахуванням умов (29), (30) функцію 
у (у, і) подамо у вигляді

і 1

у(у ,і) ^ і (у , і , „ ,т)
о о

а(„к 1 (т ),т) 
к1 (т)

а(„к2(т ),т) 
к2(т) у2пп („ ,т) +  („ (г(т) +  в(т)) +

+д(т))у2п(п, т) +  (с(„к1(т),т) -  с(„к2(т),т)) х

х у2 („ , т ) +  ї  („ к1 (т ) ,т ) -  ї  („ к 2 (т ) , т )

(у, і) Є Ят. (32)
Оскільки для Ьli(t), Ь2і (і'), к'г(і) , І =  ^ <2, 

справджуються рівності, аналогічні до (17)- 
(19), то звідси отримуємо

з(і)^2(і) +  д(і)(Ц2(і) — Ці(і)) +  т(і)( Ц2(і) —

» з (і)\ 1 1
Ь12(і) »з (і) +к1(і) )  \к1 (і) к2(і)

1 

+  »'.з(і) +  У  ах(ук2( і) , і ) у 2у (y , і )dy ) +  
о

+  (а(0,і)у2у(0 ,і) -  а(к2(і) ,і)у2у(1 , і ) )х

X 1 1 _ у2у (1,і)
к 1 (і) к2( і ) )  к\(і)

(а(к1 ( і ) , і ) -

-  а(к2(і),і)) +
к1 (і)

((ах(ук1 ( і ) , і ) -

-  ах(ук2(і),і))у2у(у,і) +  ах(ук1 ( і ) ,і )х  
1

х уу(У,і))1У -  ! (с(ук1 (і),і)у(у ,і) +
о

+  (с(ук1(і),і) -  с(у к2(і),і))у2(у ,і) +
+  ї ( ук1 (і),і) -  ї ( ук2(і),і))1У +  а(0, і ) х

X уу(0,і) 
к1 (і)

-  а(к1 (і),і) уу( 1 ,і) 
к1 (і)

і Є [0,Т], (33)

д(і)(к1 ( і ) » 1 (і) -  »з(і)) +  т(і)[ » з ( і ) -

2»4(і )\ = ____________
к1(і) )  Vк1(і) к2(і) »4 (і)+

+  !  у2у(у,і)(к2(і)(у -  1 )ах(ук2(і),і) +  
о

+  a(yк2(і),і))dy -  а(0 , і)у2у(0,і) +

+  2Ь12(і)»4( і ) ) +  (1 -  у )(у2(у , і )х

х с(ук2(і),і) +  ї ( у к2(і),і))1У +  ^ Г  х
к1 (і)

ІпІт, х (у -  1)ах(у к 2(і) ,і)у2у (У,і )1 У-

-  0_2( і ) » 1 (і)^ (к1 (і) -  к2(і)) -  а(0, і) х 

1

х ш  І
о

х (у -  1) +  а(ук1(і),і))уу(у , і ) Іу +  х

1 

х / (к1(і)(ах(ук1 (і),і) -  ах(ук2( і ) ,і ) )х

х (у -  1 ) +  а(ук1(і),і) -  а(ук2( і ) ,і ) )х
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х у2у(у , і ) Іу +  к1 (і) J (1 -  у )(с(ук1 ( і ) ,і )х  
о

х у(у ,і) +  (с(ук1 (і),і) -  с(у к2( і ) ,і ) )х  
х у2(у ,і) +  ї  (ук1 (і),і) -  ї  (Ук2(і),і))dУ,

-  2» 4(і)) -  к1(і)»з(і) +  2» 4(і))(с(ук1 (і ) ,і )х
х у(у ,і) +  (с(ук1(і),і) -  с(у к2( і ) ,і ) )х  
х у2(у ,і) +  ї ( ук1 (і),і) -  ї ( у к2(і) , і ))І у+

1

+  [  (2»4 ( і)(1  -  у ) (к1(і) -  к\ (і)) +  » з (і)х

і Є М ,  (З4) х (у2 -  1 )(Ь\(і) -  ьз(і)) +  » 1 (і)у(1 -  у )х

г (і) (к2(і)»з(і) -  2» 4(і))а(0 ,і)у2у(0,і) +

х (к1 (і) -  к2(і)))(с(ук2 (і) ,і)у2(у ,і) +

+  ї ( ук2(і) , і ))І у +  /  (а(ук1(і ) ,і )(2»4( і ) -

+  ^  у2у (у ,і)(к2(і)ах(у к2(і) ,і)(к2(і)у2х -  к\ ( і ) » 1 (і) +  2ук 1 (і)(к1 ( і ) » 1 (і) -  »з(і))) +
0 +  к1 (і)ах(ук1 (і) ,і)(к1 (і)у2(к1 ( і ) » 1 ( і ) -

х (к2(і) » 1 (і) -  » з(і)) +  у (2» 4(і) -  к22(і)х -  »з (і)) +  у (2» 4 (і) -  к2( і ) » 1(і)) -  2» 4(і) +
х » 1(і)) +  к2(і)»з(і) -  2» 4(і)) +  (2» 4( і ) -  1

-  к2(і)» 1 (і) +  2ук2(і)(к2(і)» 1 (і) -  » з (і )) )х  +  к1 ( і ) »з(і)))уу(у,і )Іу +  [ ((а(ук1 ( і ) , і ) -

х а(ук2(і) ,і) )Іу  -  к2(і) J (с(ук2( і ) ,і )х
о

х у2 (у ,і) +  ї  (ук2 (і) , і ) ) (к2 (і)у2 (к2 (і)х  
х » 1(і) -  »з(і)) +  у (2» 4(і) -  к2(і)»1 (і))+ 
+  к2(і)»з(і) -  2» 4(і))Іу +  (к2( і ) »з ( і ) -  
-  2»4(і))к2(і)»'з(і) +  » 4(і)(2» 4(і) -  к2(і)х

х » 1(і)) +  » 5(і)(к2( і ) » 1 (і) -  »з(і)) х

х ((к1 (і) -  к2(і))(3» 1 ( і ) »5(і) -  2»з(і)х

х »4(і)) +  (к2(і) -  к2(і))(» 2(і) -  2»1(і)х
х » 4(і ) ) ){ (2к1 (і )»з(і )»4(і) -  4»1 ( і ) -

-  а(ук2(і ) ,і ) ) (2» 4(і) -  к1 ( і ) » 1 (і) +  2ух
х к1 (і)(к1 ( і ) » 1 (і) -  »з(і))) +  к1(і)(к1 (і)х  
х у2(к1 (і)» 1(і) -  » з (і)) +  у (2» 4( і ) -
-  к\(і)»1 (і)) +  к1 (і)»з(і) -  2» 4(і))х
х (ах(ук1 (і),і) -  ах(ук2(і),і)) +  2 (к1 (і)­
-  к2 (і))(»4 (і)(у -  1)ах(ук2(і),і) -  у »з (і)х 
х а(ук2(і),і)) +  (к2(і) -  к2(і))(»з(і)х  
х (1 -  у2)ах(ук2(і),і) +  (2у -  1 ) » 1(і)х  
х а(ук2(і),і)) +  (к1 (і) -  кз(і)) » 1(і)(у2-

-  у )ах(ук2(і) ,і))у2у (у , і ) Іу (:2к1(і)»з(і)х

-  к21 (і)» 2(і) +  3(» з (і) -  к1 (і)» 1 (і))» 5(і)+  х » 4 (і) -  4»2(і) -  к2(і)»2 (і) +  3 (»з ( і ) -
+  2к21 ( і ) » 1 ( і )»4(і))(2к2( і)»з(і )»4( і ) -
-  4» 4(і) -  к2(і)» з (і) +  3(» з (і) -  к2(і)х

х » 1( і ) )»5(і) +  2к2( і ) » 1( і )»4(і))] V

+ (к1(і) -  к2(і))(»1(і)»'5(і) -  2»'з(і)»4(і) +

+  »з(і)а (0,і)у2у(0,і)) +  (к\(і) -  к2(і))х
х (»з(і)»'з(і) -  » 1( і )»4(і)) +  (к1( і ) »з ( і ) -

1

-  2» 4(і))а(0, і)уу(0,і) +  к2(і) к (к1 (і)у2х
о

х (»з(і) -  к1 ( і ) » 1 (і)) +  у(к\(і)»1 ( ї ) -

-  к1 ( і ) » 1 ( і ) )»5(і) +  2к21 ( і ) » 1( і) »4(і)) 1 ,

і Є [0,Т], (35)
Згідно з (26) маємо 

2кі(і)»з(і)»4(і) +  3(»з(і) -  кі(і)»1 ( і ) )»5( і ) -

- к 2(і)» з (і) -  4»4(і) +  2Ь2і (і)»1(і)»4(і) >
> С0 > 0, і є  [0,і4], і = 1 , 2 ■

Продиференціювавши (32) за змінною у, 
одержуємо

і 1
' а(„к1 (т ),т)

уу (у ,і) С*4у (у , і , п,т)
о о к1 (т)

1

1

1

1
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a{rjh2(r ),т )
h2(T ) lv2w (Г,т ) +  (п(г(т ) +  s ( t  )) +

+q(T))v2v(n, t ) +  (е(фі(т) , t ) — c(nh2(T ) , t )) x

XV2 (n,T ) +  f  (nhl (T ) ,T) -  f  (nh2 (T ) , T ) dr/dT,

(y, Ь) Є Qт■ (36)
Виразимо Ні(і) через ві(і)

Ні(і) =  Ні(0)ехр ^ J  ві(г)dт  ̂ , і =  1, 2,

де Н1 (0) =  Н2(0) =  Н0. Звідси, використову­
ючи рівність

і
ех -  еу = ( х  -  у) у  еу+т(x-y)dт,

0

отримуємо

— — f  s(T)dTx
hi(t) h2(t) ho

x exp I — / (as(T) +  s2(t))dT I da. (37)

Аналогічно (37) можемо викори­
стати для зображення різниць

1 1
-, hi(t) — h2(t), h24(t) — h‘2(t),

кі (і) к2 (і)
к3і(і) — кз,(і), к' (̂і) — к^(і).

Припущення теореми забезпечують пра­
вильність рівності

!  (Укі (і),і) — !  (Ук2(і),і) =  У(кі (і) — к2(і))х
4і

!х(у(к2( і )+  &(кі(і) — k2(і))),і)da, (38)
°

що справедлива і для а(укі(і),і), 
ах(укі(і),і), о(укі(і),і), і = 1 , 2 .

Використавши (37), (38) і підставивши 
(32), (36) в (33)-(35), одержимо систе­
му однорідних інтегральних рівнянь Воль- 
терра другого роду відносно невідомих 
в(і),д(і),т(і) з ядрами, що мають інте- 
гровні особливості. Звідси отримуємо, що

s(t) =  0, q(t) =  0, r(t) =  0, t Є 
[0,t4]. Тому si(t) =  s2(t), qi(t) =  q2(t), 
bll (t) =  bl2(t), t Є [0,t4]. Отже,
hi (t) =  h2(t), b2i(t) =  b22(t), t Є [0,t4]. Вра­
ховуючи це в задачі (28)-(30), знаходимо,
Щ° vi (y , t ) =  v2(У, t ) , (y ,t) Є Qu .
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