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Е Л Ш Т И Ч Ш  КРАЙОВХ ЗАДАЧХ ХЗ О С О Б Л И В О С Т Я М И

У просторах класичних функцій із степеневою вагою доведено існування та єдиність 
розв’язків крайових задач для лінійних еліптичних диференціальних рівнянь зі степеневими 
особливостями в коефіцієнтах довільного порядку на координатних площинах.

Boundary problems for Ііпеаг elliptic differential equations with a power peculiarities іп the 
equation coefficients of an arbitrary order are considered. Existence and uniqueness of solution has 
been established for a classic functions space with power weight.

Математичне моделювання багатьох фі- рівняння 
зичних та біологічних явищ приводить до 
задач з виродженнями та особливостями 
для рівнянь із частинними похідними. До­
слідженню таких задач присвячено праці 
[1 -  4]. У працях [5, 6] розроблено методи 
розв’язання крайової задачі для осесиметри- 
чного потенціалу, який задовольняє еліпти­
чне рівняння з виродженням за однією змін­
ною.

n П
(Lu)(x) = [ ^ 2  Aij (x)dXi dXj + Y 1  M X)dXi +  

ij=1 i=1

+Ao(x) u(t,x) =  f (x ), ( 1 )

а на межі області dD одну з крайових умов

lim [u(x) — р(x )] =  0 ,
Вивченню розв’язків нелокальної крайо­

вої задачі для системи двох еліптичних рів­
нянь з особливостями присвячено працю
[7]. Дослідження питань існування і якісних 
властивостей розв’язків еліптичних рівнянь 
з виродженнями і особливостями приведені 
у працях [8 , 9].

У цій статті розглядаються еліптичні 
крайові задачі для лінійного диференціаль­
ного рівняння із степеневими особливостями 
довільного порядку у коефіцієнтах на коор­
динатних площинах Хі =  0 , і Є { 1 , 2 , . . .  , п}. 
Одержано інтегральне зображення розв’яз­
ку першої крайової задачі, задачі зі скісною 
похідною та встановлені оцінки розв’язків у 
гельдерових просторах зі степеневою вагою.

П остановка задачі та основні обм е­
ження. Нехай (хі , . . .  , хп) -  координати то­
чки х Є Еп, =  { х , х Є Еп,х  ̂ =  0}, Б  -
обмежена область з множини { х Є Кп х  ̂ >
0,]  Є { 1 , . . . ,п } }  з межею дБ  така, що 
дБ  П 0,̂  =  0. Розглянемо в області Б  зада­
чу знаходження функції и, яка задовольняє

x^z£dD (2 )

П
(Bu)(x) =  lim y^bk (x)dxk u+x ^ z e d D l ^  kk=l

+b0(x)u — g(x) 0 . (3)

Порядок особливості коефіцієнтів дифе­
ренціальних виразів L і B будуть характе­
ризувати функції s(ai,x i): s(ai, x i) =  xai при 
0 < x i <  1 , s(ai,x i) =  1 при xi =  1 ; S(a,x) =  
m in {s (a i,x i),. . . ,  s(an,xn)}, ai, . . . ,  an -  до­
вільні фіксовані дійсні числа.

Нехай D =  D  U dD, P1( x ^ , . . .  , x ^ ) , 
Hi(x1'>, . . . , x(i_\ , x(2), x f y  , . . .  , x ^ ) -  точки з 
D, p, l -  додатні фіксовані дійсні числа. Ви­
значимо функціональні простори, в яких бу­
дуть вивчатися задачі (1) -  (3).

Cl(p; в ;Р; D) -  множина функцій u, які 
мають неперервні частинні похідні в D  ви­
гляду dXku(P), P (x 1 , . . . , x n) Є D, \k\ <  [l], 
для яких скінченна норма

||u; у; в; 0; D||0 =  sup \u\ =  ||u; D\\0,
D
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И Правильні такі теореми.
\\u; y ; в ;р; D\\t =  \\u; р; в ; p ; D|||k| +  Теорема 1. Нехай для задачі (1), (2)

|k|=o виконані умови а), б). Тоді існує єди-
+  (u; р ; в ;p ; D)i =  ний розв’язок задачі (1), (2) із простору

l  n Є2+а(р ,в ;0; D) і справджується оцінка

sup S((\k\ +  р)р, x) П s ( ктвт, xm )
|k|=o
V '  sup S ( (\k\ +  p)Y,x ) W  s ( - k mßm,xm)x  ,, ,, /,, ,,
innPtD AAi Hu y ; ß ; 0; D h+a — c \\f ; y ; ß ; pq ; D\\a+kl=QP^D m=1 \

x \dkup)\ + Y ,  E  sup S((l +  p )y , x ) x +  \\p; y ; ß ; 0; D\2+2j ■ (4)

|k|=[l] г ^  > Теорема 2. Якщо для задачі (1), (3)

П ,  .  „  ~  ч /  т л  виконуються умови а), в), тю існує єди-
s ( - k mßm,Xm)s ( - { l }ß i ,X i )x  „ , z ■ /1 ) /О) ■

4 нии розвязок задачі (1), (3) із простору
m= C 2+a(Y; ß ; 0; D) і справджується оцінка

x\xf ] -  x(2)\- { l }\0kup) -  dkxu(Hi)\,
Y, ßi -  фіксовані дійсні числа, y >  0 , \U; Y; ß ; 0; D W2+a < c (\f ;  Y; ß; PQ; D H«+
ßi Є - ^ ,  © ,  \k\ =  h  +  ■■■ +  kn, + \\g. Y; ß ; S. D\\1+a). (5)
s(a,xi) =  min{s(a,x\>),s(a,x\>)}, S(a,x) =  .
m in{S (a,x(\>),S(a,xi2>)}. Для дослідження задачі (1) -  (3) вста-

TTT / , \ /0ч новимо спочатку коректну розвязність по-Щодо задач (1) -  (3) вважаємо виконани- . J Jслідовностей допоміжних крайових задач з ми умови: . .
ч . н н \ гладкими коефіцієнтами, граничними зна-а) для довільного вектора 4 =  (4 і , ■ ■ ■ ,4n) ,ченнями послідовностей розв язків яких бу-виконується нерівність

дуть розв язки задач (1) -  (3).
|Г|2 /  ^  (а \ (а \ Л t \t t М Iti2 Оцінки р озв ’язків крайових задач з

Пі\4\ — s(ßi,xi)s(ßj,xj ) ij(x)4i4.j <  , гладкими коефіцієнтами. Нехай Dm =
ij=l

D  П {x  Є D s(1,xj) > m }, m >  1, -  по­
пі, n2 -  додатні фіксовані сталі і 

, п \ tn ч л п гл тлч слідовність областей, яка при m —>■ оо збіга-s(ßi,xi)s(ßj ,xj )Aij Є Ca(Y; ß ; 0; D),  E; і л руЗ/ п п тл\ п/ \ л ється до D. Розглянемо в області D  задачуs(pi,xi)Ai Є Ca(Y; ß ; 0; D), S(pq, x)Aq є *  , . . Jx,n , 3 „ ^ч л / ч n ял знаходження розв язків рівнянняCa(Y; ß;0; D), AQ(x) <  0 для x Є D, ^ 1 1
f  Є Ca(Y;ß ; Pq; D), Pq >  0, Рг >  Ф r™
i Є {1, 2, ■ ■ ■ ,n},  межа dD Є C2+a, а Є (0; 1); (LiUm)(x) =   ̂ aij (x)dxi dxj +

б) функція p Є C 2+№(y; ß ; 0; D) ij=\

Y =  max<jmax(1 +  вг), тах(рг — вг ),Р ^ 1 , , ^  , , А , ч ч
' І * г УИг f h 2 У  ^ 2 ^  aг(x)дxi +  ao(x) Um(x) =  fm(x), (6)

в) вектори Ь (s> =  {b{s\ ■ ■ ■ ,bra>}, ЬУ =  . . .
b які задовольняють на межі області одну з

s(ßk , x k )bk (x) і ~e =  {е\, ■ ■ ■ , Єп }, ek =  , умов
\b \

1/ 2 lim [Um(x) -  Pm(x)] =  0, (7)
утворюють з напрям- x^zedD

n

\b  \ =  \ Y 1  bk(x)k x)
k=1

ком зовнішньої нормалі п ^ 5  дБ  в тій же (Віит)(х) =  [ V Ік(х)дХкит+
точці Р Є дБ  кут менший —, в(рк ,Хк )Ьк Є Х̂ гЄдО к=1

С 1+аР  в;0; Б ) , Б (6 х)Ьо є  —1+“ (1 ; в  ;0; Б ) , +Іо(х)ит -  9т(х)] = 0 .  (8)
Ьо >  0, 4 > 0, д є С 1+ар  в ; 4; Б), т УтУ А

( п0 л Тут коефіцієнти йіу, йі, ао, Ік, Іо і функції
Y =  т а х  | тах(1 +  р ,  т а х р  — ві) , — , ^т, ^т, дт при х Є Б т співпадають з А ^ ,
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Ai, A°, bk, b° i f , p, g відповідно, а при x Є крайову умову (8 ), одержуємо
D\Dm є продовженням зі збереженням норм 1

І гладкості [10, стор. 82]. um(P4) > l° (Р4 )gm {Pa)-
Знайдемо оцінки похідних розв’яз-

/ \ -Г, • ґУ2+аґп\ При виконанні умов а) -  в), згідно з тео-Ків Um(x). Введемо у просторі C +a(D) у J 1 1  \
и п пи • ремою 2.17 із 112, стор. 2311, існують єди-норму \\Um; Y; в ;p; D||2+«, еквівалентну О L ’ Д Д . Jі . ні розв язки задач (6 ) -  (8 ) із просторупри кожному фіксованому m гельде- 2+ .

C2+a(D). Ці розв язки мають скінченну нор- ровій нормі, яка визначається так са- п о
и п піі • му \\um; y ; в ;0; D\\2+а при кожному m. Зна-мо, як і \\u; y ; P;p; D\\2+a, тільки за- J 11 m’ 'д  ’ ’ . |'2+а * J

1 ••• / \ ґ ■ йдемо оцінку цієї норми.мість функції s(ai, x i) беремо відповідно ^ ^ J ^ 1
d(ai, х г) =  max(s(az, х г) ,т ~аг), якщо аг >  0 , Правильна така теорема.
і d(at,x t) =  min(s(at,x t) ,m - ai), якщо ai < 0 , Теорема 5  Нехай виконані умови те-
р(а, х) =  max(S(a,x), maxт~а*), якщо ореми L Тоді для розв’язку задачі (6), (7)

i _ правильна оцінка
ai >  0 , і p(a,x) =  min(S(a,x), maxm~ai),
якщо ai <  0 . \\um; Y; в ; 0; D \\2+a < c( \\f ; y  ; P; P°; D \\a+

Сформулюємо принцип максимуму для 
розв’язків задач (6 ) -  (8 ). Правильні теоре- +\Р; Y; в; 0; D \2+a)- (11)
ми.  ̂ Д оведення. В задачі (6 ), (7) зробимо за-

Теорем а 3. Нехай Um -  класичний міну Um(x) =  Vm(x) +  Pm(x). Тоді Vm(x) буде 
розв язок задачі (6) , (7) в області D і ви- розв’язком однорідної задачі 
конані имови а), б). Тоді для um правильна
нерівність (LiVm)(x) =  fm (x ) -

\um\< max{\\fmao 1 ; D ||°, \\рш; D H°}. (9) - ( L p m)(x) =  Fm(x), (12)

Доводиться ця теорема за схемою доведе- v \ = 0  (13)
ння теореми 1.1 ([11], стор. 145), тобто аналі- m
зуються всі можливі розміщення додатного Використовуючи означення норми та ін- 
максимуму і від ’ємного мінімуму розв ’язку терполяційні нерівності із [10, 13] маємо
ит(х) • а

Теорема 4. Якщо ит -  класичний \Ут. 1. Р '0' Р |І2+а <  (1+Є ){хт. 1'; в ' 0' Р Ь+а +  
розв ’язок задачі (6), (8) в області Р  і ви­
конані умови а), в), то для ит правильна + с(£)\Хт' Р ||о,
неРівність де £ -  довільне дійсне число із (0,1). Тому

|и,„| < Ш ^Ш т а - 1 '. КІІо, К Ц т '  В|о}. досить оцінити півнорму Т, в ' 0' Р Ь +*.
( 1 0 ) Із визначення півнорми випливає існування

тт . . в D  точок Pi та Hi, для яких правильна не-Нерівність ( 1 0 ) одержується за схемою 1 J 1
доведення теореми 1.1 ([11], стор. 145). Від- рівність
мінність є тільки у випадку, коли 0 < 1
maxum =  maxu =  um(P3). В точці P3 ма- 2 llVm; Y; в ; 0; D \\2+a < E(Vm), (14)

D dD 2
dum ^ n / ~Y nємо  г- > 0 (вектор l задовольняє умову
d l  ~  „ E(Vm)= Y s  J 2 p ((2 +  a)Y,x)d(-aPi,Xi)x

в)), тому з крайової умови (8 ) отримаємо \Щ=2 і=і

um(P3) < lQ1 (P3)gm(p>3) -
I  d( kmftm) xm) ■X

m= 1Якщо Р4 (точка мінімума для ит(х)) на-
ЛП І̂ ит(Р4) ^ п тзлежить дР,  то ------- =>—  < 0. Враховуючи у іх( і ^  х(2) і-«і (Р \ дк Ч} ( н  ) і

(II ХІХг Хі 1 Ідх хт(Р1) дх хт( н г)І-

92 Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2012. -  Т. 2, № 1.



Розглянемо випадок \xP — x(2̂ \ <  ТоДі функція Vm(z) =  Шm(z)n(z) задо-
r  =  T r С (0 1) r -  до вольняє задачу Діріхлеn 1р(р, x)d(—ei ,x i)4  =  т, r Є (0,1), r -  до-

вільна стала. Нехай X =  х (1\ Будемо вважа- . . . . „ (1), „ (1),
| (і) б | (Ь3Ут )(*) =  У ]  ^ в і , х Р ) ^ в 3 ,Х[Р ) хти, що \х(і) — у\ > 21 п, або \Хп — уп\ > 21 . 1 •'

Запишемо задачу (12), (13) у вигляді

^ Ht,./1))d(e. JV'
ij=l

х [dzi Umdzj П +  dzj Umdzi y] +
(Ь2Ут){х) =  \ У ]  ац (х(1))дХі ф  — \ ьт =  п (1) (1)

4=1 + ^ т [У ^  й(ві ,х(1 ))й(вз , х 11 )дгі д ,  ф )  +
4 = 1

п
=  Т 1 а і  (хт ) -  ац (Х)]дхі дх, «„,+  +Пф + ПРт =  фіі.П,^т) +  ^ т ,

г4=1 Ут\дО =  0 . (18)
Згідно з теоремою 1.1 із ([11], стор. 145) 

+  /  уаг(х)дхі/̂т +  (ат,(х) — ^)^т +  Рт(х) =  дЛЯ розв’язку задачі (17), (18) і довільних 
г=1 точок М 1 та М2 Є Нрр правильна нерівність

\£(1) — £Y)\a\д|шm(M\) — d‘jum(M2) \ <
=  § ( x ,v m) +  Fm (x), (15)

Vm\dD =  0, (16)
x • < C(\l®l(V,^m)l\ra(Hm ) +  IlyFmll (1))).де A -  довільне число, яке задовольняє не- с (H3/4) с (H3/4)

рівність sup A0(x) — A >  0 . (19)
D Враховуючи властивості функції n(z),

Нехай У( і  -  область із D, У( 1  =  { x  Є знаходимо

D , \xj — xf \ <  vT, j  Є {1 , . . . , n } } . Зробимо ІІФі(пш лі < cpf (2 +  a)Y x (D) x
в задачі (15), (16) заміну Ŵ l(n,Um)Wca(H(3/\) < cp( (2 +  a)Y,x )Х

vm(x) =  um(z), zj =  d(ej , xjp1)x j , * ( \\um; y ; 0; 0; ^ / ф +

одержимо +  || Um; нЗіЛо +  ЦФ; y ;0;2y ; н ' 1>||„), (2 0 )

(LUm)(x) =  [ £  d ^ Y ' W i  “nFm“C“ (H(/4) < CP{ — {2 + « Ь У " ) *

' i j = 1 x||F,„; y;0;2y; H <}>|a*

xa ij(x(1))dzidzj — \]um =  Ф(г, um) +  Fm(Z ), Шдставляючи (20) у (19) і повертаючись
-1 до змінних x, одержимо

^m\dD — ^
Е (vm) < ci ( \\Fm; р ; в ; 2y ; у( і Ila+

де Z  =  (d(—e i , x l )zi , . . .  ,d(—en,xn )zn)
)x( \ НІ)' =  +\ф; ї; в ; 2  1; V 3/4 \ \aПозначимо zip1 =  d (e i , ,xP )xP , H(1 =  +\ф; р ; в ;2 р ; Vp\\\a+

{ г ,  І* — . ' ‘ >1 < Є +л„т ; 3'; в ; 0; У$ІІ2 +  « ,т ,  К,(;>«о). (—1 )

{1 . 2, . . . . п } )  і візьмемо тричі диференці- Знайдемо оцінку норми виразу ф(х,ут ).
йовну функцію п(*), яка задовольняє умови Враховуючи інтерполяційні нерівності, до- 

Ґ ( ) сить оцінити півнорму кожного доданка. На-
| 1, * Є 0 < п(*) < 1; приклад, {аоУт; Y; в ; 2Y; У щ )«. Маємо

Ф ) =  < 0, * Є Н 1р \дкп\ < ( )
\ < С щ р ф ф , ; 1'11). (а0^т; Ті в ; 2 Т; Урра <
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< > вир { Ы ( р ( ( 2 + а )7 ,£)|Д(1)-Д (2)| “ х
= 1(А,Вз )СУ(}\

1.1 із ([11], стор. 145), одержимо нерівність

<23)' 1 2Якщо їх(1) — х^І  > Т , то використовуючи
х|а0(А) — а0(Вз)І)+р(2^,ОІа0(Вз)|(р(ат,£)х інтерполяційні нерiвностi, маємо

х ^ —авз — Сі 1 “ х

хїьт(Л) —хт(Вз )|)} < 02(\\ьт; у; в;0; УуІ\\і+

+  \\ут; ^з/ІІІо)-
Аналогічно одержуються оцінки інших 

доданків виразу Ф(х,ут):

ІФ; і ;  Р; 2і ; V /4 11“ < £іЬт; і ;  в ; 0 ; у}/}|І2+«+

+ сз\\ут'; У3/4\\о, (22)

де є 1 =  єа(и +  2) +  и2т2с1.
Підставляючи (22) у (21) знаходимо

Е (ут) < (є1 +  є“ )\\ут'; і ;  Р; 0; Б |І2+“ +

+ с4\хт'; Е\\о +  с5 \\Ет; 7; Р; 27; Е\\а. (23)

Розглянемо випадок, коли |х(1) — y| < 2Ти 
і х 1 — уф < 2Т, у є  дБ.  Нехай К к(Р) 
-  куля радіуса Я, Я > 4Ти, з центром 
в деякій точці Р є  дБ,  яка містить то­
чки Р1 та Ні. Використовуючи обмеження 
на гладкість межі дБ,  можна розпрямити 
дБ  П К и (Р ) за допомогою взаємно одно­
значного перетворення х =  ф(т) із ([1 0 ], 
стор. 126). В результаті такого перетворен­
ня область Б  П К ^ (Р ) переходить в область 
Q, для точок якої тп >  0 .

Вважаємо, що ут(х), Р1, Ні при цьому 
перетворенні переходять відповідно в Шт(т), 
М 1, ИІ. Позначимо коефіцієнти диференці­
ального виразу Ь1 в області Q через р^ (т), 
рі(т), р0(т). Тоді Шт(т) буде розв ’язком за­
дачі

(1) і

У ^ р7 (М 1)дТі дтз — А 
І3'=1

Е(Ут) < Єа\\Ут'; 1; в ;0; Б|І2+“ +

+  С (є)\ут'; Б | 0 . (24)
Скориставшись нерівностями (14), (23), 

(24) і вибравши т та є досить малими, одер­
жимо оцінку

\\Ут; і ;  в ; 0 ; Б|І2+а <

< Сб(\\Ет; 7 ; в ; 2у; Б\\а +  \\Ут; Б\\о). (25)
Оскільки ит =  ут +  рт, то враховую­

чи нерівності (9), (25) і умову б), отримаємо 
оцінку ( 1 1 ).

Д оведення теореми 1. Права частина 
нерівності ( 1 1 ) не залежить від т ,  тоді 
послідовності { Ш ^ }  =  {ит}, { Ш ^ } =  
{p (y ,x )d(—вi,Xi)дXi ит(х)}, {Ш т }  =
{р(2у, x)d(—вi, Xi)d(—в j ,хз)дХідХзит(х )} 
рівномірно обмежені і рівностепенно непе­
рервні в області Б. За теоремою Арчела 
існують підпослідовності {Шті}, рівномірно 
збіжні в Б  до Ш(у') , V Є { 0 ,1, 2}. Переходячи 
до границі при ти ^  ж в задачі (6 ), (7), 
одержимо, що и(х) =  Ш(0) єдиний розв ’язок 
задачі (1), (2), и Є С 2+а(у ; в ; 0; Б).

Теорема 6 . Якщо / є  Са(у; в ; 0; Б)  
і виконані умови теореми 1, то єди­
ний розв ’язок задачі (1), (2) із простору 
С ’2+ ° Ь ; в  У.  Б) визначається інтегралами 
Стільтьєса з борелівською мірою

и(х) =  щ +  и2 =  0 1  (х; dC)/(С) +

+  0 2 (х; ^  Б )p (C), (26)
дЭ

компоненти ( 0 1, 0 2) задовольняють нерів-
ності

=  Ф(ф(т ),Шт ) +  Ет (ф(т)),

Шт |тп =0 — °-
Повторюючи міркування, наведені при 

знаходженні оцінки розв ’ язку задачі (15),
(16) і використовуючи при цьому теорему

0 1(х; dC) <  йир |А° (х)|, 
Э

0 2(х; d^Б)| < 1. (27)
дЭ
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Д оведення. Оскільки функція У Є 
Са(7 ; в; 0; О), то враховуючи теорему 1 і не­
рівність У ; у ; в; Уо; О\\а < е\\У; у; в ;0; О||а 
для розв’язку задачі (1 ), (2 ) одержуємо оцін­
ку

\\и; у ; в ; 0; ° у +а < е (\\у ; у ; /З; °; °||а+

+  ||р; 1 ; в;0; °\\2+а)- (28)
Розглядатимемо и(х) при фіксованих х 

як лінійний неперервний функціонал на 
нормованому просторі Са(у; в ; 0; О) С С(О)  
з нормою, що дорівнює правій частині нерів­
ності (28). На підставі теореми Рісса можна 
вважати, що и(х) породжує борелівську мі­
ру Г (х ,У ), яка визначена на а-алгебрі під- 
множин області О , включаючи О  і всі від­
криті підмножини такі, що значення фун­
кціоналу визначається формулою (26).

З теорем 1 , 5 для розв’язків задачі ( 1 ), (2 ) 
випливає справедливість нерівностей

\\иі; О \\о < \\у А - 1(х); Що,

\\и2; О \\о < ||р; О \\о, (29)
де и1(х) -  розв’язок однорідної крайової за­
дачі ( 1 ), (2 ) при р(х) — 0 , а и2(х) -  розв’язок 
задачі ( 1 ), (2 ) при У — 0 .

Підставивши в нерівності (29) р — 1, У — 
1, одержимо нерівності (27).

Теорема 7. Нехай виконані умови те­
ореми 2. Тоді для розв ’язку задачі (6), (8) 
правильна оцінка

\\ит; і ; в ; 0; О \\2+а < е (\\у ; і ; в ; ім>; О \\а+

+\\д; і ; в ; 3; О \і+а)■ (30)
Д оведення. Оцінка (30) встановлюється 

за схемою доведення нерівності (11). Пока­
жемо найсуттєвіші моменти.

Будемо вважати, що х =  х (1\ Тоді у ви­
падку \х(1) — у\ > 2Тп, або \хП — уп\ > 2Т, 
у Є дО, запишемо задачу (6 ), (8 ) у вигляді

(̂ 2ит)(х ') Ф(х,ит) +  Ут(х') , (31)
п п

(х(1))дХк итЩ =  {  ^ 2 [1к (х(1)) — Ік (х)]х
к=1 к=1

х д Хкит -  Іо(х)ит +  дт(х )|

— ° т (х ,ит) \дВ ■ (32)
В задачі (31), (32) зробимо заміну

Пт(і,х) =  (хітщ, Х =  3(вг ,х (^)хі, одержи-
мо

Т , Ік (х (1))а(вк; хік])дгк ̂ т\дО =
к=1

=  От(х^ЗЗЩо , (34)

де X =  (3(—в1 ,х{1))Х1 ,. ■ ■ ,3 (—вп,х(п))Хп).
Коефіцієнти рівняння (33) і крайової умо­

ви (34), згідно із зробленими припущення­
ми, обмежені сталими, незалежними від то­
чки Р1. Тоді функція Шт(х) =  ц(г)ит(г)  є 
розв’язком крайової задачі

(Ь3Шт)(х) =  Ф Щ , ^ ' )  +  уЩЩ, (35)
п

(х(1))3(вк; х ('к))дХкШт\дО(і) =  (36)
к=1

Щш -  ^  Ік (х(1) )ш(А)д(рк, х (к))дгк п
к=1 дот

На підставі теореми 1.17 ([12], стор. 228) 
для розв’язку задачі (35), (36) і довільних 
точок М 1 і М2 Є н1/4 правильна нерівність

\Є(1) — ^(2)\-а\д22ит(М1) — д ^ т М ^  < 

< е (\\ф1 +  пЩ\\Са(Н(/У) +

+ уОш - ^ 2 , Ік (х(1)) ^ т х
к=1

)  (37)хЛ(вк - А ' )д>к

Враховуючи властивості функції п(х), 
знаходимо

|Фі +  ПІп < ср( - (2  +  а ) у , х ^ ) х

х ( \\Щ; і  ; ° ; 2і ; Н^ЦаУ

+  ІІфш; і  Н3/1\\а),
п

ПОш- ^ 2  Ік(х[1))и[ПЛ(вк, ^ Щ к П
дО к=1

(38)

<
с 1+а(нЩ
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< cp( - (2  +  a ) j , x (1'))x  

x{\\Gm; ^; 0 ; ^; H3/4 \|i+a+

+  Y; 0; 0; H31'4 \ 1 +  \\Шт ; H31'4 II0) • (39)
Підставляючи (38), (39) у (37) i поверта­

ючись до змінних x, одержимо нерівність

Е (ит) < c (\\f m; y ; ß ; 2y ; У( 1\\а+

(1)|+\\Фт; y ; ß ; 2y; V3/4 *+

+  \\Gm; y; ß; y; V/4 |І1+а +  \\um; y; ß; 0; V3/4 II1 +

+  \\Um; V ^ o ) .  (40)
Враховуючи інтерполяційні нерівності і

(1 )

+  |І7 т ; 7 ; в; 'У; Б \ \ 1+“ +  || ит; Б  \| 0) • (42')
Враховуючи нерівності (10), (42), отрима­

ємо оцінку (30).
Д оведення теореми 2. Оскільки пра­

ва частина нерівності (30) не залежить від 
т і послідовності {Ж (Т)}, V Є {1, 2} рівно­
мірно обмежені і рівностепенно неперервні 
в Б , то за теоремою Арчела існують підпо- 
слідовності {Ш^и)},  рівномірно зібжні в Б  
при т(к) ^  ж. Переходячи до границі при 
т(к) ^  ж в задачі (6 ), (8 ), одержимо, що 
єдиний розв язок задачі ( 1 ), (3 ) належить 
простору С2+“ (у; в ; 0; Б)  і правильна оцінка
(5).

Теорема 8 . Нехай / є  С“ (у ; в ; 0; Б),
°цшюючи півнорми кожного доданка вира- g є  с  1+«(y ; ß ; 0; D) і виконані умови теоре­

ми 2. Тоді єдиний розв ’язок задачі (1), (3) із 
простору C 2+“ (y; ß ;0; D) визначається ін­
тегралами Стільтьєса з борелівською мі-
рою

зів Фт і Єт, одержимо

Е(ит) <  (£ 1 +  Єа)\\ит' 'У' в ' 0. Р |І2+а +

+ с7\\ит' Р \\о +  С8( \\/т' 7 ' Р' ' Р ||а +

+  \\9т' 7' Р' 7' Е\і+а) - (41)

У випадку |х(1) — уІ < 2Тп і ІхПП) — упІ <
2Т, у Є дР , позначимо коефіцієнти дифе­
ренціального виразу В1 в області Q через компоненти (Гі, Г2 ) задовольняють нерів-
кі(г )• Тоді функція ит(ф(г)) =  (Хт(Т) в ності
області Q буде розв ’ язком крайової задачі

и =  r 1 (x ; dC) f  (С) +  r 2(x ; k S )g (^'), (43)
D dD

ij =1
kij (М 1)дТ. dTj — X Ш,(2) D

Г 1 (х; ) < sup |Д° (x)|,
D

-- Ф(Ф(т ),шт ) +  fm(ß(T) ) ,
n

Y,l>UM 1)dT, ш(2)

Г2 (x; d?S)l <  sup lbo (x)|. (44)
dD D

i= 1 Tn =0

J 2 (hi (M1) -  hi(T))dTiШт
i= 1

- h 0(T )ш(п} +  gm (ß(T ))

Оскільки Ca(Y; ß ; 0; D)  с  Ca(Y; ß ; y 0; D), 
C  1+“ (y; ß ; 0; D) с  C  1+" (y ; ß ; 8; D), то повто­
рюючи міркування при доведенні теореми 6 

одержимо формулу (43) і оцінки (44).
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