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Г Л О Б А Л Ь Н А  Р О З В ’Я З Ш С Т Ь  М ІШ А Н О Ї З А Д А Ч ! Д Л Я  
Н А П Ш Л Ш Ш Н О Ї ГІП Е Р Б О Л ІЧ Н О Ї С И С Т Е М И  

З ГО Р И З О Н Т А Л Ь Н И М И  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А М И
За допомогою методів характеристик і стискуючих відображень встановлено існування і 

єдиність глобального узагальненого неперервного розв’язку мішаної задачі для гіперболічної 
системи напівлінійних рівнянь першого порядку з горизонтальними характеристиками.

Applyrng the methods of characteristics and contractive mapprngs, the existence and umqueness 
of global generahzed continuous solution of mixed problem for hyperbohc system of the first order 
semfirnear equations whh horizontal characteristics are estabhshed.

В ступ. Якщо матрицю A в системі сати у вигляді

du а, . .—  +  A(x,t ,n) d t  =  b(x,t,u),

(и, Ь -  т - вимірні вектори) можна звести до 
діагонального вигляду, а її власні значення 
Хі (х,Ь,и) - дійсні в області змінних хА,и,  то 
систему (1) називають гіперболічною [1].

Шляхом введення нових невідомих фун­
кцій цю систему можна, в окремих випад­
ках, привести до вигляду [2]-[3]

d z , .  dz .
d t  +  Л(х, t , z )d t  =  F (x , t, z ),

Л diag(Xi,..., Xm) , (2)

f dP dP
~dt + Л d t  =  ^ (x , t ,n ,P ,Q) ’ 

d t  +  Л d t  =  ф ( x , t ,u ,P ,Q ) ’

А  =  C - i Q , p  =  G - Pу dt dx

де p
du 
dx ’ 

Зазначимо,

q
du P 
d t ’

Gp, Q =  Gq.

сім'ю
"не-
разі

або завжди -  до системи

/du du\
G(x,t,u)\ —  р Л ^ А ^ )  —  І =  R(x,t,u),  (3) 

V dt dx)

де О -  матриця лівих власних векторів ма­
триці А. Системи (2) і (3) називають, відпо­
відно, канонічними формами Рімана та Ша- 
удера [1].

Проте, за додаткових припущень, які 
сформульовані в [1, 4], систему (3) все ж та­
ки можна представити у вигляді (2). Цей ме­
тод називають методом зведення (1) до про­
довженої системи , який дозволяє (3) запи-

,, що для останніх двох 
рівнянь системи (4) одержуємо 
ортогональних характеристик, 
зручність" яких проявляється в 
формулювання початково-крайових умов 
[1, 5]. Однак, гіперболічні системи, в яких 
частина рівнянь має горизонтальні або вер­
тикальні характеристики виникають також 
і в деяких фізичних задачах [5]-[10].

Тому в цій праці розглянуто глобальну 
розв’язність одного варіанту мішаної задачі 
для гіперболічної системи напівлінійних рів­
нянь з горизонтальними характеристиками. 
Існування і єдиність узагальненого глобаль­
ного розв’язку побудовано на використанні 
спеціальних вагових норм [11]-[12].

1. П остановка задачі. В області О =  
{(х,Ь) : 0 < Ь < Т, -кЬ < х < кЬ +  І}, 
Т, к, І - додатні сталі, розглядаємо систему
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рівнянь

дп . , ,дп  ... .
—  +  А{х, ф —  =  } {х, г,п , V),

дV , ч
—  =

також горизонтальні характеристики вигля­
ду г =  г0. Через Хі{хоАо) позначимо наймен­
ше г, для якого в О визначений розв’язок 

(5) х =  рфф Хо,го).
Уведемо області:

де и =  (пі,...,пт), V =  (VI,...,хп), f  =  
д =  (ді,...,дп), А (х ,ф =

йіад(Х1 (х , ї), ...,Хт(х,к)).
Для системи (5) задамо початкові

и(х, 0) =  д(х), 0 < х < І (6)

та крайові умови при 0 < ї < Т :

Пі(-кі,і) =  у0(ї ,и (—кїф)), і Є ї 0, 
иг(І +  кї, к) =  у\ [ї, (и(І +  кї, ї)), і Є її , (7)

v(—kt,t) =  ф ^ и —кїф)) , (ф> =(фі,. . .,фп)  , (8)

де ї 0, її -  множини індексів:

ї 0 =  {і Є {1 , . . .  , т} : Хг(—кї,к) > — к}, 
ї ї =  {і  Є {1 , . . .  , т} : Хг(І +  кї, ї) < к}.

Нехай множини ї 0, її містять відповідно 
г0, Гї елементів. Будемо вважати, що фун­
кції у0, ф̂  -  не залежать від иг при і Є ї 0 і 
у\ -  не залежать від иг при і Є її і має місце 
умова

(Хг(—кї,к) +  к)(Хг(І +  кї,к) — к) =  0, 
ї Є [0,Т], і Є {1 , . . .  ,т}.

Крім того всі задані функції f  : О х Мт +п ^  
Ет , д : О х Ет+п ^  Еп, Х  : О ^  Ет , д : 
[0,І] ^  Шп,у 0 : [0,Т ] х Егг ^  ЕГ0, ф  : 
[0, Т] х ЕГ0 ^  Егг ,ф : [0, Т ] х ЕГг ^  Еп -  непе­
рервні, а функції Хг -  задовольняють умову 
Ліпшиця за змінною х .

2. П оняття узагальненого р озв ’язку 
задачі. Позначимо через рг(ї; х 0, ї0), і Є 
{1 , . . .  , т}  розв’язок задачі Коші

йх , . , .
—  =  Хг(х,ї), х (ф) =  х 0 
йї

і назвемо їх характеристиками системи (5). 
Для зручності введемо позначення <рг(к) :=

с\ =  {{х,г) е  О : Хі{х, г) =  0 } , 
і е { 1 , . . . ,  т},

Оі0 =  {{х,г) е  О : Хі{х,г) >  о, 
¥і{Хі{х,г);х,г) =  -к х і {х , г ) }  ,і е  іо, 

Оі =  {{х,г) Є О : х і{х,к) >  0,
'Аі{Хі{х, і ); х,г) =  І +  кхі{х, і ) }  ,і е  її.

За допомогою інтегрування вздовж хара­
ктеристик зведемо задачу (5)-(8) до системи 
інтегро-операторних рівнянь [12]:

Пі{х,г) =  Гі[ш]{хф) +  
і

+  р і  (фі{т),т,п{¥і{т),т),'и{¥і{т),т) )̂ dт, (9)
Хі(х,і)

і е { 1 , . . . ,  т},  

V] {х,і) =  ф] ( і ,п { -к і , і ) )  +

+  У дз{у ,і ,п{уф) , 'и{у ,к)) dy, (10)
— кі

і  е  { 1 , . . . , n},
де

Гфгафхф) =

Фі(рі{0; х , г ) ) , {х,г) е  О\,

7°(Хi{x, t ) ,п { -k Хi{x, t ) , Хi{x, г))) ,
{х , і ) е  Оо, (11)

хі ІХі{х,і),п{І +  кХі{хФ), Хі{х ,Щ ,
{x, г) е  О%1.

Означення. Узагальненим неперервним 
розв’язком задачі (5)-(8), будемо називати 
пару функцій {п,Ф), компоненти яких нале­
жать простору С{О) і задовольняють си­
стеми інтегро-операторних рівнянь (9)- 
(10).

3. Основний результат.
Теорема. Нехай виконуються такі умо-

Рі.ф; х0, г0). Зауважимо, що дана система має ви:
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1 ) X, д, д, ф, 7  , 7 2 є неперервними 
функціями на відповідних множинах;

2 ) компоненти функції X є ліпшицевими 
на множині О за змінною х;

3) компоненти функцій /, д, та ф, 7 1 , 7 2 є 
ліпшицевими за змінними и, V та змін­
ною и , відповідно, на своїх множинах 
визначення;

4) правильне співвідношення

(Хі(—кі,і) +  к)(Хі(1 +  кіА) — к) =  0, 
і Є [0,Т], і Є { 1 , , т };

5) (умови погодження)

Яі(0) =  7 ° (0, д(0 ) ) , і Є Іо, 
яі(1) =  у\ (0, д(1)), і Є Ф■

Тоді існує єдиний узагальнений неперервний 
розв’язок задачі (5)-(8) у О.

Д оведення.
Розглянемо метричний простір 2 , еле­

ментами якого є пари неперервних функцій 
,ш =  (и^)  з компонентами із С(О), причому 
щ(0, 0) =  дф0), і Є Іо та щ(1, 0 )=  ді(1), і Є Іг. 
Визначимо метрику наступним чином

р(иі1 ,т2) =  

=  шах < т а х  \и\(х, і) — и2(х, і)\аі(х, і)в-аі,

(12)

i,x,t

max \v](x, t) — v2(x, t)\pi(x, t)e-ati,x,t

+  J f i [ P i d ) ,r ,u (p i (r ) , r ) , v (pi(r) , r ) )dr,
Xi(x,t)

i Є { 1 , . . . ,  m},

А 2[ш](хА) =  фг( Ь,п(-ЫА)) +
X

+ ^ д ^ у ,Ь,п(у ,Ь),и(у ,Ь))Лу, і  е { і , . . . , п } .
— М

Отже, відшукання узагальненого непе­
рервного розв’язку задачі (5)-(8) зводиться 
до знаходження нерухомої точки операто­
ра А  в просторі 2 . Застосовуючи теорему 
Банаха про стискуюче відображення, вста­
новимо існування і єдиність нерухомої то­
чки оператора. Зауважимо, що оператор А  
перводить неперервні функції в неперервні. 
Це випливає з відомих теорем математично­
го аналізу, а також із неперервності всіх 
функцій рг(г; х,Ь).

Через Ь позначимо спільну ста­
лу в умові Ліпшиця для функцій 

д, ф, 7 0, 7 1 , яку запишемо, напри­
клад, так:

\fi(x,t,u ,v ) -  fi (x ,t ,u , v )| <
< L  max-fmax |u 1 — u21, max |v 1 — v2|jj,x,t j j j,x,t j

і аналогічно для інших функцій.
Нехай w 1 , w2 Є Q. Тоді із формули (12) 

при всіх допустимих i, x, t одержимо

\u1 (x,t) -  u2i(x , t )\ < p(w< ,ŵ ') eatai(x,t)

\vK x A ) — vi (x , t )\ <
p(w1 ,w2) 
p j (x,t)

at

де сталу а >  0 і неперервні додатні функції 
аг, вг підберемо пізніше.

На елементах простору 2  введемо опе­
ратор А  =  (А 1, А 2), який діє за формулою 
А[^і} =  (А 1 [п,и], А 2[п,х]), де оператори А 1 і 
А 2 визначені, відповідно, правими частина­
ми рівностей (9),(10), тобто

АІ[іхі](хА) =  Рг[и)](хА) +

Щоб знайти коефіцієнт стиску оператора A, 
проведемо наступні оцінки. Із ( 1 1 ) отримає­
мо таку нерівність

\Fi[iu1](x,t) — Fi[w2](x,t)\ <
eaXi(x,t)p(wl ,w2)

L max — -—-—  ----------- ------—,
j0 o aj (—kXi(xA ) , Xi(x,t))

< (x, t) Є G, 
eaXi(xt p(w1 ,w2)

Тфії aj(l +  kxi(x, t),Xi(x, t)) 
(x , t) Є t .

Ф3)
L max

Якщо виконується перша оцінка (13), 
то з означення характеристики системи (5) 
для і Є І0 маємо нерівність Хі(х,і) Ф
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—х +  лг— ----- -— , де Л =  т а х  \ лрхр)  \ . Аналогі-
Л +  к і,х,і

чно, якщо виконується друга оцінка, то для
т , , х +  лг — і

і е  її маємо Хі{х,г) <  — т——,— .Л +  к
Тоді на основі отриманих оцінок для опе­

ратора А 1 одержимо

Ai[w ](x,t) — Ai[w ](x,t)

< L max < max ai(x,t )ea( A+k t)
i eio, aj (—k r ,r )

j e Io,t

i(x,t)ea( - t )ai(x,t)emax
i e ii, aj (l +  k r , r )

j Є Ii,T
t

+  [  ea(a-t)daL max max

>p(w1 ,w2) +

ai(x, t) 
,j,y,T aj (y , t) ’

ai(x , t) I / і 2\ ^m a x^ —-----   > p(w ,w ) <i,j,y,T fjj (y, T)
-kt

ai(x,t)ea A+k
< L m ax{ max ,

i e io, aj (—кт,т) 
j eio,T

a x-kt-i 
ai(x,t)e A+k {m ax  ---- ;------— }p(w ,w ) +

i e ii, aj (l +  кт,т) 
j Є ii,T

L f ai(x,t) ai (x , t )  ̂ , 1 2
+— max< max—  ----- - ,max— ----- - >p(w ,w ).

a \i,j,y,Taj(y,T) i,j,y,Tpj(у,т))

Для оператора A 2 одержимо

I A 2 [w1](x,t) — A 2 [w 2 ](x,t) \ Pi(x,t)e-at <

^ T I 1 2\ (  Pi(x , t )< Lp(w ,w ) max — -— ----
V aj (—kt,t)A зЄ io

Pi(x,t) Pi(x,t)

+

+  I m ax{ m ax— ~ ' , m ax:
ij aj (y ,t) ij pj (y ,t)—kt

dy

Із (12) та оцінок для A 1 , A 2 одержуємо 

p(A[w1 ], A[w2]) <

/ ч a -x-kt
ai(x,t)e A+k

j .io , T
<  m a y  L max< max

(x,t) e g\ I if Jo, aj (—кт,т)

ai(x,t)ea A+km ax  ----   — > +
i e ii, aj (l +  кт,т) 

j e ii,T
L f ai(x,t) ai(x,t)+—  max < max —  -----  , max — ------   f +
a Ii,j,y,T aj(y,T) i,j,y,T Pj(y,T)

X
/3i(x,t) f  J /3i(x,t)+L  max — -—    +  / L max < max

ai(x,t )e-at < i,j eio aj ( k t , t kt ij aj (y ,t)

max ^  \ d ^ p ( w 1 ,w2).
ij вз (y, t)\ У) И К ' >

Виберемо функції ai, Pi так, щоб коефіцієнт 
стиску оператора A  був меншим від одиниці, 
а саме

ai(x,t)

eP(kt+x)(kt-X+l), i у Jo, i у Ii,
ep(kt+x), i у Io, i / I l,
p(kt-x+l)

ep(2kt+l)
e i у I0, i у 

i у ^ , i у

Нехай р

Pi(x,t) =  ee-p(kt+x). 
1 .

Л +   ̂ 1 виконуються припуще­
ння p < ap, pl — ap < -2 p k T . Дослідивши 
вибрані функції на екстремум в G , одержи­
мо співвідношення:

ai(x, t)eaA -x-kt)
m a y  max -------- -— ------  =

(x,t)єg ІЄІо, aj (—k r , r )
j Є Io,t

ai(x,t )eak(-x-kt)
epl

p(kt+x)(kt-x+l)

=  m a y  max
(x,t) eg ieJo

=  m aym ax  ̂e
(x, t)eG

eP(kt+x) 1 eay(-x-kt)-pl =  e-pl.

ai(x, t)eak(x-k -  l) m a y  m a x   ----    —
(x,t)eg ieii, aj(l +  kT,T)

j e ii,T

m a y  max
(x,t)eg ieJi

ai(x,t)eak(x kt l)
epl

e

max_max{ep(kt+x)(kt-x+l),
(x,t) e G

p(kt-x+l) }ea^(x-kt-l)-pl   e-pl.

Pi(x,t)m a y  max — -— ------
(x,t) e g i, j eio aj (—kt, t)
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£e-p(kt+x)
max max євSpkt-px-pl

(x,t)eV ep(2kt+l) (x,t)eV

max єв- 2рк+ р1 =  єв- р1.

Проведемо окремо оцінку для

[  ) ßi(x,t) ßi(x,t) /m a^  lmax<max—  ----  , max— ------ >dy <
(x,t)ecj ij aj (y ,t) i,j ßj (y ,t)

kt

[  ßi(x,t)
<  max_ max —  ---- - dy+

(x,t)ec J ij aj (y ,t) 
kt

f  ßi(x,t) A+  m a^ / max— -----  dy.
(x,t)eC J i,j ßj (y ,t)

kt

Тоді

f  ßi(x,t) j  m a^ max —  ----   dy
(x,t)ec J i,j aj (y ,t)

-kt

m a^ єв
(x,t)eG j  

kt

3-p(kt+x)dy <

< max&e-p(kt+x)(x +  kt)} =  є( 1 +  2kT),

ßi(x,t)

x,t

m a^ I max ' ' dy =
(x,t)ec J i,j ßj (y ,t)

-kt

ep(y-x4 y

У результаті одержимо нерівність

p(A[w1], A[w2]) <  ( Le pl +  —є+

+  — ( є (1 +  2kT) +—  ̂ +—  x 
p a

Г а (х,і) аі(х,і) а  і 2х ш а^<ш ах— -— -, ш а х — — - їіркш ^  ). 
(х,г)ео \і,з,у,т а] (у,т) гзут [3] (у,т) )І

Спочатку зафіксуємо параметри р*, є* так, 
щоб виконувалась нерівність

1 1
Ьв-Р 1 +  Ьє* +  Ь(є*(ї +  2кТ) +  — ) < - ,

р* 2

причому функції а*, в* дорівнюють відпо­
відно функціям а^ ві при р =  р*, є =  є*. 
Нехай

a*(x,t) a*(x,t)
M  =  max і max — ;-----   max

/єв-p(кt+x)
_p(kt+y) dy =  max-  l e‘

єв p(kt+y) (x,t)eoJ
-kt -kt

=  m ax_^(l -  e-p(kt+x)) < 1 .
(x,t)eC P P

Отже,

f  ) ßi(x,t) ßi(x,t) yrI /m a^ max<max —  ----  , m ax— ------ >dy<
(x,t)ecj i,j aj (y ,t) i,j ßj (y ,t)

-kt

< є (1 +  2kT) +  1 .
p

(x,t)eo \i,j,y,T a*(y, T) i,j ,y,r ß*(y, T) J

Тепер фіксуємо значення параметра а*, так 
щоб задовольнити нерівності

p* < а*у, p*l — а*у < -2p*kT, —— < .

Отже, оператор A  є стискуючим на еле­
ментах простору Q* =  Q з вибраними фун­
кціями ai =  а*, ßi =  ß* та параметром 
а =  а*.

Тому за теоремою Банаха існує єдина не­
рухома точка оператора A  в просторі Q*. Ця 
нерухома точка є узагальненим неперерв­
ним розв’язком задачі (5)-(8). Теорема до­
ведена. □
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