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НЕРIВНIСТЬ ВIМАНА ДЛЯ АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ В БIКРУЗI

Доведено аналог нерiвностi Вiмана для функций, аналiтичних в бiкрузi D2 = {z ∈ C2 :
|z1| < 1, |z2| < 1}. Отриманi нерiвностi точнi.

In this paper we prove some analogue of Wiman’s type inequality for analytic functions in the
bidisc D2 = {z ∈ C2 : |z1| < 1, |z2| < 1}. The obtained inequality is sharp.

1. Вступ. За теоремою Вiмана-Валiрона
(див., наприклад, [1 – 4]) для кожної не то-
тожно сталої цiлої функцiї

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n (1)

i будь-якого ε > 0 iснує така множина
E ⊆ [1, +∞) скiнченної логарифмiчної мiри
(
∫

E
dr
r

< +∞), що для всiх r ∈ [1, +∞) \ E
виконується нерiвнiсть Вiмана

Mf (r) ≤ µf (r) ln1/2+ε µf (r).

Тут Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}, µf (r) =
max{|an|rn : n ≥ 0}. З iншого боку, для ко-
жної аналiтичної в одиничному крузi D =
{z : |z| < 1} функцiї f вигляду (1) i будь-
якого ε > 0 iснує така множина E ⊆ [0, 1)
скiнченної логарифмiчної мiри на iнтерва-
лi [0, 1) (тобто,

∫
E

dr
1−r

< +∞), що для всiх
r ∈ [0, 1) \ E виконується нерiвнiсть (див.,
наприклад, [5 – 9])

Mf (r) ≤ µf (r)

(1− r)1+δ
ln1/2+δ µf (r)

1− r
.

У статтi [6] вказано, що для функцiї g(z) =∑+∞
n=1 exp{nε}zn, ε ∈ (0, 1),

lim
r→1−0

Mg(r)
µg(r)

1−r
ln1/2 µg(r)

1−r

≥ C > 0.

У [10] доведено аналог нерiвностi Вiмана
для аналiтичних в областi T = {z ∈ C2 :
|z1| < 1, z2 ∈ C} функцiй, степеневий роз-
клад яких у цiй областi має вигляд

f(z) = f(z1, z2) =
+∞∑

n+m=0

anmzn
1 zm

2 . (2)

У данiй статтi розглянемо задачу встанов-
лення нерiвностей типу Вiмана в класi фун-
кцiй аналiтичних у бiкрузi D2 = {z ∈ C2 :
|z1| < 1, |z2| < 1}, степеневе розвинення
яких має вигляд (2).

Через A2 позначимо клас таких функцiй.
2. Нерiвнiсть Вiмана для аналiичних
функцiй в бiкрузi. Для функцiї f ∈ A2

i r = (r1, r2) ∈ [0, 1)2 позначимо

Mf (r) = max{|f(z)| : |z1| ≤ r1, |z2| ≤ r2},
µf (r) = max{|anm|rn

1 rm
2 : (n,m) ∈ Z2

+},

Mf (r) =
+∞∑

n+m=0

|an|rn, 4r = [r1, 1)× [r2, 1).

Нехай Df (r) — 2× 2 матриця така, що

Dij = ri
∂

∂ri

(
rj

∂

∂rj

ln Mf (r)
)
= ∂i∂j ln Mf (r),

∂i = ri
∂

∂ri

, i, j ∈ {1, 2}.

Наступне твердження доводиться пра-
ктично дослiвним повтором мiркувань з до-
ведення теореми 3.1 зi статтi [11], зважаючи
на це, опустимо її доведення.

Теорема 1. Нехай f ∈ A2. Iснує абсолютна
стала C0 така, що

Mf (r) ≤ C0µf (r)(det(Df (r) + I))1/2,

де I — 2× 2 одинична матриця.

Будемо казати, що E ⊆ [0, 1)2 є множи-
ною асимптотично скiнченної логарифмi-
чної мiри на [0, 1)2, якщо iснує r0 ∈ [0, 1)2
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таке, що

νln(E ∩4r0):=

∫∫

E∩4r0

dr1dr2

(1− r1)(1− r2)
< +∞,

тобто множина E ∩4r0 є множиною скiнче-
нної логарифмiчної мiри на [0, 1)2.

Лема 1. Нехай δ > 0, h : R2
+ → R+ — фун-

кцiя, зростаюча по кожнiй змiннiй окремо
при фiксованому довiльному значеннi iншої
змiнної, i така, що

+∞∫

1

+∞∫

1

du1du2

h(u1, u2)
< +∞.

Тодi iснує множина E ⊆ [0, 1)2 асимпто-
тично скiнченної логарифмiчної мiри така,
що для всiх r ∈ [0, 1)2 \ E виконується

det(Df (r) + I) ≤ 1

(1− r1)(1− r2)
×

×h
( ∂

∂r1

ln Mf (r),
∂

∂r2

ln Mf (r)
)
, (3)

∂

∂r1

ln Mf (r) ≤

≤ (ln Mf (r))
1+δ · 1

(1− r1)(1− r2)δ
, (4)

∂

∂r2

ln Mf (r) ≤

≤ (ln Mf (r))
1+δ · 1

(1− r1)δ(1− r2)
. (5)

Доведення. Нехай E0 ⊆ [0, 1)2 — множи-
на, на якiй не виконується нерiвнiсть (3).
Доведемо, що E0 є множиною асимтпоти-
чно скiнченної логарифмiчної мiри. Оскiль-
ки функцiя rj

∂
∂rj

ln Mf (r) є зростаючою за
кожною змiнною, тодi iснує r0 ∈ [1/2, 1)2

таке, що для довiльного j ∈ {1, 2} i всiх
r ∈ 4r0 маємо

rj
∂

∂rj

ln Mf (r) + ln rj > 1.

Тодi

νln(E0 ∩4r0) =

∫∫

E0∩4r0

dr1dr2

(1− r1)(1− r2)
≤

≤
∫∫

E0∩4r0

det(Df (r) + I)(1− r1)(1− r1)

h
(

∂
∂r1

ln Mf (r),
∂

∂r2
ln Mf (r)

) ×

× dr1dr2

(1− r1)(1− r2)
≤

≤
∫∫

E0∩4r0

det(Df (r) + I)dr1dr2

h
(
r1

∂
∂r1

ln Mf (r), r2
∂

∂r2
ln Mf (r)

) ≤

≤
∫∫

E0∩4r0

det(Df (r) + I)2r12r2dr1dr2

h
(
r1

∂
∂r1

ln Mf (r), r2
∂

∂r2
ln Mf (r)

) ≤

≤ 4

∫∫

E0∩4r0

h−1
(
r1

∂

∂r1

ln Mf (r) + ln r1,

r2
∂

∂r2

ln Mf (r) + ln r2

)
×

× det(Df (r) + I)r1r2dr1dr2.

Нехай U : [0, 1)2 → R2
+ — вiдображення

таке, що U = (u1, u2) i uj = rj
∂

∂rj
ln Mf (r) +

ln rj, j ∈ {1, 2}. Якщо i 6= j, то
∂uj

∂ri

=
∂

∂ri

(
rj

∂

∂ri

ln Mf (r) + ln rj

)
=

=
∂

∂ri

(
rj

∂

∂ri

ln Mf (r)
)
=

1

ri

∂i∂j ln Mf (r);

∂ui

∂ri

=
∂

∂ri

(
ri

∂

∂ri

ln Mf (r) + ln ri

)
=

=
1

ri

∂i∂j ln Mf (r) +
1

ri

, i, j ∈ {1, 2}.
Якобiан матрицi переходу

J0 =
D(u1, u2)

D(r1, r2)
=

∣∣∣∣
∂u1

∂r1

∂u1

∂r2
∂u2

∂r2

∂u2

∂r2

∣∣∣∣ =

= r1r2 det(Df (r) + I).

Тодi, E0 ∩4r0 є множиною скiнченної лога-
рифмiчної мiри.

νln(E0 ∩4r0) = 4

∫∫

U−1(E0∩4r0 )

du1du2

h(u1, u2)
<

< 4

+∞∫

1

+∞∫

1

du1du2

h(u1, u2)
< +∞.
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Позначимо через E1 ⊆ [0, 1)2 — множину,
на якiй нерiвнiсть (4) не виконується. Вибе-
ремо r0 ∈ [1/2, 1)2 таке, що rj

∂
∂rj

ln Mf (r) > 1

для кожного j ∈ {1, 2}.

νln(E1 ∩4r0) =

∫∫

E1∩4r0

dr1dr2

(1− r1)(1− r2)
≤

≤
∫∫

E1∩4r0

∂
∂r1

ln Mf (r) · (1− r1)
1

(1−r2)δ · ln1+δ Mf (r)

dr1dr2

(1− r1)(1− r2)
.

Розглянемо вiдображення V : [0, 1)2 →
[0, 1) × R+, де V = (v1(r), v2(r)) i v1 =
ln Mf (r), v2 = r2.

J1 =
D(v1, v2)

D(r1, r2)
=

=

∣∣∣∣
∂

∂r1
ln Mf (r)

∂
∂r2

ln Mf (r)

0 1

∣∣∣∣ =

=
∂

∂r1

ln Mf (r).

Логарифмiчна мiра множини E1 ∩ 4r0

скiнченна.

νln(E1 ∩4r0) =

=

∫∫

E1∩4r0

∂
∂r1

ln Mf (r)
1

(1−r2)δ · ln1+δ Mf (r)

dr2

1− r2

dr1 =

=

∫∫

V −1(E1∩4r0 )

1

u1+δ
1

1
(1−u2)δ

· du2

1− u2

du1 ≤

≤
+∞∫

1

du1

u1+δ
1

·
1∫

0

du2

(1− u2)1−δ
< +∞.

Нехай E2 ⊂ [0, 1)2 — множина, на якiй не
виконується нерiвнiсть (5). Подiбно доводи-
мо, що E2 є множиною асимтпотично скiн-
ченної логарифмiчної мiри на [0, 1)2.

Зауважимо, що E = ∪2
j=0Ej i, отже, та-

кож є множиною асимптотично скiнченної
логарифмiчної мiри на [0, 1)2.

Теорема 2. Нехай f ∈ A2. Для кожно-
го δ > 0 iснує множина E = E(f, δ) ⊆
[0, 1)2 асимпточично скiнченної логарифмi-
чної мiри така, що для всiх r ∈ [0, 1)2 \ E

виконується нерiвнiсть

Mf (r) ≤ µf (r)×

×
(

1

(1− r1)(1− r2)
· ln µf (r)

(1− r1)(1− r2)

)1+δ

.

(6)

Доведення. Позначимо через E винятко-
ву множину з леми 1. Тодi для h(r) =
(r1r2)

1+δ i всiх r ∈ [0, 1)2 \ E маємо

Mf (r) ≤ C0µf (r)(det(Df (r) + I))1/2 ≤

≤ C0µf (r)

(
1

(1− r1)(1− r2)

)1/2

×

×h1/2
( ∂

∂r1

ln Mf (r),
∂

∂r2

ln Mf (r)
)
≤

≤ C0µf (r)

(
2∏

i=1

1

1− ri

( ∂

∂ri

ln Mf (r)
)1+δ

)1/2

≤

≤ C0µf (r)
( 1

(1− r1)(1− r2)

) (1+δ)2

2 ×

×
(

1

(1− r1)(1− r2)
ln2(1+δ)2 Mf (r)

)1/2

=

= C0µf (r)
( 1

(1− r1)(1− r2)

)1+δ+δ2/2

×

× ln(1+δ)2 Mf (r) <

< µf (r)
( ln Mf (r)

(1− r1)(1− r2)

)1+δ1
, (7)

де δ1 = 2(δ + δ2). З нерiвностi (7) випливає,
що для всiх r ∈ 4r0 \ E

ln Mf (r) < ln µf (r) + (1 + δ1)×
×

(
ln

1

(1− r1)(1− r2)
+ ln2 Mf (r)

)
,

ln Mf (r)− (1 + δ1) ln2 Mf (r) <

< ln µf (r) + (1 + δ1) ln
1

(1− r1)(1− r2)
.

Тодi iснує r1 ∈ [0, 1)2 таке, що для всiх r ∈
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4r1 \ E маємо

ln Mf (r) < 2 ln
µf (r)

(1− r1)(1− r2)
,

Mf (r) ≤ Mf (r) ≤ µf (r)×

×
(

2

(1− r1)(1− r2)
ln

µf (r)

(1− r1)(1− r2)

)1+δ1

≤

≤ µf (r)×

×
(

1

(1− r1)(1− r2)
ln

µf (r)

(1− r1)(1− r2)

)1+δ2

,

де δ2 = 2δ1.

3. Приклади на точнiсть нерiвностi (6).
З теореми 2 випливає, що для кожного δ > 0
множина

E = E(f, δ) =

{
r ∈ [0, 1)2 : Mf (r) > µf (r)×

×
(

1

(1− r1)(1− r2)
ln

µf (r)

(1− r1)(1− r2)

)1+δ}

є множиною асимптотично скiнченної лога-
рифмiчної мiри на [0, 1)2. Доведемо, що по-
казник 1 + δ у нерiвностi (6) не можна замi-
нити числом меншим за 1.

Розглянемо функцiю

f(z) =
+∞∑
n=1

e
√

nzn
1 ·

+∞∑
m=1

e
√

mzm
2 .

Позначимо f0(z) =
∑+∞

n=1 e
√

nzn. Для фун-
кцiї f(z) = f0(z1)f0(z2) маємо Mf (r) =
Mf0(r1)Mf0(r2), µf (r) = µf0(r1)µf0(r2).

Як доведено в [6] для функцiї f0(z1) iснує
стала C0 ∈ (0, 1) така, що

C0
µf0(r1)

1− r1

≤ Mf0(r1)√
ln Mf0(r1)

≤ 1

C0

µf0(r1)

1− r1

, (8)

r1 → 1− 0.
З нерiвностi (8) випливає, що для r1 ≥ r′1

iснує стала C1 < C0 така, що

Mf0(r1) ≥ C1
µf0(r1)

1− r1

ln1/2 µf0(r1)

1− r1

. (9)

Доведемо нерiвнiсть

g−1(3g(r1))− g−1
(g(r1)

3

)
> 1− g−1(3g(r1)),

(10)

r1 → 1− 0, g(r1) = ln
µf0

(r1)

1−r1
.

Функцiя g(r1) = ln
µf0

(r1)

1−r1
є додатною зро-

стаючою на (1/2, 1), i lim
r1→1−0

g(r1) = +∞. То-
дi iснує зростаюча обернена до g функцiя
g−1 : R+ → (1/2, 1).

Для фiксованого r розглянемо функцiю
l(x) =

√
x − x ln 1

r1
. xmax = 1

4 ln2 1
r1

— єдина

точка максимуму цiєї функцiї. lmax = 1
4 ln 1

r1

.

Тодi

g(r1) = ln
µf0(r1)

1− r1

∼ ln µf0(r1) ∼ 1

4 ln 1
r1

∼

∼ 1

4(1− r1)
, r1 → 1− 0.

З останнього спiввiдношення випливає,
що g(r1) < 3g(2r1 − 1), r1 → 1− 0. Отже,

g(2r1 − 1) >
g(r1)

3
, 2r1 − 1 > g−1

(g(r1)

3

)
,

r1 − g−1
(g(r1)

3

)
> 1− r1

i використовуючи g−1(3g(r1)) > g−1(g(r1)) =
r1, одержимо при r1 → 1− 0

g−1(3g(r1))− g−1
(g(r1)

3

)
>

> r1 − g−1
(g(r1)

3

)
>

> 1− r1 > 1− g−1(3g(r1)).

Нерiвнiсть (10) доведена.
З (9) отримаємо, що iснують стала C1 ∈

(0, 1) i r∗ ∈ (1/2, 1) такi, що для кожного i ∈
{1, 2} i всiх z ∈ {z : r∗ < |zj| < 1, j ∈ {1, 2}}
виконуються нерiвностi

Mf0(ri) ≥ C1
µf0(ri)

1− ri

√
ln

µf0(ri)

1− ri

,

g−1
(g(r∗)

3

)
> r0. (11)

Отже, для всiх z ∈ {z : r∗ < |zj| < 1, j ∈
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{1, 2}} маємо

2∏
i=1

Mf0(ri) ≥
2∏

i=1

(
C1

µf0(ri)

1− ri

√
ln

µf0(ri)

1− ri

)
,

Mf (r) ≥ C2
1

µf (r)

(1− r1)(1− r2)
×

×
(

ln
µf0(r1)

1− r1

ln
µf0(r2)

1− r2

)1/2

. (12)

Для r1 ∈ (r∗, 1) визначимо

x = x(r1) = g−1
(g(r1)

3

)
,

y = y(r1) = g−1(3g(r1)).

Позначимо E∗ = {r ∈ [0, 1)2 : r1 ∈
(r∗, 1), r2 ∈ (x, y)}. Зафiксуємо r1 ∈ (r∗, 1).
Тодi x i y є також фiксованими i g(x) =
g(r1)/3, g(y) = 3g(r1), g(y) = 9g(x), r2 ∈
(x, y). Оскiльки r1 > x, то для всiх r ∈ E∗

отримаємо

g(r1)g(r2) ≥ g2(x) =
g2(y)

81
=

=
1

324
(g(y) + g(y))2 ≥ 1

324
(g(r1) + g(r2))

2.

Тодi з нерiвностi (12) отримаємо для всiх
r ∈ E∗

Mf (r) ≥ C2
1

324

µf (r)

(1− r1)(1− r2)
×

×
(

ln
µf0(r1)

1− r1

+ ln
µf0(r2)

1− r2

)
=

=
C2

1

324

µf (r)

(1− r1)(1− r2)
ln

µf (r)

(1− r1)(1− r2)
.

Доведемо, що множина E∗ є множиною
асимптотично нескiнченної логарифмiчної
мiри. Оскiльки g−1

(
g(r∗)

3

)
> r0, то E∗∩4r0 =

E∗. Використавши нерiвнiсть (10) отрима-

ємо

νln(E
∗ ∩4r0) = νln(E

∗) =

=

∫∫

E∗

dr1dr2

(1− r1)(1− r2)
=

=

1∫

r∗

y∫

x

dr1dr2

(1− r1)(1− r2)
=

=

1∫

r∗

(
ln

1

1− y
− ln

1

1− x

)
dr1

1− r1

=

=

1∫

r∗

(
ln

1

1− g−1(3g(r1))
−

− ln
1

1− g−1(g(r1)
3

)

)
dr1

1− r1

=

=

1∫

r∗

ln
1− g−1(g(r1)

3
)

1− g−1(3g(r1))

dr1

1− r1

=

=

1∫

r∗

ln
(
1 +

g−1(3g(r1))− g−1(g(r1)
3

)

1− g−1(3g(r1))

)
×

× dr1

1− r1

>

1∫

r∗

ln 2 · dr1

1− r1

= +∞.
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