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IНТЕГРАЛЬНЕ ЗОБРАЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКУ МIШАНОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ
ОДНОГО КЛАСУ ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ ПАРАБОЛIЧНОГО ТИПУ

Методом iнтегрального перетворення Лапласа у поєднаннi з методом функцiй Кошi
одержано iнтегральне зображення точного аналiтичного розв’язку мiшаної задачi для систе-
ми еволюцiйних рiвнянь параболiчного типу, змодельованих методом гiбридного диференцi-
ального оператора Фур’є-Лежандра-Лежандра на кусково-однорiднiй полярнiй осi r ≥ R0 > 0
з м’якими межами.

Using the method of integral Laplace transform in combination with the method of Cauchy
functions, we obtain an integral representation of exact analytical solution of a mixed problem
for a system of evolutionary equations of parabolic type modeled by hybrid differential Fourier-
Legendre-Legendre operator on the piece-homogeneous polar axis r ≥ R0 > 0 with soft boundary.

Теорiя крайових задач для диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними -
важливий роздiл сучасної теорiї диференцi-
альних рiвнянь, який в теперiшнiй час iнтен-
сивно розвивається. Її актуальнiсть обумов-
лена як значимiстю її результатiв для розви-
тку багатьох роздiлiв математики, так i чи-
сленними застосуваннями її досягнень при
математичному моделюваннi рiзних проце-
сiв i явищ фiзики, хiмiї, бiологiї, медицини,
економiки, технiки.

Добре вiдомо, що складнiсть дослiджува-
них крайових задач суттєво залежить вiд
коефiцiєнтiв рiвнянь (рiзнi види виродже-
ностей i особливостей) та геометрiї областi
(гладкiсть її межi, наявнiсть в неї кутових
точок, тощо), в якiй розглядається задача.
На цей час досить детально вивчено власти-
востi розв’язкiв крайових задач для лiнiй-
них, квазiлiнiйних та певних класiв нелiнiй-
них рiвнянь в однозв’язних областях (одно-
рiдних середовищах), якi обумовленi згада-
ними вище властивостями коефiцiєнтiв рiв-
нянь i геометрiї областi, та побудовано фун-
кцiональнi простори коректностi задач для
тих чи iнших областей [1, 2].

Водночас багато важливих прикладних
задач теплофiзики, термодинамiки, теорiї
пружностi, теорiї електричних кiл, тео-
рiї коливань приводять до крайових задач
для диференцiальних рiвнянь з частинни-

ми похiдними не тiльки в однорiдних обла-
стях, коли коефiцiєнти рiвняння є неперерв-
ними, але й в неоднорiдних та кусково-
однорiдних областях, коли коефiцiєнти рiв-
няння є кусково-неперервними чи, зокрема,
кусково-сталими [3, 4].

Окрiм методу вiдокремлення змiнних [5],
одним з важливих i ефективних методiв ви-
вчення лiнiйних крайових задач для дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдни-
ми є метод iнтегральних перетворень, який
дає можливiсть будувати в аналiтичному ви-
глядi розв’язки тих чи iнших крайових за-
дач через їх iнтегральне зображення. Варто
також зауважити, що для досить широкого
класу задач (в кусково-однорiдних середо-
вищах) ефективним виявився метод гiбри-
дних iнтегральних перетворень, якi поро-
дженi диференцiальними операторами, ко-
ли на кожнiй компонентi зв’язностi кусково-
однорiдного середовища розглядаються, або
ж рiзнi диференцiальнi оператори, або ж ди-
ференцiальнi оператори того ж самого ви-
гляду, але з рiзними наборами коефiцiєнтiв
[6-9].

У теоретичних дослiдженнях i прикла-
дних задачах найбiльш часто зустрiчаю-
ться диференцiальнi оператори 2-го по-
рядку, зокрема, диференцiальний оператор

Фур’є F =
d2

dr2
, диференцiальний оператор
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Ейлера

B∗
α = r2 d2

dr2
+ (2α + 1)r

d

dr
+ α2,

диференцiальний оператор Бесселя

Bν,α =
d2

dr2
+

2α + 1

r

d

dr
− ν2 − α2

r2
,

диференцiальний оператор Лежандра

Λ(µ) =
d2

dr2
+ cthr

d

dr
+

1

4
+

+
1

2

(
µ2

1

1− chr
+

µ2
2

1 + chr

)

та диференцiальний оператор Конторовича-
Лєбєдєва

Bα = r2 d2

dr2
+ (2α + 1)r

d

dr
+ α2 − λ2r2.

Якщо θ(x) - одинична функцiя Гевiсай-
да, а Lj - один iз перелiчених диференцiаль-
них операторiв, то завжди можна утвори-
ти гiбридний диференцiальний оператор, що
вiдповiдає геометричнiй структурi кусково-
однорiдного середовища.

Наприклад, для кусково-однорiдного
промiжку (R0, R1) ∪ (R1, R2) ∪ (R2, R3) мо-
жна утворити гiбридний диференцiальний
оператор

M = θ(r −R0)θ(R1 − r)a2
1L1+

+θ(r −R1)θ(R2 − r)a2
2L2+

+θ(r −R2)θ(R3 − r)a2
3L3; a2

j = const.

При цьому очевидно, що оператор L1 ви-
значений на промiжку (R0, R1), оператор L2

- на промiжку (R1, R2), а оператор L3 - на
промiжку (R2, R3). Зрозумiло, що змiнивши
порядок чергування операторiв L1, L2, L3

ми одержимо iнший гiбридний диференцi-
альний оператор.

У цiй статтi ми пропонуємо iнтегральне
зображення точного аналiтичного розв’яз-
ку мiшаної задачi для системи еволюцiйних
рiвнянь параболiчного типу, змодельованих
методом гiбридного диференцiального опе-
ратора Фур’є - Лежандра - Лежандра на

кусково-однорiднiй полярнiй осi (R0, R1) ∪
(R1, R2) ∪ (R2, +∞) з м’якими межами.

1. Постановка задачi. Розглядається
задача про структуру обмеженого на мно-
жинi D+

2 = {(t, r) : t ∈ (0,∞); r ∈
I+
2 = (R0, R1) ∪ (R1, R2) ∪ (R2, +∞); R0 ≥ 0}
розв’язку сепаратної системи диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними пара-
болiчного типу [5]

∂u1

∂t
+ γ2

1u1 − a2
1

∂2u1

∂r2
= f1(t, r), r ∈ (R0, R1),

∂u2

∂t
+γ2

2u2−a2
2Λ(µ)1 [u2] = f2(t, r), r ∈ (R1, R2),

(1)
∂u3

∂t
+γ2

3u3−a2
3Λ(µ)2 [u3] = f3(t, r), r ∈ (R2, +∞)

з початковими умовами

u1(t, r)
∣∣∣
t=0

= g1(r), r ∈ (R0, R1),

u2(t, r)
∣∣∣
t=0

= g2(r), r ∈ (R1, R2),

u3(t, r)
∣∣∣
t=0

= g3(r), r ∈ (R2, +∞), (2)

крайовими умовами

L0
11[u1(t, r)]

∣∣∣
r=R0

= g0(t), lim
r→+∞

∂ku3

∂rk
= 0, k = 0, 1

(3)
та умовами спряження
(
Lk

j1[uk(t, r)]− Lk
j2[uk+1(t, r)]

)∣∣∣
r=Rk

= ωjk(t);

(4)
j, k = 1, 2.

У системi (1) беруть участь диференцi-

альнi оператори Фур’є
∂2

∂r2
[10] та Лежан-

дра Λ(µ)j
=

∂2

∂r2
+ cthr

∂

∂r
+

1

4
+

1

2

( µ2
1j

1− chr
+

µ2
2j

1 + chr

)
, µ1j ≥ µ2j ≥ 0 [11]. У крайовiй умо-

вi в точцi r = R0 бере участь диференцi-

альний оператор L0
11 =

(
α0

11 + δ0
11

∂

∂t

) ∂

∂r
+

β0
11 + γ0

11

∂

∂t
. В умовах спряження (4) беруть

участь диференцiальнi оператори

Lk
jm =

(
αk

jm + δk
jm

∂

∂t

) ∂

∂r
+ βk

jm + γk
jm

∂

∂t
;
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j, m, k = 1, 2.
Вважаємо, що виконанi умови на коефiцi-

єнти: γ2
j ≥ 0, aj > 0; α0

11 ≤ 0, β0
11 ≥ 0, |α0

11|+
β0

11 6= 0; δ0
11 ≥ 0, γ0

11 ≥ 0; αk
jm ≥ 0, βk

jm ≥ 0,
δk
jm ≥ 0, γk

jm ≥ 0; cj1,k = αk
2jβ

k
1j − αk

1jβ
k
2j,

c11,k · c21,k > 0; cj2,k = δk
2jγ

k
1j − δk

1jγ
k
2j = 0,

αk
11γ

k
21 − αk

21γ
k
11 = βk

11δ
k
21 − βk

21δ
k
11, αk

12γ
k
22 −

αk
22γ

k
12 = βk

12δ
k
22 − βk

22δ
k
12, j, m, k = 1, 2.

Зауваження 1. Наявнiсть оператора ди-

ференцiювання за часом
∂

∂t
в крайовiй умо-

вi у точцi r = R0 та в умовах спряження
ми iнтерпретуємо, виходячи з фiзичних мiр-
кувань про тепловi хвилi, як м’ягкiсть межi
середовища щодо вiдбиття хвиль.

Зауваження 2. У випадку, коли межi
середовища жорсткi щодо вiдбиття хвиль
(δ0

11 = 0, γ0
11 = 0, δk

jm = 0, γk
jm = 0), маємо мi-

шану задачу з класичною крайовою умовою
та класичними умовами спряження, розв’я-
зок якої одержується з розв’язку задачi (1)-
(4) як частковий випадок.

2. Розв’язок задачi. Iнтегральне зобра-
ження точного аналiтичного розв’язку пара-
болiчної крайової задачi спряження (1)-(4)
побудуємо методом iнтегрального перетво-
рення Лапласа щодо t iз залученням теорiї
функцiй Кошi в припущеннi, що заданi фун-
кцiї fj(t, r), g0(t), ωjk(t) та шукана функцiя
u(t, r) = {u1(t, r), u2(t, r), u3(t, r)} є оригiна-
лами за Лапласом [12].

У зображеннi за Лапласом параболiчнiй
задачi (1)-(4) вiдповiдає крайова задача: по-
будувати обмежений на множинi I+

2 розв’я-
зок системи звичайних диференцiальних
рiвнянь
( d2

dr2
− q2

1

)
u∗1(p, r) = −F ∗

1 (p, r), r ∈ (R0, R1),

(
Λ(µ)1−q2

2

)
u∗2(p, r) = −F ∗

2 (p, r), r ∈ (R1, R2),

(5)(
Λ(µ)2−q2

3

)
u∗3(p, r) = −F ∗

3 (p, r), r ∈ (R2, +∞)

з крайовими умовами
(
α0

11

d

dr
+ β

0

11

)
u∗1(p, r)

∣∣∣
r=R0

= g∗0(p),

lim
r→+∞

dku∗3
drk

= 0; k = 0, 1 (6)

та умовами спряження
[(

αk
j1

d

dr
+ β

k

j1

)
u∗k(p, r)−

−
(
αk

j2

d

dr
+ β

k

j2

)
u∗k+1(p, r)

]∣∣∣
r=Rk

= ω∗jk. (7)

У рiвностях (5)-(7) беруть участь фун-
кцiї: q2

j = a−2
j (p + γ2

j ), F ∗
j (p, r) = [f ∗j (p, r) +

gj(r)]a
−2
j , g∗0 = g∗0(p) + δ0

11g
′
1(R0) + γ0

11g1(R0),
αk

jm = αk
jm + δk

jmp, β
k

jm = βk
jm + γk

jmp,
α0

11 = α0
11 + δ0

11p, β
0

11 = β0
11 + γ0

11p, u∗j(p, r) =
∞∫

0

uj(t, r)e
−ptdt, f ∗j (p, r) =

∞∫

0

fj(t, r)e
−ptdt,

g∗0(p) =

∞∫

0

g0(t)e
−ptdt, ω∗jk = ω∗jk(p) + ψjk,

ψjk = δk
j1g

′
k(Rk) + γk

j1gk(Rk) −
[
δk
j2g

′
k+1(Rk) +

γk
j2gk+1(Rk)

]
, ω∗jk(p) =

∞∫

0

ωjk(t) exp(−pt)dt,

p = σ + is, σ > σ0, s ∈ (−∞, +∞), i =
√−1,

Re qj > 0, j = 1, 3.
Фундаментальну систему розв’язкiв для

диференцiального рiвняння Фур’є (
d2

dr2
−

q2
1)v = 0 утворюють функцiї chq1r та

shq1r [10]; фундаментальну систему розв’яз-
кiв для диференцiального рiвняння Лежан-
дра (Λ(µ)j

− q2
m)v = 0 утворюють функцiї

P
(µ)j
νm (chr) та L

(µ)j
νm (chr) [11], νm = −1/2 + qm,

m = 2, 3, j = 1, 2.
Наявнiсть фундаментальної системи

розв’язкiв дозволяє побудувати розв’язок
крайової задачi (5)-(7) методом функцiй
Кошi [10, 13]:

u∗1(p, r) = A1chq1r + B1shq1r+

+

R1∫

R0

E∗
1(p, r, ρ)F ∗

1 (p, ρ)dρ,

u∗2(p, r) = A2P
(µ)1
ν2

(chr)+

+B2L
(µ)1
ν2

(chr) +

R2∫

R1

E∗
2(p, r, ρ)F ∗

2 (p, ρ)shρdρ,

(8)
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u∗3(p, r) = B3L
(µ)2
ν3

(chr)+

+

∞∫

R2

E∗
3(p, r, ρ)F ∗

3 (p, ρ)shρdρ.

У рiвностях (8) E∗
j (p, r, ρ) - функцiї Кошi:

E∗
j (p, r, ρ)

∣∣∣
r=ρ+0

−E∗
j (p, r, ρ)

∣∣∣
r=ρ−0

= 0,

dE∗
j (p, r, ρ)

dr

∣∣∣
r=ρ+0

−dE∗
j (p, r, ρ)

dr

∣∣∣
r=ρ−0

= −[ϕj]
−1,

(9)
де ϕ1 = 1, ϕ2 = shρ, ϕ3 = shρ.

Припустимо, що функцiя Кошi

E∗
1(p, r, ρ) =





−
E
∗
1≡ C1chq1r + D1shq1r,

R0 < r < ρ < R1,
+

E
∗
1≡ C2chq1r + D2shq1r,

R0 < ρ < r < R1.

Властивостi (9) функцiї Кошi дають ал-
гебраїчну систему з двох рiвнянь

(C2 − C1)chq1ρ + (D2 −D1)shq1ρ = 0,

(C2 − C1)shq1ρ + (D2 −D1)chq1ρ = −q−1
1 .

Звiдси знаходимо спiввiдношення:

C2 − C1 = q−1
1 shq1ρ,D2 −D1 = −q−1

1 chq1ρ.
(10)

Доповнимо рiвностi (10) алгебраїчними
рiвняннями

(
α0

11

d

dr
+ β

0

11

) −
E
∗
1

∣∣∣
r=R0

= 0 :

V 01
11 (q1R0)C1 + V 02

11 (q1R0)D1 = 0, (11)
(
α1

11

d

dr
+ β

1

11

) +

E
∗
1

∣∣∣
r=R1

= 0 :

V 11
11 (q1R1)C2 + V 12

11 (q1R1)D2 = 0.

Алгебраїчна система (11) внаслiдок спiв-
вiдношень (10) набуває вигляду:

V 01
11 (q1R0)C1 + V 02

11 (q1R0)D1 = 0, (12)

V 11
11 (q1R1)C1+V 12

11 (q1R1)D1 = q−1
1 Φ1

11(q1R1, q1ρ).

Iз алгебраїчної системи (12) знаходимо,
що

C1 = − V 02
11 (q1R0)

q1∆11(q1R0, q1R1)
Φ1

11(q1R1, q1ρ),

D1 =
V 01

11 (q1R0)

q1∆11(q1R0, q1R1)
Φ1

11(q1R1, q1ρ).

Цим функцiя Кошi E∗
1(p, r, ρ) визначена й

внаслiдок симетрiї вiдносно дiагоналi r = ρ
має структуру:

E∗
1(p, r, ρ) = − 1

q1∆11(q1R0, q1R1)
×

×





Φ0
11(q1R0, q1r)Φ

1
11(q1R1, q1ρ),

R0 < r < ρ < R1,
Φ0

11(q1R0, q1ρ)Φ1
11(q1R1, q1r),

R0 < ρ < r < R1.

(13)

Нехай функцiя Кошi

E∗
2(p, r, ρ) =

=





−
E
∗
2≡ C1P

(µ)1
ν2 (chr) + D1L

(µ)1
ν2 (chr),

R1 < r < ρ < R2,
+

E
∗
2≡ C2P

(µ)1
ν2 (chr) + D2L

(µ)1
ν2 (chr),

R1 < ρ < r < R2.

Властивостi (9) функцiї Кошi дають ал-
гебраїчну систему рiвнянь

(C2−C1)P
(µ)1
ν2

(chρ)+(D2−D1)L
(µ)1
ν2

(chρ) = 0,

(C2−C1)P
(µ)1
ν2

′
(chρ) + (D2−D1)L

(µ)1
ν2

′
(chρ) =

= −(shρ)−2.

Звiдси отримуємо спiввiдношення:

C2 − C1 = −B(µ)1(q2)L
(µ)1
ν2

(chρ),

D2 −D1 = B(µ)1(q2)P
(µ)1
ν2

(chρ). (14)

Доповнимо систему (14) алгебраїчними
рiвняннями

(
α1

12

d

dr
+ β

1

12

) −
E
∗
2

∣∣∣
r=R1

= 0 :

Z
(µ)1;11
ν2;12 (chR1)C1+Z

(µ)1;12
ν2;12 (chR1)D1 = 0, (15)

(
α2

11

d

dr
+ β

2

11

) +

E
∗
2

∣∣∣
r=R2

= 0 :

Z
(µ)1;21
ν2;11 (chR2)C2 + Z

(µ)1;22
ν2;11 (chR2)D2 = 0.

В силу рiвностей (14) алгебраїчна систе-
ма (15) набуває вигляду:

Z
(µ)1;11
ν2;12 (chR1)C1+Z

(µ)1;12
ν2;12 (chR1)D1 = 0, (16)
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Z
(µ)1;21
ν2;11 (chR2)C1 + Z

(µ)1;22
ν2;11 (chR2)D1 =

= B(µ)1(q2)F
(µ)1,2
ν2;11 (chR2, chρ).

Розв’язком системи (16) є

C1 = −B(µ)1(q2)Z
(µ)1;12
ν2;12 (chR1)

∆
(µ)1
ν2;11(chR1, chR2)

×

×F
(µ)1;2
ν2;11 (chR2, chρ),

D1 =
B(µ)1(q2)Z

(µ)1;11
ν2;12 (chR1)

∆
(µ)1
ν2;11(chR1, chR2)

×

×F
(µ)1;2
ν2;11 (chR2, chρ).

Цим функцiя Кошi E∗
2(p, r, ρ) визначена й

внаслiдок симетрiї вiдносно дiагоналi r = ρ
має структуру:

E∗
2(p, r, ρ) = − B(µ)1(q2)

∆
(µ)1
ν2;11(chR1, chR2)

×

×





F
(µ)1;1
ν2;12 (chR1, chr)F

(µ)1;2
ν2;11 (chR2, chρ),

R1 < r < ρ < R2,

F
(µ)1;1
ν2;12 (chR1, chρ)F

(µ)1;2
ν2;11 (chR2, chr),

R1 < ρ < r < R2.
(17)

Аналогiчно одержуємо, що функцiя Кошi
(при C2 = 0)

E∗
3(p, r, ρ) = − B(µ)2(q2)

Z
(µ)2;22
ν3;12 (chR2)

×

×





F
(µ)2;2
ν3;12 (chR2, chr)L

(µ)2
ν3 (chρ),

R2 < r < ρ < +∞,

F
(µ)2;2
ν3;12 (chR2, chρ)L

(µ)2
ν3 (chr),

R2 < ρ < r < +∞.

(18)

У рiвностях (13)-(18) беруть участь фун-
кцiї:

V m1
jk (qsRm) =

(
αm

jk

d

dr
+ β

m

jk

)
chqsr

∣∣∣
r=Rm

,

V m2
jk (qsRm) =

(
αm

jk

d

dr
+ β

m

jk

)
shqsr

∣∣∣
r=Rm

,

Φm
jk(qsRm, qsr) = V m2

jk (qsRm)chqsr−
−V m1

jk (qsRm)shqsr,

∆j1(q1R0, q1R1) = V 01
11 (q1R0)V

12
j1 (q1R1)−

−V 02
11 (q1R0)V

11
j1 (q1R1); j = 1, 2;

Z
(µ),m1
ν;jk (chRm) =

(
αm

jk

d

dr
+β

m

jk

)
P (µ)

ν (chr)
∣∣∣
r=Rm

;

Z
(µ),m2
ν;jk (chRm) =

(
αm

jk

d

dr
+β

m

jk

)
L(µ)

ν (chr)
∣∣∣
r=Rm

;

F
(µ),m
ν;jk (chRm, chr) = Z

(µ),m1
ν;jk (chRm)L(µ)

ν (chr)−
−Z

(µ),m2
ν;jk (chRm)P (µ)

ν (chr);

∆
(µ)1
ν2;jk(chR1, chR2) = Z

(µ)1;11
ν2;j2 (chR1)×

×Z
(µ)1;22
ν2;k1 (chR2)− Z

(µ)1;12
ν2;j2 (chR1)×

×Z
(µ)1;21
ν2;k1 (chR2); j, k = 1, 2.

Повернемось до формул (8). Крайова
умова в точцi r = R0 та умови спряження (7)
для визначення п’яти величин Aj (j = 1, 2) й
Bk (k = 1, 3) дають неоднорiдну алгебраїчну
систему з п’яти рiвнянь:

V 01
11 (q1R0)A1 + V 02

11 (q1R0)B1 = g∗0(p),

V 11
j1 (q1R1)A1 + V 12

j1 (q1R1)B1−
−Z

(µ)1;11
ν2;j2 (chR1)A2 − Z

(µ)1;12
ν2;j2 (chR1)B2 =

= ω∗j1 + δj2G
∗
12, j = 1, 2, (19)

Z
(µ)1;21
ν2;j1 (chR2)A2 + Z

(µ)1;22
ν2;j1 (chR2)B2−

−Z
(µ)2;22
ν3;j2 (chR2)B3 = ω∗j2 + δj2G

∗
23.

У системi (19) беруть участь функцiї:

G∗
12 = −c∗11

R1∫

R0

Φ0
11(q1R0, q1ρ)

∆11(q1R0, q1R1)
F ∗

1 (p, ρ)dρ−

− c∗21

shR1

R2∫

R1

F
(µ)1;2
ν2;11 (chR2, chρ)

∆
(µ)1
ν2 (chR1, chR2)

×

×F ∗
2 (p, ρ)shρdρ,

G∗
23 =

c∗12

shR2

R2∫

R1

F
(µ)1;1
ν2;12 (chR1, chρ)

∆
(µ)1
ν2 (chR1, chR2)

F ∗
2 (p, ρ)×

×shρdρ +
c∗22

shR2

∞∫

R2

L
(µ)2
ν3 (chρ)

Z
(µ)2;22
ν3;12 (chR2)

×

×F ∗
3 (p, ρ)shρdρ
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та символ Кронекера δj2 (δ12 = 0, δ22 = 1).
Введемо до розгляду функцiї:

A(µ)1;j(p) = ∆11(q1R0, q1R1)×

×∆
(µ)1
ν2;2j(chR1, chR2)−∆21(q1R0, q1R1)×

×∆
(µ)1
ν2;1j(chR1, chR2),

B(µ);j(p) = Z
(µ)2;22
ν3;22 (chR2)∆

(µ)1
ν2;j1(chR1, chR2)−

−Z
(µ)2;22
ν3;12 (chR2)∆

(µ)1
ν2;j2(chR1, chR2);

j = 1, 2; (µ) = ((µ)1; (µ)2);

Θ(µ)1;1(p, r) = ∆21(q1R0, q1R1)F
(µ)1;1
ν2;12 (chR1, chr)−

−∆11(q1R0, q1R1)F
(µ)1;1
ν2;22 (chR1, chr),

Θ(µ);2(p, r) = Z
(µ)2;22
ν3;12 (chR2)F

(µ)1;2
ν2;21 (chR2, chr)−

−Z
(µ)2;22
ν3;22 (chR2)F

(µ)1;2
ν2;11 (chR2, chr).

Припустимо, що виконана умова одно-
значної розв’язностi крайової задачi (5)-(7):
для p = σ + is з Re p = σ > σ0, де σ0

- абсциса збiжностi iнтеграла Лапласа, та
Im p = s ∈ (−∞, +∞) визначник алгебра-
їчної системи (19) вiдмiнний вiд нуля:

∆(µ)(p) ≡ A(µ)1;1(p)Z
(µ)2;22
ν3;22 (chR2)−

−A(µ)1;2(p)Z
(µ)2;22
ν3;12 (chR2) = ∆11(q1R0, q1R1)×

×B(µ);2(p)−∆21(q1R0, q1R1)B(µ);1(p) 6= 0.
(20)

Визначимо головнi розв’язки крайової за-
дачi (5)-(7):
1) породженi крайовою умовою в точцi r =
R0 функцiї Грiна

W ∗
(µ);11(p, r) =

1

∆(µ)(p)
×

×
[
B(µ);2(p)Φ1

11(q1R1, q1r)−

−B(µ);1(p)Φ1
21(q1R1, q1r)

]
, (21)

W ∗
(µ);12(p, r) = − c∗11q1

∆(µ)(p)
Θ(µ);2(p, r),

W ∗
(µ);13(p, r) = − c∗11q1c

∗
12

∆(µ)(p)B(µ)1(q2)shR2

L(µ)2
ν3

(chr);

2) породженi неоднорiднiстю умов спряжен-
ня функцiї Грiна

R∗1
(µ);11(p, r) = −B(µ); 2(p)

∆(µ)(p)
Φ0

11(q1R0, q1r),

R∗1
(µ);21(p, r) =

B(µ); 1(p)

∆(µ)(p)
Φ0

11(q1R0, q1r),

R∗1
(µ);12(p, r) = − c∗21Z

(µ)2;22
ν3;22 (chR2)

B(µ)1(q2)shR1∆(µ)(p)
Φ0

11(q1R0, q1r),

R∗1
(µ);22(p, r) =

c∗21Z
(µ)2;22
ν3;12 (chR2)

B(µ)1(q2)shR1∆(µ)(p)
Φ0

11(q1R0, q1r),

R∗2
(µ);11(p, r) =

∆21(q1R0, q1R1)

∆(µ)(p)
Θ(µ);2(p, r),

R∗2
(µ);21(p, r) = −∆11(q1R0, q1R1)

∆(µ)(p)
Θ(µ);2(p, r),

R∗2
(µ);12(p, r) = −Z

(µ)2;22
ν3;22 (chR2)

∆(µ)(p)
Θ(µ)1;1(p, r),

R∗2
(µ);22(p, r) =

Z
(µ)2;22
ν3;12

∆(µ)(p)
Θ(µ)1;1(p, r), (22)

R∗3
(µ);11(p, r) =

c∗12∆21(q1R0, q1R1)

B(µ)1(q2)shR2∆(µ)(p)
L(µ)2

ν3
(chr),

R∗3
(µ);21(p, r) = − c∗12∆11(q1R0, q1R1)

B(µ)1(q2)shR2∆(µ)(p)
L(µ)2

ν3
(chr),

R∗3
(µ);12(p, r) =

A(µ)1;2(p)

∆(µ)(p)
L(µ)2

ν3
(chr),

R∗3
(µ);22(p, r) = −A(µ)1;1(p)

∆(µ)(p)
L(µ)2

ν3
(chr);

3) породженi неоднорiднiстю системи (5)
функцiї впливу

H∗
(µ);11(p, r, ρ) =

= − 1

q1





Φ0
11(q1R0, q1r)W

∗
(µ);11(p, ρ),

R0 < r < ρ < R1,
Φ0

11(q1R0, q1ρ)W ∗
(µ);11(p, r),

R0 < ρ < r < R1,

,

H∗
(µ);12(p, r, ρ) =

c∗21

shR1

Φ0
11(q1R0, q1r)

∆(µ)(p)
Θ(µ);2(p, ρ),

H∗
(µ);13(p, r, ρ) =

c∗21c
∗
22

B(µ)1(q2)shR1shR2

×
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× 1

∆(µ)(p)
Φ0

11(q1R0, q1r)L
(µ)2
ν3

(chρ),

H∗
(µ);21(p, r, ρ) =

c∗11

∆(µ)(p)
Φ0

11(q1R0, q1ρ)Θ(µ);2(p, r),

H∗
(µ);22(p, r, ρ) =

B(µ)1(q2)

∆(µ)(p)
×

×
{

Θ(µ)1;1(p, r)Θ(µ);2(p, ρ), R1 < r < ρ < R2,
Θ(µ)1;1(p, ρ)Θ(µ);2(p, r), R1 < ρ < r < R2,

(23)

H∗
(µ);23(p, r, ρ) =

c∗22

shR2

L
(µ)2
ν3 (chρ)

∆(µ)(p)
Θ(µ)1;1(p, r),

H∗
(µ);31(p, r, ρ) =

c∗11c
∗
12Φ

0
11(q1R0, q1ρ)

B(µ)1(q2)shR2∆(µ)(p)
×

×L(µ)2
ν3

(chr), H∗
(µ);32(p, r, ρ) =

c∗12

shR2

1

∆(µ)(p)
×

×Θ(µ)1;1(p, ρ)L(µ)2
ν3

(chr),

H∗
(µ);33(p, r, ρ) =

B(µ)2(q3)

∆(µ)(p)
×

×




L
(µ)2
ν3 (chρ)

[
A(µ)1;2(p)F

(µ)2;2
ν3;12 (chR2, chr)−

L
(µ)2
ν3 (chr)

[
A(µ)1;2(p)F

(µ)2;2
ν3;12 (chR2, chρ)−

−A(µ)1;1(p)F
(µ)2;2
ν3;22 (chR2, chr)

]
,

R2 < r < ρ < +∞,

−A(µ)1;1(p)F
(µ)2;2
ν3;22 (chR2, chρ)

]
,

R2 < ρ < r < +∞.

У результатi однозначної розв’язностi ал-
гебраїчної системи (19), пiдстановки отри-
маних виразiв величин Aj, Bk у рiвностi (8)
та низки елементарних перетворень, маємо
єдиний розв’язок крайової задачi (5)-(7):

u∗j(p, r) = W ∗
(µ);1j(p, r)g

∗
0(p)+

+
2∑

m,k=1

R∗j
(µ);mk(p, r)ω

∗
mk+

+

R1∫

R0

H∗
(µ);j1(p, r, ρ)F ∗

1 (p, ρ)dρ+

+

R2∫

R1

H∗
(µ);j2(p, r, ρ)F ∗

2 (p, ρ)shρdρ+

+

∞∫

R2

H∗
(µ);j3(p, r, ρ)F ∗

3 (p, ρ)shρdρ, j = 1, 3.

(24)
Переходячи в (24) до оригiналу, одержу-

ємо єдиний розв’язок параболiчної крайової
задачi (1)-(4):

uj(t, r) =

t∫

0

W(µ);1j(t− τ, r)g0(τ)dτ+

+
2∑

m,k=1

t∫

0

Rj
(µ);mk(t− τ, r)ωmk(τ)dτ+

+

t∫

0

R1∫

R0

H(µ);j1(t−τ, r, ρ)
[
f1(τ, ρ)+δ+(τ)g1(ρ)

]
×

×a−2
1 dρdτ +

t∫

0

R2∫

R1

H(µ);j2(t− τ, r, ρ)× (25)

×
[
f2(τ, ρ) + δ+(τ)g2(ρ)

]
a−2

2 shρdρdτ+

+

t∫

0

∞∫

R2

H(µ);j3(t−τ, r, ρ)
[
f3(τ, ρ)+δ+(τ)g3(ρ)

]
×

×a−2
3 shρdρdτ, j = 1, 3.

У рiвностях (25) прийнято, що g0(τ) =
g0(τ)+δ+(τ)(δ0

11g
′
1(R0)+γ0

11g1(R0)), ωmk(τ) =
ωmk(τ) + ψmkδ+(τ), де δ+(τ) - дельта-
функцiя, зосереджена в точцi τ = 0+ [13].

У рiвностях (25) за означенням [12] має-
мо, що головнi розв’язки

W(µ);1j(t, r) =
1

2πi

σ0+i∞∫

σ0−i∞

W ∗
(µ);1j(p, r)e

ptdp;

(26)
j = 1, 3,

Rj
(µ);mk(t, r) =

1

2πi

σ0+i∞∫

σ0−i∞

R∗j
(µ);mk(p, r)e

ptdp;

m, k = 1, 2, j = 1, 3, (27)
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H(µ);jk(t, r, ρ) =
1

2πi

σ0+i∞∫

σ0−i∞

H∗
(µ);jk(p, r, ρ)eptdp;

(28)
j, k = 1, 3.

3. Аналiз головних розв’язкiв
(функцiй Грiна та функцiй впливу).

Одержимо вираз для функцiй
W(µ);1j(t, r), Rj

(µ);mk(t, r) та H(µ);jk(t, r, ρ)
зручний як для теоретичних дослiджень,
так i для iнженерних розрахункiв.

Знайдемо власнi елементи (спектр i спе-
ктральну функцiю) гiбридного диференцi-
ального оператора (ГДО)

M(µ) = θ(r −R0)θ(R1 − r)a2
1

d2

dr2
+

+θ(r−R1)θ(R2− r)a2
2Λ(µ)1 + θ(r−R2)a

2
3Λ(µ)2 .

(29)
Оскiльки ГДО M(µ) самоспряжений (як

сума самоспряжених диференцiальних опе-
раторiв) i має на множинi I+

2 одну особливу
точку r = +∞, то його спектр неперервний
[14]. Можна вважати, що спектральний па-
раметр β ∈ (0, +∞). Йому вiдповiдає дiйсна
спектральна функцiя

V(µ)(r, β) = θ(r −R0)θ(R1 − r)V(µ);1(r, β)+

+θ(r −R1)θ(R2 − r)V(µ);2(r, β)+

+θ(r −R2)V(µ);3(r, β). (30)

При цьому функцiї V(µ);j(r, β) повиннi за-
довольняти вiдповiдно диференцiальнi рiв-
няння

(
a2

1

d2

dr2
+ b2

1

)
V(µ);1(r, β) = 0, r ∈ (R0, R1),

(
a2

2Λ(µ)1 + b2
2

)
V(µ);2(r, β) = 0, r ∈ (R1, R2),

(31)(
a2

3Λ(µ)2 + b2
3

)
V(µ);3(r, β) = 0, r ∈ (R2, +∞),

крайовi умови
(
α̃0

11

d

dr
+ β̃0

11

)
V(µ);1(r, β)

∣∣∣
r=R0

= 0,

lim
r→+∞

dkV(µ);3(r, β)

drk
= 0, k = 0, 1 (32)

та умови спряження
[(

α̃k
j1

d

dr
+ β̃k

j1

)
V(µ);k(r, β)−

(
α̃k

j2

d

dr
+ β̃k

j2

)
×

×V(µ);k+1(r, β)
]∣∣∣

r=Rk

= 0; j, k = 1, 2. (33)

Тут прийнятi позначення: b2
j = β2 + k2

j ,
k2

j ≥ 0, j = 1, 3; α̃m
jk = αm

jk−(β2+γ2)δm
jk, β̃m

jk =

βm
jk− (β2 +γ2)γm

jk, γ2 = max{γ2
1 ; γ

2
2 ; γ

2
3}, j, k =

1, 2; m = 0, 1, 2. У подальшому позначимо
bj = a−1

j bj (j = 1, 3).
Фундаментальну систему розв’язкiв для

диференцiального рiвняння Фур’є (
d2

dr2
+

b
2

1)v = 0 утворюють функцiї cos b1r та sin b1r
[10]; фундаментальну систему розв’язкiв
для диференцiального рiвняння Лежандра
(Λ(µ)1 + b

2

2)v = 0 утворюють функцiї
A

(µ)1
ν∗2

(chr) та B
(µ)1
ν∗2

(chr), ν∗2 = −1/2 + ib2 [11];
фундаментальну систему розв’язкiв для ди-
ференцiального рiвняння Лежандра (Λ(µ)2 +

b
2

3)v = 0 утворюють функцiї A
(µ)2
ν∗3

(chr) та

B
(µ)2
ν∗3

(chr) [11], ν∗3 = −1/2 + ib3.
Якщо розв’язок спектральної задачi (31)-

(33) вiдшукувати у виглядi лiнiйної комбiна-
цiї фундаментальної системи розв’язкiв

V(µ);1(r, β) = A1 cos b1r + B1 sin b1r,

r ∈ (R0, R1),

V(µ);2(r, β) = A2A
(µ)1
ν∗2

(chr) + B2B
(µ)1
ν∗2

(chr),

(34)
r ∈ (R1, R2),

V(µ);3(r, β) = A3A
(µ)2
ν∗3

(chr) + B3B
(µ)2
ν∗3

(chr),

r ∈ (R2, +∞),

то крайова умова в точцi r = R0 та умови
спряження (33) для визначення шести вели-
чин дають алгебраїчну однорiдну систему з
п’яти рiвнянь:

v01
11(b1R0)A1 + v02

11(b1R0)B1 = 0,

v11
j1(b1R1)A1+v12

j1(b1R1)B1−Y
(µ)1;11
ν∗2 ;j2 (chR1)A2−

−Y
(µ)1;12
ν∗2 ;j2 (chR1)B2 = 0, j = 1, 2, (35)
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Y
(µ)1;21
ν∗2 ;j1 (chR2)A2 + Y

(µ)1;22
ν∗2 ;j1 (chR2)B2−

−Y
(µ)2;21
ν∗3 ;j2 (chR2)A3 − Y

(µ)2;22
ν∗3 ;j2 (chR2)B3 = 0.

Алгебраїчна система (35) сумiсна. Розв’я-
зок системи (35) будується стандартним
способом [15].

У результатi розв’язання алгебраїчної си-
стеми (35) й пiдстановки одержаних виразiв
для Aj та Bj (j = 1, 3) у рiвностi (34) отри-
муємо функцiї:

V(µ);1(r, β) = q(µ)1(β)q(µ)2(β)
[
v02

11(b1R0) cos b1r−

−v01
11(b1R0) sin b1r)

]
,

V(µ);2(r, β) = q(µ)2(β)
[
δ11(b1R0, b1R1)×

×f
(µ)1;1
ν∗2 ;22 (chR1, chr)− (36)

−δ21(b1R0, b1R1)f
(µ)1;1
ν∗2 ;12 (chR1, chr)

]
,

V(µ);3(r, β) = ω(µ);1(β)B
(µ)2
ν∗3

(chr)−
−ω(µ);2(β)A

(µ)2
ν∗3

(chr).

У рiвностях (36) беруть участь функцiї:

q(µ)1(β) =
c21,1

s(µ)1(b2)shR1

,

q(µ)2(β) =
c21,2

s(µ)2(b3)shR2

, (µ) = ((µ)1, (µ)2),

s(µ)j
(bm) =

2µ1j−µ2jγ(µ)j
(bm)π3

sh(2πbm)
×

×

∣∣∣Γ(1/2 + ibm + µ+
j )

∣∣∣
−2

∣∣∣Γ(1/2 + ibm + µ−j )
∣∣∣
2 ,

γ(µ)j
(bm) = cos

cos µ1jsh(2πbm)

cos µ2jπ + cos µ1jπch(2πbm)
;

µ±j =
1

2
(µ1j ± µ2j), j = 1, 2, m = 2, 3;

δj1(b1R0, b1R1) = v01
11(b1R0)v

12
j1(b1R1)−

−v02
11(b1R0)v

11
j1(b1R1), j = 1, 2;

δ
(µ)1
ν∗2 ;jk(chR1, chR2) = Y

(µ)1;11
ν∗2 ;j2 (chR1)×

×Y
(µ)1;22
ν∗2 ;k1 (chR2)−Y

(µ)1;12
ν∗2 ;j2 (chR1)Y

(µ)1;21
ν∗2 ;k1 (chR2),

a(µ)1;j(β) = δ11(b1R0, b1R1)δ
(µ)1
ν∗2 ;2j(chR1, chR2)−

−δ21(b1R0, b1R1)δ
(µ)1
ν∗2 ;1j(chR1, chR2),

ω(µ);j(β) = a(µ)1;2(β)Y
(µ)2;2j
ν∗3 ;12 (chR2)−

−a(µ)1;1(β)Y
(µ)2;2j
ν∗3 ;22 (chR2), j = 1, 2;

f
(µ)1;1
ν∗2 ;j2 (chR1, chr) = Y

(µ)1;11
ν∗2 ;j2 (chR1)B

(µ)1
ν∗2

(chr)−
−Y

(µ)1;12
ν∗2 ;j2 (chR1)A

(µ)1
ν∗2

(chr).

Розглянемо функцiї впливу (28):

H(µ);jk(t, r, ρ) =
1

2πi

σ0+i∞∫

σ0−i∞

H∗
(µ);jk(p, r, ρ)eptdp;

j, k = 1, 3.
Особливими точками функцiй впливу

H∗
(µ);jk(p, r, ρ) є точки галуження p = −γ2

j ,
(j = 1, 3) та p = ∞. Покладемо qj ≡
a−1

j (p + γ2
j )

1/2 = ia−1
j bj ≡ ia−1

j (β2 + k2
j )

1/2.
Одержимо, що p = −(β2 + k2

j + γ2
j ). Позна-

чимо γ2 = max{γ2
1 ; γ

2
2 ; γ

2
3} й виберемо k2

j так,
щоб k2

j + γ2
j = γ2, тобто k2

j = γ2 − γ2
j . Якщо

γ2 = γ2
1 > 0, то k2

1 = 0, k2
2 = γ2

1 − γ2
2 ≥ 0,

k2
3 = γ2

1 − γ2
3 ≥ 0; якщо γ2 = γ2

2 > 0, то
k2

1 = γ2
2 − γ2

1 ≥ 0, k2
2 = 0, k2

3 = γ2
2 − γ2

3 ≥ 0;
якщо γ2 = γ2

3 > 0, то k2
1 = γ2

3 − γ2
1 ≥ 0,

k2
2 = γ2

3 − γ2
2 ≥ 0, k2

3 = 0. Отже, маємо
p = −(β2 + γ2) ≡ eπi(β2 + γ2), dp = −2βdβ.

У цьому випадку метод контурного iнте-
гралу iз залученням леми Жордана й тео-
реми Кошi [12] дозволяє привести формули
(28) до розрахункових:

H(µ);jk(t, r, ρ) =

= − 2

π

∞∫

0

Im
{
H∗

(µ);jk(e
πi(β2 + γ2), r, ρ)

}
×

×e−(β2+γ2)tβdβ; j, k = 1, 3. (37)

Скористаємося вiдомими залежностями
[16]:

V m1
jk (ibsRm) = −α̃m

jkbs sin(bsRm)+

+β̃m
jk cos(bsRm) ≡ vm1

jk (bsRm),

V m2
jk (ibsRm) = i

[
α̃m

jkbs cos(bsRm)+
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+β̃m
jk sin(bsRm)

]
≡ ivm1

jk (bsRm),

∆j1(ib1R0, ib1R1) = i
[
v01

11(b1R0)v
12
j1(b1R1)−

−v02
11(b1R0)v

11
j1(b1R1)

]
≡ iδj1(b1R0, b1R1),

Φm
jk(ibsx, ibsy) = i

[
vm2

jk (bsx) cos(bsy)−

−vm1
jk (bsx) sin(bsy)

]
≡ iϕm

jk(bsx, bsy)

та спiввiдношеннями [11]

P
(µ)j

ν∗j
(chr) = sin(µ1jπ)A

(µ)j

ν∗j
(chr)+

+ cos(µ1jπ)B
(µ)j

ν∗j
(chr), ν∗j = −1/2 + ibj,

L
(µ)j

ν∗j
(chr) = A

(µ)j

ν∗j
(chr)− iγ(µ)j

(bj)B
(µ)j

ν∗j
(chr),

j = 1, 2.
Одержимо:

∆
(µ)1
ν∗2 ;jk(chR1, chR2) = −z(µ)1(b2)×

×δ
(µ)1
ν∗2 ;jk(chR1, chR2); z(µ)1 = cos(µ11π)+

+iγ(µ)1 sin(µ11π); δ
(µ)1
ν∗2 ;jk(chR1, chR2) =

= Y
(µ)1;11
ν∗2 ;j2 (chR1)Y

(µ)1;22
ν∗2 ;k1 (chR2)−

−Y
(µ)1;12
ν∗2 ;j2 (chR1)Y

(µ)1;21
ν∗2 ;k1 (chR2);

A(µ)1;j

(
eπi(β2 + γ2)

)
= −z(µ)1(b2)i×

×
[
δ11(b1R0, b1R1)δ

(µ)1
ν∗2 ;2j(chR1, chR2)−

−δ21(b1R0, b1R1)δ
(µ)1
ν∗2 ;1j(chR1, chR2)

]
≡

≡ −iz(µ)1(b2)a(µ)1;j(β), j = 1, 2;

∆(µ)

(
eπi(β2 + γ2)

)
= −iz(µ)1(b2)

[
a(µ)1;1(β)×

×
(
Y

(µ)2;21
ν∗3 ;22 (chR2)− iγ(µ)2(b3)Y

(µ)2;22
ν∗3 ;22 (chR2)

)
−

−a(µ)1;2(β)
(
Y

(µ)2;21
ν∗3 ;12 (chR2)− iγ(µ)2(b3)×

×Y
(µ)2;22
ν∗3 ;12 (chR2)

)]
=

= iz(µ)1(b2)
[
ω(µ);1(β)− iγ(µ)2(b3)ω(µ);2(β)

]
.

Визначимо числа

a2
1σ1 =

c11,1c11,2

c21,1c21,2

shR1, a2
2σ2 =

c11,2

c21,2

, a2
3σ3 = 1,

вагову функцiю

σ(r) = θ(r −R0)θ(R1 − r)σ1 · 1+

+θ(r −R1)θ(R2 − r)σ2shr + θ(r −R2)σ3shr
(38)

та спектральну щiльнiсть

Ω(µ)(β) =
βγ(µ)2(b3)s(µ)2(b3)[

ω(µ);1(β)
]2

+
[
γ(µ)2(b3)ω(µ);2(β)

]2 .

(39)
У результатi виконання зазначених у рiв-

ностях (37) операцiй одержуємо:

H(µ);jk(t, r, ρ) =
2

π

∞∫

0

e−(β2+γ2)tV(µ);j(r, β)×

×V(µ);k(ρ, β)Ω(µ)(β)dβa2
kσk, j, k = 1, 3. (40)

Аналогiчно знаходимо, що

W(µ);1j(t, r) =
2

π

∞∫

0

(−α̃0
11)

−1V(µ);1(R0, β)×

×V(µ);j(r, β)Ω(µ)(β)e−(β2+γ2)tdβa2
1σ1, j = 1, 3.

(41)
Визначимо величини та функцiї:

d1 = a2
1σ1 : c11,1, d2 = a2

2σ2 : c11,2,

Zk
(µ);i2(β) =

(
α̃k

i2

d

dr
+ β̃k

i2

)
V(µ);k+1(r, β)

∣∣∣
r=Rk

;

i, k = 1, 2.
За вищезапропонованою методикою

отримуємо, що

1

2πi

σ0+i∞∫

σ0−i∞

R∗j
2k(p, r)e

ptdp =

=
2

π

∞∫

0

e−(β2+γ2)tZk
(µ);12(β)V(µ);j(r, β)Ω(µ)(β)dβ dk;

(42)

1

2πi

σ0+i∞∫

σ0−i∞

R∗j
1k(p, r)e

ptdp =

= − 2

π

∞∫

0

e−(β2+γ2)tZk
(µ);22(β)V(µ);j(r, β)×
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×Ω(µ)(β)dβ dk, k = 1, 2.

Отже, обернене перетворення Лапласа

L−1
[ 2∑

m,k=1

R∗j
(µ);mk(p, r)

]
=

= L−1
[ 2∑

k=1

R∗j
(µ);1k(p, r)

]
+

+L−1
[ 2∑

k=1

R∗j
(µ);2k(p, r)

]
=

=
2∑

k=1

dk

[
− 2

π

∞∫

0

e−(β2+γ2)tZk
(µ);22(β)×

×V(µ);j(r, β)Ω(µ)(β)dβ+ (43)

+
2

π

∞∫

0

e−(β2+γ2)tZk
(µ);12(β)V(µ);j(r, β)Ω(µ)(β)dβ

]
.

У результатi пiдстановки одержаних ви-
разiв функцiй Грiна W(µ);1j(t, r) згiдно фор-
мули (41), функцiй впливу H(µ);jk(t, r, ρ) згi-
дно формули (40) та функцiй Грiна умов
спряження згiдно формули (43) у форму-
ли (25) одержуємо iнтегральне зображення
єдиного точного аналiтичного розв’язку па-
раболiчної крайової задачi спряження (1)-
(4):

uj(t, r) =

t∫

0

[ 2

π

∞∫

0

(−α̃0
11)

−1V(µ);1(R0, β)×

×V(µ);j(r, β)e−(β2+γ2)(t−τ)Ω(µ)(β)dβ
]
a2

1σ1×

×
[
g0(τ) + δ+(τ)(δ0

11g
′
1(R0) + γ0

11g1(R0))
]
dτ+

+

t∫

0

R1∫

R0

( 2

π

∞∫

0

e−(β2+γ2)(t−τ)V(µ);j(r, β)×

×V(µ);1(ρ, β)Ω(µ)(β)dβ
)[

f1(τ, ρ)+δ+(τ)g1(ρ)
]
×

×σ1dρdτ +

t∫

0

R2∫

R1

( 2

π

∞∫

0

V(µ);j(r, β)×

×V(µ);2(ρ, β)Ω(µ)(β)e−(β2+γ2)(t−τ)dβ
)
×

×
[
f2(τ, ρ) + δ+(τ)g2(ρ)

]
σ2dρdτ+ (44)

+

t∫

0

∞∫

R2

( 2

π

∞∫

0

V(µ);j(r, β)V(µ);3(ρ, β)Ω(µ)(β)×

×e−(β2+γ2)(t−τ)dβ
)[

f3(τ, ρ)+δ+(τ)g3(ρ)
]
σ3dρdτ+

+
2∑

k=1

dk

[ t∫

0

( 2

π

∞∫

0

e−(β2+γ2)(t−τ)Zk
(µ);12(β)×

×V(µ);j(r, β)Ω(µ)(β)dβ
)(

ω2k(τ)+ψ2kδ+(τ)
)
dτ−

−
t∫

0

( 2

π

∞∫

0

e−(β2+γ2)(t−τ)Zk
(µ);22(β)V(µ);j(r, β)×

×Ω(µ)(β)dβ
)(

ω1k(τ)+ψ1kδ+(τ)
)
dτ

]
; j = 1, 3.

Пiдсумком викладеного вище є така тео-
рема.

Теорема. Нехай виконуються умови:
1) функцiї fj(t, r), g0(t) та ωjk(t) є оригiна-
лами за Лапласом щодо змiнної t;
2) функцiї fj(t, r) та gj(r) задовольняють
умови спряження;
3) функцiї f(t, r) = {f1(t, r), f2(t, r), f3(t, r)}
та g(r) = {g1(r), g2(r), g3(r)} обмеженi,
неперервнi, абсолютно сумовнi з ваговою
функцiєю σ(r) i мають обмежену варiацiю
на множинi I+

2 ;

4) функцiя F (t, r) =
{ ∂

∂r
F [f1(t, r)],

∂

∂r
Λ(µ)1 [f2(t, r)],

∂

∂r
Λ(µ)2 [f3(t, r)]

}
непе-

рервно диференцiйовна за t й неперервна за
r на множинi D+

2 ;
5) справджується нерiвнiсть (20).

Тодi в класi неперервно диференцiйовних
за змiнною t i двiчi неперервно диференцi-
йовних за змiнною r на множинi D+

2 фун-
кцiй u(t, r) = {u1(t, r), u2(t, r), u3(t, r)}, що
задовольняють умови 1), 3), параболiчна
мiшана задача (1)-(4) має єдиний обмеже-
ний розв’язок, який визначається за фор-
мулою (44).

Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4. 79



Зауваження 3. Наявнiсть у формулi
(44) доданка

2

π

∞∫

0

(−α̃0
11)

−1V(µ);1(R0, β)V(µ);j(r, β)×

×e−(β2+γ2)tΩ(µ)(β)dβa2
1σ1

[
δ0
11g

′
1(R0)+

+γ0
11g1(R0)

]
+

2∑

k=1

dk

[( 2

π

∞∫

0

e−(β2+γ2)t×

×Zk
(µ);12(β)V(µ);j(r, β)Ω(µ)(β)dβ

)
ψ2k− (45)

−
( 2

π

∞∫

0

e−(β2+γ2)tZk
(µ);22(β)V(µ);j(r, β)×

×Ω(µ)(β)dβ
)
ψ1k

]
, j = 1, 3

показує вплив м’ягкостi межi середовища,
в якому моделюються еволюцiйнi процеси
(поширення тепла, дифузiї).

Зауваження 4. Доданка (45) можна
уникнути, якщо перейти до нових початко-
вих даних ϕj(r) за формулами

gj(r) = ϕj(r) + ajr + bj, j = 1, 3, a3 = 0,

i знайти коефiцiєнти aj (j = 1, 2) та bj (j =
1, 3) iз алгебраїчної системи з п’яти рiвнянь:

(δ0
11 + γ0

11R0)a1 + γ0
11b1 =

= δ0
11g

′
1(R0) + γ0

11g1(R0) ≡ ψ0, (46)
[
(δk

j1 + γk
j1Rk)ak + γk

j1bk

]
−

−
[
(δk

j2+γk
j2Rk)ak+1+γk

j2bk+1

]
= ψjk; j, k = 1, 2.

При накладених умовах на коефiцiєнти
алгебраїчна система (46) завжди має єдиний
розв’язок.
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