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Досліджується система лінійних сингулярно збурених диференціальних рівнянь з бага­
тьма малими параметрами. Побудована заміна змінних, за допомогою якої вихідна система 
зводиться до сукупності незалежних підсистем.

We rnvestigate a system of Ііпеаг srngularly perturbed differential equations wfih plenty of small 
parameters. As a result, we find a substitution whmh allows to reduce the system to a number of 
rndependent subsystems.

В роботах [1-2] запропонований констру­
ктивний підхід дослідження систем сингу­
лярно збурених диференціальних рівнянь, 
що базується на методі інтегральних много- 
видів Боголюбова-Митропольського. Такий 
підхід є ефективним тільки в тому випад­
ку, якщо вдається точно або наближено зна­
йти інтегральний многовид. Для сингуляр­
но збурених систем інтегральні многовиди 
можна будувати у вигляді асимптотичних 
розкладів за степенями малого параметра 
[3-4]. Для лінійних сингулярно збурених си­
стем метод інтегральних многовидів дозво­
ляє здійснити розщеплення вихідної систе­
ми на незалежні швидку і повільну підси­
стеми [5-6].

У даній роботі розглядаються системи лі­
нійних сингулярно збурених рівнянь з бага­
тьма малими параметрами, які вивчалися у 
працях [7-8]. Метою роботи є обґрунтуван­
ня методики зведення вихідної системи до 
сукупності незалежних підсистем. Аналогі­
чна задача у випадку двох малих параме­
трів розглянута в роботі [9].

1. Схема розщ еплення. Розглянемо лі­
нійну систему

і к
]^ [ч х:і =  © х3, і =  0,к, ( 1 )
3=0 3=0

де і є  Е, х і Є Егаі, і =  0,к, Аіз =  
Аіз(і), і , і  =  0,к, -  матриці розмірностей

Припустимо, що матриці Aij(t), i , j  =  
0,к, рівномірно обмежені для t Є R і вла­
сні значення Хі =  Xi(t), i =  l,Uk, -  матриці 
Akk (t) задовольняють нерівність

ReXi < —2ß <  0, t Є R. (2)
Здійснимо в системі (1) заміну змінних

k _______
x i =  y} +  П  ч Щ ук  i =  0,к — 1,

j—+k (3)
x k =  yk +  Е  P}x j ,

3=0

де H}, P}, i , j  =  0,к — 1 — матричні функції 
відповідних розмірностей.

Якщо матриці Н} , Р } , i , j  =  0,к — 1 ви­
брати як розв’язки відповідних систем 

k
]^[ £mPj =  Akj +  AkkPj — 
m=k 

k-k k
— Ц  £npm {Amj +  AmkP } ) , (4)

m=0 n=m+k 
k k-k k

]^[ &mH} =  Aik — H}(Akk — У ] ]^[ £m*
m=k j=0 m=j+k

k-k k
x P }  Ajk) +  £  П  -n (Aim+Ai k m  Hm, (5)

m=0 n=m+k
тоді система ( 1 ) набуде вигляду:

Ні х пз, є0 =  1, Є\,є2, . . .  , єк - малі додатні 
параметри.
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де М- =  Аг- +  АікР 1, і, і  =  0,к — 1 ,

в і

г- гз 1 -
к-  1 к Єт.Р- АЗ к •Акк ^2 П т= і+ 1 ^т -1 
З=0

Продовжуючи цей процес, на (к — 1)-ому 
кроці отримаємо систему

Д оведення. Позначимо Q(t,s,є)  фунда­
ментальну матрицю рівняння

И —  к А кк х к-
З=0

У -  
є 1 У к - 1

П
З=о

єз У■.
к+1-г

Бк-1„ ,к-1 \ г>к-10 к- 1
00 Уо +  В 01 У1 ,

тук-1 0- 1 і вк - 1 к -1
В 10 Уо +  В 11 У1 ,

вгг+і- гу‘ +і- г. і = 2 ,к,

Рівномірна обмеженість матриці Акк і 
умова 2 ) забезпечує оцінку:

звк
2 П £і

Ю ^ А , є ) \\ < К е  і=°
У- з)

:із)

к -1 =  вк -2 і вк-2 рк- 1  і •г- =  в г- +  в г2 Р- , і,з 0 , 1 ,
Б к-2 вк-1 в к-2 вк -1 в к-2

22 є 1є2 Р0 в 02 Є2Р1 в 112

де в -
вк -1 
в 22

Тепер за допомогою заміни змінних

У0- 1 =  у0о +  є 1И0оУкі ,
Ук-1 =  Ук +  Р0кУ0к-1,

отримаємо «блочно-діагональну» систему

для деякого К  > 0 при будь-яких —то < s < 
t < то.

Запишемо систему (4) в еквівалентній 
формі системи інтегральних рівнянь:

8 ) Рг^^,є )
1

Q(t, s, є ) (Акг^,є) —
П єз -ж
З=0

у0

є 1ук
в 00уОО , 
в кцу к,

- 1

У ; єтР- ф , є ) (А-г (s, є) +
З=0 т = - + 1

:і4)

Ц є 3 Ук+1-г =  в р ' - у + 1-г,і
З=0

2 , к,

ук
00

в 11

де в 00 =  в 00к- 1  +  в 0- 1Р ,
В 1- 1 — є1РВ(01

+А-к(s,є)Pг(s,є)))ds, і — 0,к — 1 ,
За допомогою принципу стискаючих від­

ображень покажемо, що система (14) має 
єдиний обмежений на всій числовій осі 
розв’язок. Будемо шукати розв’язок систе-

Тут И ° , Р° — матричні функції, які задо- ми (14) методом послідовних наближень: 
вольняють рівняння і

є Р в ! - 1 +  в 1 ;-1 р0 РП+ 1 1

—є р в -  +  в О^р О) По)
П єЗ -ж
З=0

Q ^А ог—

~ т т к   о  к- 1  т т к(-пк- 1 тук тэк- 1 \ .є 1 И 0 =  в 01 И 0 ( в 11 є 1 Р0 В 01 ) +

+ є 1 (вк - 1 + вк- 1 Р,0) И0к. а і ;-’00 ж 02 ± 0 ) -’ -’ 0 ■
2 . Снування невиродж еної розщ е­

пл ю ю чої заміни змінних

- 1

1 1  з
З=0 т=З+ 1

]^[ єтР-  (А-г +  АЗкРг ^  ds, 

0 , 1 , 2 ,. . . .

:іб)

0 , к 1 , п

Покладемо Рг =  0, і =  0, к — 1. Викори- 
Покажемо, що існує невироджена заміна стовуючи нерівність (і3), дістанемо оцінки:

змінних, яка приводить вихідну систему (і) 
до «блочно-діагональної» системи (9).

Л ема 1. Нехай матриці Аг- ^ ), і, і  =  
0,к, рівномірно обмежені для t Є К і вико­
нується умова 2). Тоді існує є0 >  0 таке, 
що при 0 < є о < є*к система (4) має єдиний 
обмежений розв’язок при t Є К.

ІР І <
1

- к2 П £
Ке і=°

-
З

к
П єз-ж
З=0

2 К М  К М
< — ^ ,  і

Mds

3в в
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\P \ < —1 * 1  — k
1

-Ч в^-  (t-s)
^  2 п ЕІK e  j=0

П £j - ^
j=0

M +

k- 1  k

+ П  m
j =0 m=j+i

K M
£m—~— I M  +  M —-— ) ] ds

K M
в

2 K M  ( K M  (  K M \
Ч Т  Ч т  O + w ) x

k—i k

x
j =0 m=j+i

K M  . — -----
£m 1 < —“— і i — 0, k — 1 ,

в

при 0 < єк < Єк, де єк КМe+KM)'
Припустимо тепер, що

K M

в 2

\Pi\ < в  ’ i — 0,k — 1  0 < £k < £k> (16)

n — 0, 1 , 2 , . . . ,  
тоді

\pn+i \ 1

П £j - ж
j=

k i k

Aki — П  £mP3
j =0 m=j+i

2 K M
< 3в x

K M  K M  k- i k
x u  +  — ) £  П  <

' j=0 m=j+i

X (Aji +  Ajk Pi" ds

в в

\P2 — p I\
1

П £j - ^
j =0

Aki—

k- i k

У .  П  £mPH  ч ds

1

П £j -(xj=0

k i k
A ki — У ' ]^[ £mPj (Aji +

j =0 m=j+i

k-i k
+ A j P ) ) d s \  — '2K M { Y .  П £m

j=0,j=i m=j+i

X
K M  \ 0 i \ K M  \ 0 i
д т )  \Pj> — P i \ +  Д Г \p 0 — P ‘ \l +

+  П  £ - 4 1  +  4 ) ^  — Чm=j+i в

k-i \ \ \ \ 
— qj \ Pj — p jj\ +  qi \ Pi — Pi \

<

де
j=0,j=i

2K M
q j — 2

2K M

(в +  K M ) П
m=j+i

3в2

k-i k

( E  Пj =0 m=j+i
£mKM+

+  ]^[ єт {P +
m=j+1

Покладемо q =  max qi} тоді

k i
P  — Pl \ — q £ \ P j  — P’i\

(17)
j=0

K M  — ------
< , i =  0,k — 1 .

P
Отже, послідовності pn, n =  

0 , 1 , 2 , . . . ,  i =  0 ,k — 1 , рівномірно обме­
жені при 0 < єк < є°к.

Дослідимо тепер послідовні різниці для 
наближень Pn. Маємо:

У загальному випадку дістаємо:

\Pl'+i — pn\ —
1

Aki—

П £j -гхj =0

k-i k
£  П  £mP'n (Aji +  Ajk PC)) ds
j=0 m=j+i

1

П £j - ™j=0

k i k

Aki — П  £mPj
n— i X

j =0 m=j+i

j =0 m=j+i x (A 3i +  A3k Pn- i ) )  ds <
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< 2K M
3ß

K M '
1 + — |x

k— 1 k

'Yl П £m
j=0,j=i m=j+1

x\Pn -  Pn—1 \ + K M P  -  PT- 1 ^ +

+ П m
m=j+ 1  

k 1

ß

2 K M  \
£m' 1  +  ~ J

P n -  P n—1U <

Фундаментальна матриця Q(t,s ,e)  задо­
вольняє інтегральне рівняння

І /к—1 к \
Q =  Q р  Q I ^ ] ]^[ є3 Pi Aik\ Qdr. 

s V i=o j=i+i )

Використовуючи (13), умови леми 1 та 
нерівності (17), маємо

<  £  j  P  -  P "—11 + а  P  -  pP  <
3ß(t-s)кІТті ^ т, 2 П £i|Q| < K e  i=1 +

n— 1 І
j <

3 I 1 i i
j=0,j=i

k- 1

<  q £  P
3=0

n— 1 k -1

< £ £  Cn—i4 n—1 P  -  3 .
m=0 j=0

Виберемо таке єк, щоб для всіх 0 < Єк < 
єк справджувались нерівності |q| < 2. Вра-

П— 1
ховуючи, що JO cnn. 1 =  2n—1 , дістаємо, що 

n =0
послідовності pn (t, є), n =  0 , 1 , . . .  рівномір­
но збіжні при n ^  ж для всіх 0 < Єк < єк,
де є *к =  т іп (єк , єк} .

Покладемо тепер Pi(t, є) =  lim Pn(tp).  Беллмана, дістанемо
На основі оцінок (17) маємо:

K M

K  2М  2
~ Т

'k—1 k

£  П
- i=0 j=i+ 1

3ß(t-T) 
к

\~РЛ\ 2 П £i 7x\Q\e i=1 dr.

Звідки
3ßtк\ — \ 2 П -i

\Q\e = i < K 1 +
K  2M  2
~ ß

3ßT

k- 1 k

£  П
- i=0 j=i+ 1

£j | x

ITT, 2 П si ,xlQle i=1 dr.

Застосовуючи нерівність Гронуолла-

3ßt

\piЄ,є)\ <
ß

18)
2 п -i К 

Q\ e i=1 < K 1es

к-1  к
£  П єз )dTi=0 j=i+1

Лема 1 доведена.
Лема 2. Нехай справджуються умови 

леми 1. Тоді існує єк >  0 таке, що при 
0 < єк < єк для фундаментальної матри­
ці Q(t ,s,є)  рівняння

K xe
ж2г^( Z1 П ъ  ) (t—s)\і=0j=i+1

Отже,

K2Mч  к-1 п „ . 1  3ß

pykп
i= 1

справедлива оцінка

k- 1  k
Akk -  ^ ] I I pj Pi Aik І yk

i=0 j=i+ 1

|Q| < Ke

Остання нерівність при

£  П £j і—- пi=° j=i+1 /  2 П
j=1

(t—s)

ßк
\Q(t, s, є) | < K e i= 1 '

■(t—s)

(19)

(2 0 )

є < ß

\
k-

pk
1 k

m  є і \ р  п єИ k m
i= 1  У i=0 j=i+ 1  I

Д оведення. Перепишемо рівняння (19) набуває вигляду 
у вигляді

к к—1 к

Г М  =  А ккУк -  Y  П є3 Pi A

ß

Uk yk-

І к 
~7л І p tp П -Q| < K e i=1

(t-s)

i= 1 i=0 j=i+ 1 Лема 2 доведена.
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Л ема 3. Нехай матриці А^(ї), і, і  =  
0,к, рівномірно обмежені для ї Є К і вико­
нується умова 2). Тоді існує єк* >  0 таке, 
що при 0 < єк < є** система (5) має єдиний 
обмежений розв’язок при ї Є К.

Д оведення. Перепишемо систему (5), 
враховуючи позначення для матриць 
Віі , і , і  =  0,к у вигляді

змінних

х 0 
х 1 
Х2

х к

Ф

і  ук \
ук 
ук- 1

\Ук )

к- 1

Аі к +  ГГ ЄтБі3 Н 1-

за допомогою якої система ( 1 ) зводиться до 
послідовності незалежних підсистем

Б0оУк,ук
3=0 т=3+1 П є3У3=0

к+1—і
і

вк+1-іук+1-і
Біі уі , 1 ,к.

- Н і Бкк, і =  0,к — 1■ (2 1 )

Із співвідношень Б,і3 Аі3 +  Аік Р ] , і =  
0,к — 1, та нерівностей (17) дістаємо, що ма­
триці Б і3, і =  0,к — 1 , рівномірно обмежені
за нормою сталою М 1 =  М  1̂ +  . По­
значимо через Qнi(і, в, є) фундаментальну

і
матрицю рівняння п  Є3Хі =  Біі(і,є)хі, і =

3=0
0,к — 1 .

Систему (21) можна представити у вигля­
ді системи інтегральних рівнянь

Д оведення. Вигляд розщеплюючого пе­
ретворення

3-1 3
3  + £  п  єпнтл+ 1нт- 3+ 1

т=0 П=т+1 
(і > і )  А ( і > 1),

як-і =  е ,  ят- і+1 р  к—і+ 1

тзп+1   тзп + тзп рп+1^т ^т + ^к—прт ,

Ф [і,і] =  <

т
3

Н 1 = 1
к 1

П є3 —ж3=1

Аік +  ]^[ єтБі3Н}
з=о, т=3+1 з=і

X

П ттк+1—3 к+1—3
єтНі У3 ,

т=і+1
(і < і )  А (і >  ^  
е , і =  і  =  0 ,
є Щ  
Р к

=  0 , і  =  1 , 
1 , і  =  0 ,
к кЕ +  є 1Р£ щ , і =  і  =  1 ,

xQнiУв, і =  0 ,к — 1 .

випливає із структури замін змінних на ко­
жному кроці. Для доведення теореми треба 
показати, що перетворення Ф невироджене, 
тобто існує обернене перетворення Ф-1 . Ви­
разимо змінні ук, Уі+1- і , і =  1 ,к через змінні

уі1 х і — П  є3 н і у і
3=і+1 
к 1

ук =  х к — Е  р} х3ї
3=0

Збіжність інтегралів системи доводиться хі , і =  0, к. 
за допомогою нерівності (2 0 ) методом, ана- З рівностей (3) випливає 
логічним тому, який застосовувався при до­
веденні леми 1 .

Лема 3 доведена.
Аналогічним чином обгрунтовуються 

твердження, про існування для наступних 
кроків розщеплюючих перетворень.

Виражаючи старі змінні хі, і =  0, к через 
нові ук,ук+1—і, і =  1 ,к, одержуємо наступну 
теорему.

Теорема. Нехай матриці А^(і), і , і  =
0,к, рівномірно обмежені для і Є Е і вико­
нується умова 2). Тоді для достатньо ма­
лих є

0, к 1 ,

к
З цієї та наступних замін дістаємо, що

к+1—і
у0 у
змінні х

і =  1 , к, можна виразити через 
і =  0 , к за такими формулами

к
у0к 5 2 Щ 1х3,

3=0

і =  1 ,к, існує невироджена заміна у
к+1—і

Е А
3=0

к+1—і 
і3 х 3
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де для n =  0 , k — 1 , j  =  0 , k

k—n— 1
nn+ 1  =  Dn _ \ Л pn+1 nn+ 1D k—n,j Dk—n,j / j pm Dk—n,j,

m=0

k—n
j  =  Щ  — П  S m H ^ D n l l j ,

m=i+1

i =  0 , k — n — 1 ,

D% =  0 , i =  j , D 0i =  E,

D j  =  ( e + є н  pk) D j —є н  Dk—1.
Отже, обернена матриця існує

Ф—1 [i, j] =  Dk+1—i, i =  0 Л

Теорема доведена.
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