
УДК 517.91:532.2

© 2 0 1 1  р. О .М . Нікітіна

НТУ ”ХПІ”

ЗАП РО В АД Ж ЕН Н Я  ГШ РИДНОГО Ш ТЕГРАЛЬНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ  
Т И П У ЕЙ Л ЕРА-БЕССЕЛ Я-Л ЕЖ АН Д РА НА С Е Г М Е Н Т  [0, Д3] ПОЛЯРНОЇ 

ОСХ
Методом дельта-подібної послідовності (ядро Діріхлє) на сегменті [0, R3] полярної осі 

з двома точками спряження запроваджено гібридне інтегральне перетворення типу Ейлера- 
Бесселя-Лежандра.

By a method delta-similar sequence (kernel of Dirikhle) on a segment [0, R3] of the polar axis 
with two points of interface hybrid integral transformation is inculcated as Euler-Bessel-Legendre.

Вступ
Вивчення фізико-технічних характери

стик композитних матеріалів, які знаходя
ться в різних умовах експлуатації, матема
тично приводить до задачі інтегрування се
паратної системи диференціальних рівнянь 
другого порядку на кусково-однорідному ін
тервалі. Одним із ефективних методів одер
жання інтегрального зображення розв’язків 
таких задач є метод гібридних інтегральних 
перетворень (ГІП), започаткованих в робо
ті [1]. Основи теорії ГІП закладено в роботі 
[2]. Дана стаття присвячена запровадженню 
одного із типів ГІП.

Мета статті
Побудувати гібридне інтегральне пере

творення типу Ейлера - Бесселя - Лежандра
Основні результати
Запровадимо методом дельта - по

дібної послідовності інтегральне пере
творення, породжене на множині І2 =
{ г : г Є (0, До) фІ(Ді, Д2) U (R2, Д ) ; Дз < 
гібридним диференціальним оператором 
(ГДО)

M (ß)
v,(a) 9(r)9(Rl -  r)a2B*aі +  

+9(r -  Ri)9(R2 -  r)a22B v>a2 +  
+9(r -  R 2 )9 R  -  r)a20(ß)

(1)

r2 dP +  (2а1 +  1)r dt +  а2, Bv,a2 
2а 2 +  1 d v2 -  а 2

r dr 
1  +  1  (  ßl4 +  2 v 1—ch r

л (ß)

dr2 +
t 2  +  cth r % +

+ ß2l+ch r 2 аj + 1  > 0 , v У а 2 У
-1 /2 ,  ці > р 2 >  0, (а) =  (а і ,а 2),(р) =
(р і ,р2) .

Означення. За область визначення ГДО 
приймемо множину О вектор-функцій 

д(г) =  {д 1(г),д2(г),д3(г)} з такими власти
востями:

1) вектор-функція / (г) =
{ Б *аі [ді(г)]; в а,а2 [д2 (г)]; 2 +  [дз(г)]}  непе
рервна на множині І2 ;

2) функції д2 (г) задовольняють крайові 
умови

1іш[г7 ді (г)] =  0,г^ 0

© 2 А/&г +  © )  дз(г) \г=я3 =  0 (2)
3) функції д2 (г) задовольняють умови 

спряження

[ Н і  і  +  в+ ) дк( г ) -  (3)
а( j  dr +  j  gk+l(r)] l =Rk =  G, j ,k  =  1, 2

Вважаємо, що виконані умови на коефіці-
У 0, ßkm У 0, аз2 +  ßh =  0,k

єнти: ат  -  -, j  
Clkc2k >  G, Cjk =  афßkj -  афßkj . 

Визначимо числа
9 ( x ) -  одинична функція Гевісайда [3], aj >
0, ]  = Т Д

У рівності (1) беруть участь диферен
ціальні оператори Ейлера Ba 1 [4], Бессе
ля B va2 [5] та Лежандра Л(р [б]: B*ai =

° 1

°з

1
~2 , а 2 al

Cu R2ai+12 .
Cll R2a2+1 a2 ’

C21 C22 R2ai+1 R2a2+1 2
Cll Cl2 R2a2+1 shR2 a2 ’
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(В„т  +  % ) У ^ Г-в)  =  ° - г є № 'Й 2 ). (7)вагову функцію

о(т) =  в(г )в (К 1 -  г )а1г2аі- 1 +  в(г -  К 1) х ( +  , 2) у ы  , в) =  . ( д  д  )
хв(Я 2 -  т)о2т2а2+1 +  в(т -  Я2)в(Я3 -  г)а3вкт (А(А) +  Ьз)^ ,(а);з(т,в) 0 ’ Є (Я2, Яз)

і скалярний добуток и Є О , V Є О
Яз

(и,V) =  /  и(т (̂т)а(т)д,т =  
о

Яі
=  J  иф т^ф ф о+т^^М тУ

о
Я2

+  У  и2 (тф2(т)а2т2а2+ ^ т+
Яі

(4)

Яз
+  У  u3(т)v3(т)о3shтdт 

Я2
Для и Є О та V Є О із умов спряження 

(3) випливає базова тотожність

С2к ,(ик+1 X
Сік

X (т)
dvк+ 1

dт
— vк+ 1 (т)

duк+1 -
dr

) ,к =  1 ,2 (5)
т=Як

Наявність базової тотожності (5) з ви
користанням властивостей функцій із О та 
структури а\ , о 2 , а3 дають можливість пере
конатися в справедливості рівності

гУ) ії>л оЛ лж(я)(М , £,[и ] . зО =  (и , Щ  « Д ] ) (6)

Рівність (6) означає, що ГДО М(Аа) са- 
моспряжений. Отже, його спектр дійсний. 
Оскільки ГДО М(Аа) має на множині І2 одну 
особливу точку т =  0, то його спектр непе
рервний. Можна вважати, що спектральнй 
параметр в  Є (0 , то) і йому відповідає спе
ктральна вектор-функція

К(Й) (т. в ) =
3=1

(т -  Яз )Є(Яз -  т)х

(а)
за однорідними крайовими умовами (2) та 
однорідними умовами спряження (3), ф =
(в2 +  к2)1/2, к2 > 0 ,з =  ТТ3.

Фундаментальну систему розв’язків для 
диференціального рівняння Ейлера ( Б ,  +  
b2)v =  0 утворюють функції v1 =
т-аі ео8(Ь1 1п т) та v2 =  т-аі віп(Ь1 1п т) [4]; 
фундаментальну систему розв’язків для ди
ференціального рівняння Бесселя (Би а2 +  
b2)v =  0 утворюють функції Бесселя пер
шого роду Vl =  , а2 (Ь2т) та 2-го роду
v2 =  а2 (Ь2т) [5]; фундаментальну систе
му розв’язків для диференціального рівнян
ня Лежандра (А(м, +b2 )v =  0 утворюють уза
гальнені приєднані функції Лежандра v1 =

А % 2+гЬз (Лт) та V2 =  Б - 1/ 2+йз (Лт) [6]. 
Припустимо, що

уи!(1 у,1 (т, в ) =  А 1т-аі шеф! 1п т)+  (8)
+ Б 1т-аі віп(Ь1 1пт),т Є (0 ,Я 1 ).

УїР(а);2(т,в) =  А2Іи,а2 (Ь2т) +  Б 2 ^ , « 2  (b2т), 
т Є (Я1 , Я 2),

) =  А А - 1/2+гЬз 
+ БзБ - 1 / 2+гі,з(chr) , r Є № , Яз).

Умови спряження (3) та крайова умова 
в точці т =  Я3 для визначення величин 
Аз ,Бз (і =  1, 3) дають алгебраїчну систему 
із п’яти рівнянь:

,*і;31 (Ь1 > Я 1 )А 1 +  1аі;31(Ь1 ’ Я 1)Б 1 
11 2;32(Ь2^ 1 )А 2 -и ,̂а2;.

и21

х К м з  (т-З ) ,Яо =  0

Функції У(Аа)-з(т,в) знайдемо як розв’я
зок сепаратної системи диференціальних 
рівнянь Ейлера, Бесселя та Лежандра

( Б ,  + b2l)VІ^;l)!(r.P) =  0,т Є (0,Я1),

- и 1 а2;32(Ь2Б 1) Б 2 =  0 ,і =  1  2- 
;з1 (Ь2^2) А2 +  и 2̂а2;3+(Ь2^2)Б2— (9)
' - У - і / Ї У Д А В + А з -  
- У / ^ з У ^ Б  =  0

У  У к У Л И з Б  + їД/2+гІ,з;22(Л Нз)Вз =  0

В системі (9) прийняті позначення:

0 ( 4  Я т) =  [ ( Р Л - а Я , а+1) со8(ф1п Ят) -  

—Ь1 (в )ЯЛ1ат1 ) 8Іп(Ь1 1п Ят )]Ятаі ,т  =  0,1;
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Уа”З і(Ь і,Ят) =  [(вд — а іЯт іат'і) 8Іп(Ьі 1п Ят)+  В системі (12) прийняті позначення
+ а тЬ іЯ т1 сой(^і іп Ят)]ятаі,

й*,аык ̂ Я і М Я і )  =  ^ іа2„-2(б2Ді)х
Ф  (Ь2^ш) =  ( ̂ гГЯа7к +  в1к)’̂ ,а2 (Ь2Ят) —

аік ЯтЬ2 'Зи+і,а2 + і (р 2Ят) ,

и772; jk (Ь2 =  ( ОІук +  в.Д )^ ,«2  (Ь2Ят) —
— а т к Д т Ь ^ + і^  + і^ Д т ) ,™  =  1 , 2 ;

Х и 1 « 2; к1 (Ь2Д2 ) —
— Ф & =  1, 2;

«ІГІ2;5 (в) =  сЬКз) Х

У (');т1
- 1/ 2+г6з '̂2 (сЬИш) — ̂ (М])/2+гЬз;1 (сЬ^2, Ь2̂ 2^

Х ̂ ,а2у’1 (Ь2Я 1, Ь2 Я 2 )

У (');т2
- 1 / 2+г6з '̂2

в

(сЬКш)

Визначник алгебраїчної системи (12) 

««1 (в) =  У<11;1і(Ьі.Ді)У<1і2;2і(Ьі.Ді) —
— У 1і;21 (ЬиЯ, ІУД2, і(Ьі,Пі) сііЬі(Д)

Діаіі = 0

( “ ”2 ̂  ^  В -'ї/2+-*з <сЛг)\г-Я»т  =  2  3  При Ао =  <],а  (в)««, (в) із системи ( 1 2 )

Візьмемо Аз =  - А о У - ^ І ^ ^ (сЬ Б ф , Вз =
А о^-і/’23+гЬз;22(сЬ^з), де Ао підлягає вибору, 
і розглянемо алгебраїчну систему стосовно 
А 2 , В 2 :

маємо:

Аі =  и (і)*,ы;г(в), в і =  — Д ( 1 );і(в),

(')
,.ау., ( в ) =  Д ІД в )У „1 ;2 і(6 і.Д і)- (13) 

- < У , * ( Р  У ї и Д ь В Д - ї  =  1,2;

Підставивши визначені за формулами 
(11) А2 та В2 й за формулами (13) А3 та 
В3 в рівності (8), одержуємо функції:

и21
V, «2■̂1 (Ь2^2) А2 +  и22а2;:д (Ь2 ^ )В 2 =

=  —ЗоіУ -'/'її « з ^ В Д У Ї / Ї Ї  ®з;22(сЬК2)
— У^ 2 + ̂ ( с Ь В Д ^  =
=  — Ао«-'1)/2+,6з■ ; <сЬК2, СІїИ-з )

Визначник алгебраїчної системи (10
2і 22

(10)
Уї'а)-1( г ,в ) =  Ш7(а);2(в)г ^  с0з(Ь1 ІП г) —

«7,«2 (в) и,
— ̂ Д і ^ ^ К ^ і і ^ ^  =  2

(Ь2Д2)и22«2;21(Ь2Д2) —
(')
V, (а);1;1(в)г аі віп(611п г),

Сі2
'2а2 ї 2а2 + і ь2 2̂

= 0 К ' );2(г ,в ) =  «аі [̂ (̂ )/2+г6з;1 (с^^2, сЬБ,з)х  
2Х7l,a2■,21(b2R2, Ь2г) — 7 - )l/2+ibз.;2(chR2, сЬБ*)х

Система (10) згідно правил Крамера [7] 
має єдиний розв’язок:

А  =  —Ао[ди,а2 (в)]-1 [ - / 2+#з ;1№ ,  сЬКз) х

ХФl,a2■;11(Ъ2R2, Ь2г)]

— ̂ - І1)/2+гb3;2(chR2, ^ 3 ^ V 2a2;11 (b2R2)]

В 2 =  Ао[«^«2(в)]-1 [4-'1/2+*з;1( ^ 2 ,  chRз)х
Хи1]а2 ;21(Ь2 ^ ) —

— с№ 3 ) ̂  ;11 ( № )]
(11)

Розглянемо алгебраїчну систему стосов
но А 1, В 1 :

Уа1і1;л(Ьь Ді)Аі +  Уіі2;л(Ьь Ді )Ві

Фи,а2-;Л =  (Ь2г) —
— u2Іa2■;jllb2R2)Jv,a2 (Ь2г )  

К ' ) ; 3(г,в) =  «^0,2 (в)«аі (в)Х 
Х[У-'/й  ̂ ^ ( ^ з В - '^ Ь з  (сЬг) —
^ - І / М з ;22 ^ ^ з  (сЬг)] •

(14)
Наявність спектральної функції 

(і) (г,в),  вагової функції а(г) та
щільності А(У)а)(в) =

;і(в)]2 +  ' '

К ,(аО 
спектральної

- и<,м) ( Д),2 , |ш;і()Г);2 (в)]2) - 1в  [Ьі(в)]-1 ([ч,.(„)и
(' ) й

А о [«v,а2 (в ) ]  1«V)а2;j( в ) , І  =  1  2

дає можливість визначити пряме Ни а̂)

обернене Н- гібридне інтегральне пере
творення, породжене на множині І2 ГДО

70
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М (я)
V,(а)

н 1% ) [д (т)] =  I д (тЖ У ) (т,в)о(т)^  =  д (в )

[2]: d
X Тг [ ^ ( К ш ( т в )

Яз

(я)
(а)

г]У (р) dVv, (а);1 (т,Х)
dт

г(я)
' V, (а) ' У У - л ^ Х ) (18)

(15)

н -(я) 
v,(а)

2
П )  я (вУ Р ІЩ в Г х .

о

х п р у д о в  =  Ф ) (16)

д(т) -  будь-яка функція із О -  області ви
значення ГДО.

+И ;11' ’ '-' іт 

Функції УÏ;%)■,2(т, Л) та ^’г/фа)\2(т. в) > Де Л =
в  Є (0, то),задовольняють відповідно дифе
ренціальні рівняння Бесселя:

П 2 Б .« +  (Л2 + ^ У Ц у Щ .  Л) =  0,

У Д О , +  (в2 + Щ Т Ї У Щ . И )  =  0.
Помножимо перше з цих рівнянь

Математичним обгрунтуванням правил на т2а2+1У А')) 2(т, в ), а друге
(15),(16) є твердження.

Теорема (про інтегральне зображення). 
Якщо вектор-функція

/ (т) =  [0(т)0(Я1 -  т)таі-1/2+  
+та2+1/2в(т -  Я 1)в(Я2 -  т) +

+9(т -  Я2)в(Я3 -  т)х/shr]g(r)

неперервна, абсолютно сумовна й має обме
жену варіацію на множині (0,Я3), то для 
будь-якого т Є І2 справджується інте
гральне зображення

°° < \ Яз
д(т) =  1 1  Кці) (т,в) І  д (р К Я І ) (р,в ) х

на
т ^ У р Ж  А) й віднімемо від першо-V, (а);2
го друге:

У У У Х Щ р Ц Щ в  ДО 2 + 1

d

V,(а);2У ге; V (а);2У р 2 -  \2 X

2а2+1(3фя) ДО п\ (а)';2
X У  [т № ( т ,в )

dV( ЯІл.2(т,А)

У (я)
;;2(т, А)

dт

У Я І Щ Л )
] (19)

о(я)
о (Р)Ф  х К і а ) (в)^

Доведення. Функції У,

та УїР(а);1(т,в ) > де Л =  в
(0 , то),задовольняють відповідно дифе
ренціальні рівняння Ейлера:

№ і + (Л 2 + к2)] Бїї '̂.)));1 (Т. Л) =  0.

Н Х  +  (в2 + У У У  ( д о ) =  0 .

Помножимо перше з цих рівнянь 
2а\ — 1у  (В)

(17)

Є

+(а);ДО','-7 dт

ф ункцГЇ Уv{Яl);;3(т, А) та УЩа)■,3(T, в ), де А =  
в  Є (0, то) задовольняють відповідно дифе
ренціальні рівняння Лежандра:

[аЗЛ(р) +  (А2 +  kl УУvЦа)■,3(т■> А) =  0

[аЗЛ(р) +  в  +  k3)]УïP(a)■;3(т, в) =  0
Помножимо перше з цих рівнянь на

shтУV(Ppa).;3(т,в), а друге - на shтУVpa)зi(т,А) 
й віднімемо від першого друге:

у( ; і ) Щ Х ) у( ; і ) Щ л  д о т  =  р З ,

на т
т2аі- 1у (р)

V, (а);1
го друге:

V,(а);1 (т,в ), а друге -  на

,(а 
d

х т  ̂ у р а у У ї ї

- у к У т А )

X

dУ (я)
іу,(а);3(т,А)

ТУ, )з(г,в) и,(а) ; з 4 ,Лге
Тг

dт
(20)

т2аі 1У ( ).-, (т,А) й віднімемо від першо-

кра)ц(т,Ак р а У,1(т,в  у -XV,(а);У ’ > V,(a);1\•ïмr в 2 -  А2
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Помножимо рівність (18) на а1іт й про- 
інтегруємо по т від т =  є > 0 до т =  Кц 
помножимо рівність (19) на а2іт й проінте- 
груємо по т від т =  К 1 до т =  К2; помножи
мо рівність (20) на а3іт й проінтегруємо по

71
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г від г =  Я2 до г =  Я3. Якщо одержані ре
зультати додати, то в силу крайової умови 
в точці г =  Я3., базової тотожності в точках 
г =  Яі та г =  Я2 і виразів аі }а2,а3 будемо 
мати рівність:

Яз
у ^м(г,А)УЦ)(г ,в)^(г )Зг  =  —(' ) 

Ч И
є2аі + 1

в 2 — А2
X

Х[Vv(;a);l(в,в)Vv)')І/;l(в,А) —

Сїи ;3(Л> в) = Ш<7}а);і(в')ш<7}а);2(Л) + 

+27Іа)і (> )2 у{а).2(в)

(в) +

+НЛ*);2 (Л)Чда);2 (в) • 
Безпосередньо знаходимо, що

<Є,Л) -  ^Й);і(є.Л)х

(21) = ■[О?(1):і(А ,в Д " х 

+

^(а);і'. 2^2аі + У V, (а);1'

х віп(+ 1п є) +  в (' ау2(А, в )г  + сов(г 1п є) +Для довільних додатних с та д(с < д) і до
вільної скінченної функції ф(Л), визначеної
на сегменті [с, д], знайдемо величину подвій- ) 3(Л, в ) Я сОв(г+ 1п є )+С^(а);4(Л> в )г+х

х віпф-  1п є)] (24)

Невласний інтеграл (23) перепишемо в 
такому вигляді:

3  = ,Д 1Іт і  -  ^ И Н Д А И і Л  в  )х

ного невласного інтеграла
Яз і

'  / Р(А)У^{1 ){г, А )И Ї)(А Д А хV,(aГ
о с

ХУ^(а)(г,в  М г ^ г
Яз і

і 2  /  / ^ (А)К (н ) (г,А)^ (п ) (А)dАх

хУ!('а)(г,в

віп(г 1п є) °і'(аУ;2(А, в) -   ̂ ,+  , Н ч— , ч сов(г 1пє) +X
Ьі(в) +  Ьі(А) Ьі(в) — Ьі(А)
Н) м дї сов(г 1п є)

V,(a) 
і Яз

і 2  / ( /  К (п ) (г,А)К п ) (г ,в )е (г)^ )х

+ °^ И ;з (А,в) ь і(в) +  Ьі (А) + (25)

|О(') м вНіп[(Ьі (в) — ьі (А))1пє]] ,Л
+  °Д, (а);4 (А’ в ) Ьі(в) — Ьі(А) ^

хф (А )П 'а)(А^А

Покладемо А =  [— 1пє] =  1п(є- і ). Тоді 
при є ^  0 величина А ^  ж. Інтеграл 3 

(22) зобразимо у вигляді чотирьох доданків:
В силу рівності (21) подвійний інтеграл 

(22) набуває вигляду:
І  =  1іш

1 С Н ;і (А ,в  )

з  =  Иіп 2 /  д м Н )  і  ( И ) ( є , в ) х
(' )

А ім  па

єіо
г(М)/

« аИ > ( а)Ні (в ) +  Ьі(А)
х

х П ї і ( є , А )  — ^ ^ ■ А ^ ф в т  
(23)

Введемо до розгляду функції:

х віп[(Ь1(в ) +  Ь1(А))А^А+
і

1іш ----;Діте па ф ( А ) п 'а)(А)х

О'а );1 (А>в) =  Ч)п);2(А)ЧЧа);2(в ) —

—WV'*()a);1(А)wV'*()a);1(в ) 

ОV1(L);2(А, в) =  ФНа);1(в)(Ф^ИДСА) —

(')

X О!"),);2(А,в ) 
Ьі(в) — Ьі(А)

сов[(Ь1(в ) — Ь1(А))А^А+

—иі'(а);Л(А)и71а);.2(в )(')
1+  1іШ ----;Д ім па >«аН > ( А )

° И ) У А-в )
^  Ні (в ) +  Ьі(А)

х
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x cos[(b^ß) +  6i(A))A]dA+ Підставивши функцію
dr R3

+ А їО о / а - 2ф(Х)0 И ) (A)G H y 4 (A. ß ) x i m  =  f  g(p)Vpy(p,ß)a(p)dp
c
1 sin[(6i(ß) -  6i(A))A] =  

x n b1 (ß) — b1(A) dA ~  в рівність (31), приходимо до інтегрального
_  і  і  і  (2 6 ) зображення (17). Доведення теореми завер-
~  1 +  2 +  3 +  4' ( ) шено.

В силу леми рімана [8] Зауваження: Якщо вектор-функція g(r)
lim I  — 0 m — Г 3  (27) кусково-неперервна, то зліва в рівності (17)

A °  замість g(r) буде-[g (r  +  0) +  g(r — 0)].
В силу леми Діріхле [8] 2 , .

( Побудова алгебри ГДО М у ^  здійснює-
lim I4 =  і l ( ß )  якщо A — ß Є [c, d] ться на основі основної тотожності ГІП ГДО

А^о І 0, якщо A — ß Є[с, d] т,Ац) ■ ■ /,з ̂ ’ ї ї  M„(a), визначеного рівністю (1).
^  . /„„ч /00-, Теорема 2 (про основну тото-Отже, внаслідок рівностей (27), (28) Г „ <•/ \жність). Якщо вектор-функція f (r) —

одержуємо, що { K 1 [gi(r)]; [g2 (r)]; Лу) [g3 (r)]} непе-

T — i  R3 d l(\)V (я) ( A)0^) ( \)d\ рервна на множині I2, а функції g2 (r)
п о c l (  ) v,(a) ) v’(a)( ) Х задовольняють крайові умови

xVv{!il)(r,ß)a(r)dr — | (ß )  . ( )  dy(M)
(29) lim[r2ai+i( (r ,ß ) — gi(r)^ d T 1)] — 0,

якЩо ß  — A Є [с ,d]. Якщо ж A — ß1 [c , d], то (a32d/dr +  ß32)g3(r)\r=Rs — gR
T — 0. (32)

Якщо функція |(A) неперервнщ абсолю- та умови спряження
тно сумовна й має обмежену варіацію на
множині (0, то), то невласний подвійний ін- [(a kid/dr +  ßjki)gk(r) — (o kj2d/dr +  ßk2)x
теграл xgk+i(r)]\r=Rk — j ; j , k  — 1, 2,

R (33)R3 00 ( ) ( )
j  — 1 J J l ( A ) V  (r, A)0 (A)dAx то справджується основна тотожність

’  о о v,(a) v,(a) ГІП ГДО M p ):
xV%l)(r,ß)a(r)dr  — | (ß ), "’(а)

,  ,(30) У У М-СУМІ] — —ßW )—якщо A — ß Є [0, то]. Якщо A — ß є[0, то], то 3

J — 0. — Е  j j (ß) +  V3a2shR3V^(ly,3(R3,ß ) x
Припустимо, що функція j=i

00

g(r) =  2  J  У Р У щ І У і  ß )n V(a)(ß )dß (31) Х (а22) l9R +  Y 1  hk [Zy(ay,12(ß У 2к _
0

а 22)
k=1

Помножимо рівність (31) на вираз —^Ща);22(в)и 1к\- (34)
а(т)У(т,Л)іт,  де Л— довільне додатне ■ ■ /ОЛ\у ) а,(а)У ’ ' ’ ^ ^ ^ ^ У рівності (34) прийняті позначення:
число, й проінтегруємо по т від т =  0 до
т =  К3. В силу рівності (30) маємо: я і

я 9і(в ) =  /  9і(тЖ  щуі(т,вУ аі-Ж іт,92(в ) =
я3 0 А

ТУ) до — „ІА\\J  Ж К У р ,  \)р(г )Л  =  Ц\).  =  j  g2(r)V W ^ ( r ß̂ )r 2n  + 1(J2dr,

0 Ri
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Яз
I
Ї2

дз(в) =  /  дз(г )У У'а).з(г , в )аз8кг'г, Ч (в)

аіаі Д2“ і+1с-11, М в ) =  «2^2^22«2 + И -1 с12 ,

Скористаємось базовою тотожністю для 
випадку, коли умови спряження неоднорі
дні:

У,(' ),к„«Дв) = (аІіЗ/Зг + в,кі)У;<'.);к + і(г,в)
Доведення. Згідно правила (15)

[К (,И;к(г ,в )^  — дк(г)^гУ̂ (1 );;к] \r-Rfc
d

т—Як

(' )д  =  и

Яз

< )  [д(г)] К и )  (г> в )а (г )' г

Я і

о
Я2
/  (а1Ва  [gl(г)])VulXa)ї(г, в ) ° 1г2аі ^ г +

Яі
Яз

М І  (а2В^«2 Ы О О  в ) ° 2г '2а2+1& +

Я2

+  ]  д2(г)(а2В «̂2 [Кх1 );2(г ,в )])И г2“2+ ^ г +
Яі

Яз

+  ^  д3(г)(а3Л( ') [К и );3 (г,в)])азН г' г +
Я2

+а1 - і [г 2а‘ +1( ̂  ̂ . ( л в )—

С2к [V (і)
с1к [ ч « ^ 1(г, в ) dgk+1

dг

—дк+і(г) Т ^ Н к + і ] г—Як
+

1
+  ~  [̂ На);і2(в )и2к — Куа );22(в)иік] (37)сій
В силу структури аі ,а2,а 3 та рівності 

(37) при к =  1, 2 маємо в точках г =  Я і 
та г =  Я2 :

(' );к

® Н 2 “ і+1( ' Ф  И ) ; і  — ді
' V  (і) 'Ч(а);1

г—Яі

+  у  (а3Л(і)[̂ 3(г)])Ч;.(«);3(г ,в )Р38кгдг (35) 
я2

Проінтегруємо під знаками інтегралів 
два рази частинами:

Яі
Я =  /  д і(г)(а2в; і [У У іД /З ) ] )^  г2аі- ідг+

а2а2д2“ 2+1( Ч  ̂ Ч),2
'V (')

д2
V,(а);2
' г г—Яі

=  (а2аіДі“ і+1 —  — а2а2Д2“ 2+1)х
сіі

х(д2 (Ді)у;(''а);2 (Д і,в ) — д-2(ВДх

Ч м Д Д ь в ) )  + М г И Д в Д А —(');1

— У;Т()<;!;22(в)ф11) =  (Д'2“ ‘ + ̂  —  ї г)2аі+1 С21
V,(а);22 С11

С21 я ,Д2аі+
1 я2а2+1)х

сіі я2а2+1

х(д2 (Д іН 'Н Д Д ь в  Ь д з д а Ч м Д Я ь в ))+

+ ̂ і(У' 1;і2(в)ф21 — Д ’Д  =

=  0 Х (д2У ' у ф в )  — д і і г у у ^ у г - в )) 1,-я. +  
);12 Д ’21 — У' 1;22(в  )ф11) =V, (а);12

('((а;1;12(в )ф2, — У Ї Ї Ч в Ь . ) ;

, ) ' А У і  )] Яі + 2  г 2̂ 2 + 1/ 'д2 „  ' )  , я, а2^2йГ’ + 1(д2 <Я2)И:(І);2(Я2, в) — дзД зД
— д' {г)^ П ~ )] о +°2а2 Іг ’ + (T Vv,)a);2/ г ’ в) х V ' ) /  в )) _  а і а М У д І .  ( Д ,)х

(')

V,(а);22\
' );1 (V, (а);22(

' г  Ч а)

—д2(г)
'V  (і ) 'Ч (а);2

' г
)]

Я2
Яі

х [ 8кг (д3 (г)К ('а);з( г,в) — д з М ^ н д ^

+  аз аз х

(')

(36)

Яз
Я2

ХК(а);2(К2, в ) )  — ^зЗЬ^д'з (Д 2) х

Ч м И в  — д3 (Д 2 )^ Ч / і3( Д 2 ,в ) )  =  

(а2н 2Д 2аі+ 1 — — а іа з  з * Я 2)(д з  Д У У і Д ^ ,  в ) —
Сі2 ,ч 7’

—дз(Д*К;іиД2,т  +  а2а2Д 2а2+ 1с-21х
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х ( ^ Р(а2;12(в)Ш22 -  ^ ( а у и  (вЖ У  

Я2аі+1
(

С21 С22
С11 С12 Я,2а2+1 2

Я22а2+1

С21 С22 Я2аі + 1 Я2Л2+ 1 

С11 С12 Я1а2 + 1 shЯ2
shЯ2) х

4 Л ( Ж Ч І у Я(т. в)] =  - ( в 2 +  Щ У р р у т . в );
(41)

Якщо тепер в (36) підставити (38)-(41) та 
роз’єднати інтеграли на суму двох доданків, 
то матимемо основну тотожність (34).

Логічну схему застосування запровадже
ного формулами (15), (16) ГІП покажемо на

ки.
х (93(К2)Е(;Н ;з(К2,в) -  д з Ш У ^ Ж ,  в )) одній із типових задач математичної фізи

+  Т У У у і 2(в У '22 -  У У у 22(івА і 2) =

=  0х(д3 (К2) У У  (К2 . в  ) - д 3(Я2)УЩ,у.3(Н2.

Задача теплопровідності. Побудувати 
обмежений в області

Б  =  {(і, т) : і Є (0, то); т Є І2}
+  к2(2 1цауі2(в)ш22 -  2 1цаУ22(в)ш12) =

- и ( у ( р )2  (а\ у(Я)2 і т  V ( ь розв’язок сепаратної системи диференціаль-
2( У,(а);12.(в )^ 22 и,(а);22 (в )Ші2); ( ) них рівнянь параболічного типу [9]

При а \ 2 =  0 одержуємо:

а3103зЬ.Я3(д3(Я3)У:';Р1у3(Я2,в) -

Г(р)/ (
v,(а);3'

ди1

~ді
+  ^і ' 1  -  а В *  [и1] =  /В,т),т Є (0 ,Я 1 ),

- д з  № 3)У У у 3(В3.13))

С\
д у -  +Ж и2- а 2Б„а2 [и2] =  /2(Фт),т Є (Я1 ,Я 2) ,

=  a2озshЯз[\- (а^д'Яз)  +  в 32д(Яз))х 
а 32

(42)

+  7зи3 -  а2Л(р) [и3] =  /3(І ,т) , т Є (Я2, Я3)

хУУР))УЛз, 0 ) -  , д(Яз)У(ра)-з(Яз’ в ) -
а 22 

- д3(Я3)К (,/ра/уз(Я3, в )] =  а2 о3shЯ3 (а32) — 1 х

дщ 2 2
+ 13щ3 -  а3л У) 

за початковими умовами

и :(і,т% = 0  =  дз(т),т Є (Я3- 1 , Яз),Яо =  0,
(43)

хУVlраУ,3(Я3, Р)[(а22 +  в22)д3(т)] \г=Яз -

d
а‘2°3’‘іЬ'Я3(а22') 1д(Я3)[(а32 +  (в32)х

хУЦ у № в ) \г=Яз] =  а3 о3shЯ3 (а32) — 1 х

хУира);3(Я3,Р )gЯ+[-a2о3shЯ3(а32 )-1д(Я3)]х0

d
І =  1, 3, умовами спряження

[(аУ ІГ +  в31)ик (І,т) -  (а32 ІГ +  
+ в32)ик+1 Л,т)]\г=Як =  з̂к (І) ,І ,к  =  ф 2

(44)
та крайовими умовами

1іт ,  =  0,г^о дтV, (а);3'

a23озshЯз(а22)-1УУа).3(Яз,в)дЯ (40) {а І2d/dт +  Ж )  из(Ф т) \г=Яз =  дЯ(,  (45)

В силу диференціальних тотожностей 

( 4 К  і +  ір У рУ А т .в ) =  0,

+  ьІ)К1£ у 2(т,в ) =  0, 

(аІл М +
маємо рівності

р в р  Д У Д л в ) ]  =  - ( в 2 +  Щ у ' З У  (т, в); 

«Ів„,т Б У Д Д О )]  =  - ( в 2 +  к2 ) у “ );2(т,в);

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2012. -  Т. 2, № 1.

Розв’язання. Запишемо систему (42) й 
початкові умови (43) в матричній формі:

д 
(дщ +  ~{1 -  аІ К і )иЖ , т) 

( д  +  ї ї  -  а В «2)и2(і ,т) 
о 

(Ж  +  1 з -  а3А Р))из(і,т)

/1 (І,т) 
/2(t, т) 
Ш ,т)

щ(г,т) д1 (т)
щ(г,т) = д2(т)

_ из(і,т) _ і = 0 _ дз(т) _
(46)
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Інтегральний оператор Н ' а) згідно пра- вигляді ° ператорн°ї' матриці-стовпця: 
вила (15) зобразимо у вигляді операторної 
матриці-рядка:

Я і (і ) и - а  [•••]

Я 2

Яі 
Я з

I  ••• ^ );2(г, в )а2г2а2+ 1 ' г

сю
2 1 - У & Ф - в  )пі''(а)(в ) 'в

ооо
2 /  ■М іФ в  ) 7 'І 7  ) ' воСЮ
2 / М І Ф - в  )ПІ''()а)(в ) 'в

/  • • ■̂ ')і'((,1);з(г,в )СТззЛг'г|
Я2

(52)
Застосуємо операторну матрицю- 

стовпець (52) за правилом множення 
(4 7 ) матриць до матриці-елемента [и(і,в)], де

Застосуємо операторну матрицю-рядок 
(47) до задачі (46) за правилом множення 
матриць. В силу тотожності (34) отримаємо 
задачу Коші [4]:

функція й(і,ф) визначена формулою (51) 
Після низки елементарних перетворень 
маємо єдиний розв’язок параболічної задачі 
(42) -  (45):

2
£ ( |  +  7? +  Щ +  в 2) и М )  =  Ж в ) +  из(і, г) =  п I и(і,в ) ^ ' ) ; з (г’ в)ПЇОо(в )' в

)(')
Ч(«)'

j—l 2
+  72 Ьк (^'н);12(в)ф2к (І) — ZV'*̂)ak:22(вV l2 (t)) +

к—1 V, («);22'

Ц  ИУІ(а)^т(2 — Т,г,Р)[/3 (Т,Р) +

+ а3 и (а У  18кЯ3У 1̂а).3(Я3,в )9я (^ =  Ч (і ,в )
(48)

3 3
и(І,в ) 14=0 =  ^  Щ Ф,Р) 14=0 =  д(в) =  ^  Зз (в) 

3=і 3=і
(49)

Припустимо, що тах{д2; 7 Ц =  7 |. По
кладемо всюди к2 =  7 І — 72 > 0 , к| =  
7з — 722 > 0, кІ =  0

Задача Коші (48), (49) набуває вигляду:

т —1о Ят-і

+ М Г)gj (р )]^ т (р )а т 'р 'г +

+  І ш їїау,з3(і — т,г)дЯ(т)' т+

+  X !  кк I [Д('(а);12(  ̂— Г> г)ф2к(т) —
к—1

— ДVн);22(t — У г)ф1к(т)]'У  И (г) =

(| + в 2+ 7 « ( ( . /3 )  =  Ч(з, 0 ),й(з , 0 ) І4=о =  з(в ) =  ^ =  г * * +1 ̂ (г) =  Л г ' 3 =  (53|
(5°) 4+(т)— дельта -функція, зосереджена в то- 

Розв’язком задачі Коші (50) є функція чці т =  0 +  [3].
У рівностях (53) беруть участь головні 

розв’язки даної параболічної задачі:
1) функції впливу

и(і ,в  ) =  е- (42+^27д (в )+

Ь ОО
+ /  е- (̂ +УІ)(‘ -т)д(т, Д о т  (51) Иїї> № (*•г' Р) =  2 /  е-(,?+7І)‘ 7 4 ( ’5 в) х

х у у у  ( р . д о т д д о д  з =  і, з,
(54)

Інтегральний оператор Н^  згідно пра- породжені неоднорідністю системи (поча
вила (16) як обернений до (47) зобразимо у ткових умов);

(')

т-(')
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2) функції Гріна
сю

^ ) 3 і «•т) =  і  І  е - ^ ^ У & з ( т , в ) х  

хУ(Р.).з(В-з,Р )п ^ „ ) { 0  ')Рвоза :̂{а̂ 2̂ )^1 зЬЯз,
(55)

породжені крайовою умовою в точці т =  Я3;
3) функції Гріна

(56)
і =  1, 2 к =  1, 2, і  =  1, 3,
породжені неоднорідністю умов спряження.

За наведеною логічною схемою розв’я
зання задачі теплопровідності одержуються 
інтегральні зображення розв’язків відповід
них задач статики та динаміки.

Висновки
В даній роботі запроваджено поліпараме- 

тричну сім’ю гібридних інтегральних пере
творень типу Ейлера - Бесселя - Лежандра 
на сегменті [0, Яз] полярної осі з двома то
чками спряження. Логічна схема застосува
ння запровадженого ГІП показана на типо
вій задачі теплопровідності. Одержане ГІП 
поповнює сім’ю гібридних інтегральних пе
ретворень.
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