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К Л А С И Ф ІК А Ц ІЯ  Т О Ч О К  Р О З Р И В У  Д Е Я К И Х  А Н А Л О Г ІВ  
Н Е П Е Р Е Р В Н О С Т І ТА  Д Е К О М П О З И Ц ІЯ  Н Е П Е Р Е Р В Н О С Т І

Досліджуються типи точок розриву деяких аналогів неперервності. На основі одержаних 
результатів встановлено ряд декомпозиційних теорем.

Investigate the types of points of discontinuity of some analogues of continuity. On the basis 
of the results revealed a number of decomposition theorems.

1. В ступ. Під декомпозицією певної вла­
стивості розуміють теореми, в яких ця вла­
стивість одержується при одночасному ви­
конанні кількох слабших властивостей. Те­
ма декомпозиції неперервності є досить по­
пулярною і відображена в працях багатьох 
математиків.

Окреме місце серед декомпозицій непе­
рервності займають теореми, де однією з 
умов є умова замкненості графіка відобра­
ження. Так, добре відомим є той факт, що 
функція f  : К ^  К, яка має замкнений і 
зв’язний графік, є неперервною. Достеменно 
невідомо кому належить цей результат, до­
ведення якого, зокрема, подано в [1]. Умови 
згаданої декомпозиційної теореми модифі­
кувалися багатьма математиками. Так зв’я­
зність графіка замінювалася на периферій­
ну неперервність в [2] та на властивість Дар- 
бу в [3].

В [4] вказано умови на простори X  і У , 
які гарантують неперервність майже непе­
рервних відображень f  : X  ^  У  із замкне­
ним графіком (див також праці [5, 6]).

Уведене в [7] поняття двосторонньої ква- 
зінеперервності було застосовано Добошем
[8] до декомпозиції неперервності: двосто­
ронньо квазінеперервна функція f  : К ^  К, 
яка має замкнений графік, є неперервною.

Також, цікавим є результати щодо непе­
рервності монотонних функцій f  : К ^  К. В
[9] У.Первін та Н.Левін встановили, що ко­
жна монотонна і з властивістю Дарбу фун­
кція f  : К ^  К є неперервною.

В цій статті буде подано доведення як 
згаданих декомпозиційних теорем, так і ря­
ду нових теорем про декомпозицію непе­
рервності, а також теорем про неперервність 
монотонних функцій f  : К ^  К. Ідея доведе­
ння цих теорем однакова і базується на кла­
сифікації точок можливих розривів різних 
ослаблень та аналогів неперервності.

2. Основні поняття та зв ’язки м іж  
різними ослабленнями неперервності.

Нехай X  і У  -  топологічні просто­
ри, f  : X  ^  У  -  відображення і G r ( f ) =  
=  { ( х Д (х ) )  Є X  х У : х Є X } -  графік
відображення f . Кажуть, що відображення
f :

зв’язне [10], якщо множина G r ( f ф ) є 
зв’язною в X  х У  для кожної зв’язної мно­
жини G в X ;

розширюване [11], якщо існує зв’язне від­
ображення д : X  х [0,1] ^  У , таке, що 
f  (х) =  д(х, 0) для всіх х Є X ;

Б-неперервне (майже неперервне в розу­
мінні Стеллінґза) [11], якщо для кожної 
відкритої множини Ш в X  х У , такої, що 
G r ( f ) С Ш існує таке неперервне відобра­
ження д : X  ^  У , що Gr(g) С Ш;

має властивість Дарбу [10], якщо образ 
f  (Е) кожної зв’язної множини Е  у просторі 
X  є зв’язною множиною у просторі У ;

має властивість Ґібсона [12], якщо 
f  ( и ) С f  ( и ) для кожної відкритої множи­
ни и  в просторі X  ;

периферійно неперервне [11], якщо для 
довільної точки х Є X , для довільних від­
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критих околів и  і V  точок X в X  і у =  / (ж) 
в У , відповідно, існує відкритий окіл О то­
чки х  в X , такий, що О С и  і /(Рт(О)) С V , 
де Рт(О) означає межу множини О;

графічно неперервне [13], якщо існує не­
перервне відображення д : X  — У , таке, що 
От(д) С ОТ(/);

майже неперервне (в розумінні Гусейна)
[14], якщо для кожної точки х Є X , для ко­
жного околу V  точки у =  / (х) в У  існує мно­
жина А в X , така, що х Є іпЬЛ і / (А) С V .

Нехай / : Е — Е. Точка х Є Е нази­
вається двосторонньою граничною точкою 
множини Р  С Е, якщо існують послідовно­
сті (х'п), (х"п) Є Р , такі, що х'п У  х, х"п \  х, 
тобто послідовність (х'п) зростаючи прямує 
до х, а послідовність (х'') спадаючи прямує 
до х. Функція /:

має досконалий шлях [15], якщо для ко­
жної точки х Є Е існує досконала множина 
Р , така, що х Є Р , точка х  є двосторонньою 
граничною точкою множини Р  і звуження 
/р є неперервним у точці х;

має властивість Юнґа [10], якщо для 
кожної точки х Є Е існують послідовності 
(х'п) і (х"п), такі, що х ’п У  х, х"п \  х, /(х'п) —
/(х) і /(хп) — /(х) ;

двосторонньо квазінеперервна [7], якщо 
для кожної точки х Є Е, для довільного 
околу V  точки у =  /(х) в Е і довільного чи­
сла 5 >  0 існують відкриті непорожні мно­
жини и  і Ш в Е, такі, що и  С (х ,х  +  5), 
Ш С (х — 5,х) і /(и  и Ш) С V .

Добре відомо [10], що для функції 
/ : Е — Е мають місце такі імплікації:

/ -  розширювана ^  / -  Б-неперервна ^

^  / -  зв’язна ^  / має зв’язний графік ^

^  / має вл. Дарбу ^  / має вл. Юнґа. (*)

/ -  розширювана ^  / має досконалий

шлях ^  / має вл. Юнґа.

Зауважимо, що жодна з імплікацій (*) не 
може бути повернена в інший бік. Відміти­
мо, що для функцій / : Е — Е властивість 
Юнґа та периферійна неперервність означа­
ють одне і теж.

64

Позначимо через Р (/ ) множину точок 
розриву функції / : Е — Е. Для точки 
х Є Е позначимо через /(х +  0) правосто- 
ронню границю функції / в точці х , а через 
/ (х — 0) -  лівосторонню границю функції 
/ в точці х . Введемо в розгляд множини 
Б+(/) =  { х  Є Е : х Є П ( / 1[х+ ф ) }  і Б - (/) =  
{х  Є Е : х Є 0(/\(-Х),х])} точок правосто- 
роннього і лівостороннього розриву відпо­
відно. Зрозуміло, що Р ( / ) =  Р + (/) и Р - (/).

Твердж ення 1. Нехай / : Е — Е -  май­
же неперервна функція. Тоді функція / має 
властивість Юнґа.

Д оведення. Розглянемо довільну точку 
х Є Е. З майже неперервності функції / у 
точці х  випливає, що існує множина А1 в Е, 
така, що х Є іпЬА1 і /(Аі) С (/(х) — 1, /(х) +
1). Візьмемо точку хі Є А і П (х — 1,х). Знову 
скориставшись майже неперервністю фун­
кції / в точці х  одержимо множину А2 в Е, 
таку, що х Є іпїА2 і /(А2) С (/(х) — 2, / (х) +  
і ). Візьмемо точку х '2 Є А 2 П (х — і  ,х), та­
ку, що хі < х '2. Продовживши цей процес до 
нескінченності ми отримаємо послідовність
(x'n), так+  що х 'п У  х і \/(х'п) — / (х )| <
1 . Тому /(х'п) — / (х). Аналогічно будує­
ться послідовність (х''), така, що х"п \  х  і 
/(х"п) — /(х). Отже, функція / має власти­
вість Юнґа.

Твердж ення 2. Нехай / : Е — Е -
двосторонньо квазінеперервна функція. То­
ді функція / має властивість Юнґа.

Д оведення. Візьмемо довільну точку 
х Є Е. З двосторонньої квазінеперервності 
функції / в точці х  існує відкрита непо­
рожня множина Ш1 в Е, така, що Ш1 С 
(х— 1, х) і /(Ш1) С (/(х) — 1, / (х) +  1). Візьме­
мо точку хі Є Ш1. Покладемо 51 =  тах{х — 
1, х1}. Знову з двосторонньої квазінеперерв- 
ності функції / в точці х  одержимо відкри­
ту непорожню множину Ш2 в Е, таку, що 
Ш  С (51,х)  і / Ш )  С (/(х) — 2,/(х) +  2). 
Візьмемо х '2 Є Ш2 і 52 =  тах{х — |,х'2}. 
Тоді х1 < х'2 і х — х'2 < 2. Продовживши 
цей процес до нескінченності ми отримає­
мо зростаючу послідовність (х'п), таку, що
х — х 'п < 1  і \/(х'п) — /(х)\ < 1 . Тому
х'п У  х  і /(х'ф) — /(х). Аналогічно будує­
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ться послідовність (х"п), така, що х"п \  х  і 
f  (х"п) — f  (х). Отже, функція f  має власти­
вість Юнґа.

Твердж ення 3. Нехай функція f  : К — 
К має властивість Ґібсона. Тоді функція f  
має властивість Юнґа.

Д оведення. Візьмемо довільну точку
x Є К і число є > 0. Розглянемо від­
криту множину и 1 =  (х — 1,х). Оскільки 
иі =  [х — 1 ,х] і функція f  має властивість 
Ґібсона, то f  (х) Є f  (и 1) С f  (и 1). Тоді для 
довільного околу V  точки f  (х) маємо, що 
V  П f  (и 1) =  0 . Візьмемо окіл V =  ( f  (х) —
1 (х) +  1) точки f (х). Тоді існує точка
xi Є и 1 , така, що f (хі) Є V , тобто \f(х) — 
f  (х1)\ < 1. Розглянемо відкриту множи­
ну и2 =  (шах{х — 1 ,хЦ ,х ). Тоді f (х) Є
f  (и2) С f  (и2) і існує точка х '2 Є и 2, така, що 
\f(х) — f (х'2)\ < 2. Продовживши цей про­
цес до нескінченності ми отримаємо послі­
довність (х'п), таку, що х'п Є (х — 1 ,х),  тобто 
х'п Д  х, і f  (х'п) — f  (х). Аналогічно будує­
ться послідовність (х''), така, що х^ \  х  і 
f  (х'п) — f  (х). Отже, функція f  має власти­
вість Юнґа.

Щодо зв’язків між згаданими ослаблен­
нями неперервності слід зауважити, що в у 
випадку, коли функція f  : К — К є функці­
єю першого класу Бера (подається у вигляді 
поточкової границі послідовності неперерв­
них функцій), то

f  -  розширювана ^  f  має вл. Юнґа [10].
А для функцій з властивістю Ґібсона нале­
жність до функцій першого класу Бера га­
рантує неперервність [12].

3. Тип точок  розриву різних осла­
блень неперервності. В цьому пункті ми 
дослідимо тип точок розриву згаданих ана­
логів неперервності.

Твердж ення 4. Нехай функція 
f  : К — К має замкнений графік і 
х Є D + ( f ) /х Є D - (f)/. Тоді f  (х +  0) =  то
/І(х — 0) =  то/.

Д оведення. Припустимо, що і (х  +  0) =  
=  а =  то. Тоді для довільної послідовно­
сті (хп), такої, що хп > х  і хп — х  має­
мо І ( х п) — а при п — то. Таким чином, 
(хп, І ( х п)) — (х,а) при п — то. Оскільки

функція І  має замкнений графік, то а =  
І(х).  А це суперечить тому, що х Є 0 + ( І ), 
тобто а =  І (х  +  0) =  І(х).

Припустимо тепер, що не існує границі 
І (х  +  0). Тоді існують послідовності (ип) і 
(ьп), такі, що ип > х, ьп > х  для всіх п Є N  
ип — х, Уп — х  і І  (ип) — а, І  (Ьп) — Ь 
при п — то, де а =  Ь. Оскільки графік фун­
кції І  замкнений, то (ип, І (ип)) — (х,а) і 
(Уп,І(Уп)) — (х,ь). Тоді І(х)  =  а і І(х)  =  Ь. 
Одержали суперечність. Аналогічно розгля­
дається випадок, коли х Є О - ( І ).

Твердж ення 5. Нехай І  : К — К -  
функція, яка має властивість Юнґа і х Є 
О + (І ) /х Є О - ( І )/. Тоді не існує правосто- 
ронньої І (х  +  0) /лівосторонньої І (х  — 0)/ 
границі в точці х.

Д оведення. Нехай існує границя І (х+0) 
і функція І  має властивість Юнга. Оскільки 
х Є О + ( І ), то І(х)  =  І (х  +  0). Покладемо

\ї (х) - ї  (х+0)| г/ |є =  и і / 21 а , якщо І (х +  0) скінченне і
є = 1 ,  якщо І (х  +  0) =  то. Тоді існує д >  0, 
що \І(ї) — І (х)\ > є для ї Є (х ,х  +  д). Оскіль­
ки функція І  має властивість Юнга, то існує 
спадна послідовність (хп), хп — х, така, що 
І ( х п) — І(х).  Тоді існує номер N , такий, що 
хN Є (х ,х  +  д) і \І(х^) — І (х)\ < є. Одержали 
суперечність. Аналогічні міркування прово­
дяться і у випадку х Є О - ( І ).

Твердж ення 6. Нехай І  : К — К -  фун­
кція, х Є О + ( І ) /х Є О - ( І )/ і виконується 
одна із наступних умов:

1)  І  розширювана;
2)  І  Б-неперервна;
3) І  зв ’язна;
4)  І  має зв ’язний графік;
5) І  має властивість Дарбу;
6)  І  має досконалий шлях;
7) І  майже неперервна;
8)  І  двосторонньо квазінеперервна;
9) І  має властивість Ґібсона.
Тоді не існує правосторонньої І (х  +  0) 

/лівосторонньої І (х  — 0)/ границі в точці 
х.

Д оведення. Якщо функція І  задоволь­
няє одну із умов 1) - 6), то згідно з імпліка­
ціями (*) вона має властивість Юнґа. Якщо 
ж функція І  задовольняє умови 7) - 9), то
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згідно з твердженнями 1 - 3 вона має власти­
вість Юнґа. Тому, в усіх випадках, згідно з 
твердженням 5 не існує правосторонньої /л і­
восторонньої/ границі /(х +  0) / / (х — 0 )/ в 
точці х .

Твердж ення 7. Нехай функція 
/ : Е — Е графічно неперервна і х Є Р ( / ). 
Тоді границя зліва чи справа існує та 
скінченна, або її не існує. Якщо ж існу­
ють скінченні границі / (х +  0) Є Е та 
/(х — 0) Є Е, то /(х +  0) =  /(х — 0).

Д оведення. Нехай /(х +  0) =  то чи 
/(х — 0) =  то. Припустимо, що / (х+0) =  то. 
Оскільки функція / графічно неперервна, 
то існує неперервна функція д : Е — Е, та­
ка, що От(д) С От(/). З того, що функція 
д неперервна в точці х  випливає, що існує 
скінченна границя д(х +  0), яка рівна д(х). 
Розглянемо множину О =  (х ,х  +  п) х (д(х) — 
п ,д(х) +  п). Візьмемо довільну точку а Є 
( х , х + п ). Оскільки (а,д(а)) Є От(д) С От(/) 
і множина О є околом точки (а,д(а)), то
0  П От(/) =  0 . Тому існує точка (хп, /(хп)) 
графіка функції / , така, що (хп, /(хп)) Є О. 
Таким чином, послідовність (хп) збігається 
до х, причому хп > х, і /(хп) — д(х). А це 
суперечить тому, що /(х +  0) =  то.

Нехай тепер /(х +  0) Є Е та /(х — 0) Є Е
1 /(х +  0) =  /(х — 0). Для визначенності бу­
демо вважати, що /(х +  0) > /(х — 0). По­

/ (х+0)-/(х-0) /токладемо 5   . Оскільки існують
скінченні границі /(х +  0) та / (х — 0), то 
існує 5 >  0, таке, що \/(и) — /(х +  0)\ < | 
для и Є (х ,х  +  5) і \/(и) — / (х — 0)\ < І для 
и Є (х — 5,х). Зауважимо, що /(х +  0) — | =  
/(х — 0) +  |. Візьмемо точки а Є (х — 5,х), 
Ь Є (х ,х  +  5) і с Є (/(х — 0) +  |,/ (х +
0) — |) \ { / (х)}. Розглянемо множину Ь =  
({а } х [с, + то ))и  ([а, Ь] х {с } )и  ({Ь} х (—то, с]). 
Зрозуміло, що Ь П От(/) =  0 . Розгляне­
мо відкриті непорожні диз’юнктні множи­
ни Ш1 =  ((—то, а) х Е) и ([а,Ь) х (—то,с]) 
і Ш2 =  ((а, Ь] х (с, +то)) и ((Ь, +то) х Е). Тоді 
От(/) С Ш1 □ Ш2. З графічної неперервно­
сті функції / випливає, що існує неперервна 
функція д : Е — Е, така, що От(д) С От(/). 
Зрозуміло, що От(д) С Ш11_ІШ2, От(д)ПШ1 =  
0  і От(д) П Ш2 =  0 . Це суперечить тому,
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що графік неперервної функції не є зв’язною 
множиною в Е2.

4. О с н о в н і  результати. В цьому пун­
кті ми встановимо разом із вже відомими 
результатами нові декомпозиційні теореми і 
теореми про неперервність монотонних фун­
кцій.

Кажуть [16], що / : Е — Е -  регульована 
функція, якщо існують скінченні правосто- 
ронні та лівосторонні границі функції / в 
кожній точці.

Теорема 1. Функція / : Е — Е неперерв­
на тоді і тільки тоді, коли вона регульова­
на і має властивість Юнґа.

Д оведення. Необхідність є очевидною. 
Встановимо достатність. Будемо міркувати 
від супротивного. Нехай функція / розрив­
на в деякій точці х. Тоді х Є Р - (/) або 
х Є Р + (/ ). Нехай х Є Р + (/ ). Згідно з твер­
дженням 5 для функції / в точці х  не існує 
границі справа. А це суперечить регульва- 
ності функція / .

Н аслідок 1. Нехай / : Е — Е -  
монотонна функція, яка має властивість 
Юнґа. Тоді функція / неперервна.

Д оведення. Оскільки монотонна фун­
кція є регульованою, то згідно з теоремою 
1 функція / неперервна.

Зауважимо, що регульована (а тим біль­
ше монотонна) функція, яка задовольняє 
одну з умов 1) - 9) твердження 6, згідно з 
теоремою 1 є неперервною.

Теорема 2. Нехай / : Е — Е -  монотон­
на і графічно неперервна функція. Тоді вона 
неперервна.

Д оведення. Нехай функція / розривна 
в точці х . Оскільки функція / монотонна, то 
існують скінченні границі /(х — 0) і /(х +  0). 
З графічної неперервності функції / і твер­
дження 7 випливає, що /(х — 0) =  /(х +  0). 
Але тоді згідно з монотонністю / маємо, що 
/(х — 0) =  / (х +  0) =  /(х). А це суперечить 
розривності функції / в точці х .

Теорема 3. Функція / : Е — Е неперерв­
на тоді і тільки тоді, коли має замкнений 
графік і властивість Юнґа.

Д оведення. Необхідність є очевидною. 
Встановимо достатність. Будемо міркувати 
від супротивного. Нехай функція / розрив-
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на в деякій точці х. Тоді х Є D - (f )  або 
х Є О+(Д). Нехай х Є О+(Д). Згідно з твер­
дженням 5 для функції Д в точці х  не існує 
границі справа. А з твердження 4 випливає, 
що Д(х +  0) =  то. Одержали суперечність.

З теореми 3 випливає, що коли функція 
Д : К ^  К має замкнений графік і задо­
вольняє одну з умов 1) - 9) твердження 6, то 
вона є неперервною.

Теорема 4. Регульована із замкненим 
графіком функція Д : К ^  К є неперерв­
ною.

Д оведення. Будемо міркувати від су­
противного. Нехай х  -  точка розриву фун­
кції Д і нехай х Є О+(Д). Оскільки фун­
кція Д регульована, то існує скінченна пра­
востороння границя Д(х +  0). З іншого бо­
ку, функція Д має замкнений графік і тому 
Д(х +  0) =  то. Одержали суперерчність.

Оскільки монотонна функція є регульо­
ваною, то одержуємо наступний наслідок.

Н аслідок 2. Монотонна із замкненим 
графіком функція Д : К ^  К є неперерв­
ною.
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