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З А Д А Ч А  КОШ Т Д Л Я  С И Н Г У Л Я Р Н И Х  Е В О Л Ю Ц ІЙ Н И Х  Р Ш Н Я Н Ь  У  
З Л ІЧ Е Н Н О -Н О Р М О В А Н И Х  П Р О С Т О Р А Х  Н Е С К ІН Ч Е Н Н О  

Д И Ф Е Р Е Н Ц ІЙ О В Н И Х  Ф У Н К Ц ІЙ . III

Вивчаються властивості перетворення Бесселя узагальнених функцій типу розподілів, згор
ток, згортувачів та мультиплікаторів.

The properties of the Bessel transform of generalized functions of the distributions, folds and
convolutions of multipliers are investigated.

Робота є продовженням одноіменних ста
тей [1, 2], в яких побудовано та дослідже
но нові класи зліченно-нормованих просто
рів нескінченно диференційовних на R \ {0 } 
функцій, а також їх просторів-образів при 
відображенні Бесселя. Необхідність дослі
дження таких просторів зумовлена тим, 
що елементами цих просторів є, зокрема, 
фундаментальні розв’язки еволюційних рів
нянь з псевдодиференціальними оператора
ми, побудованими за допомогою інтеграль
ного перетворення Бесселя та символів, які 
містять відомий клас функцій-символів, що 
задовольняють умову ”параболічності”.

Тут розглядаються топологічно спряжені 
простори, вивчаються властивості перетво
рення Бесселя узагальнених функцій, згор
ток, згортувачів та мультиплікаторів, а та
кож оператора узагальненого зсуву аргу
менту, який діє в просторі основних фун
кцій. У заключній (четвертій) частині робо
ти буде встановлена коректна розв’язність 
задачі Коші для еволюційних рівнянь з 
псевдо-Бесселевими операторами як скін
ченного, так і нескінченного порядків. Про
стори, розглянуті в [1, 2] та даній роботі, є 
природним середовищем дослідження зада
чі Коші для вказаних еволюційних рівнянь. 
Такі рівняння містять відомі сингулярні рів
няння параболічного типу.

Зазначимо, що тут ми зберігаємо позна
чення, введені в [1, 2]. Означення основних 
просторів Ф()7, 9м,Р та обмеження на пара

метри в , у , V, М , р див. в [1].
О ператор узагальненого зсуву аргу

менту в простор і Ф^7. Символом ТІ по
значимо оператор узагальненого зсуву ар
гументу, який відповідає оператору Бесселя
[3]:

П

0

х sin2v udu, р Є Фв>7,
де Ьи =  Г(р +  1)/(Г (1 /2)Г(р + 1 /2 )), при цьо
му [3]

1) \т! P(x)\< ТІ\p(x )\ < sup \p(x )\;
[0,̂ о)

2) Tl j v (sx) =  jv (sx) jv(s|), { + © }  С 
(0, © ;

3) якщо f (x ) ,  x Є [0, + © ,  -  неперерв

на ФункцІя, для якої j  \f (x )lx2v+‘ d x < «>,
0

функція g(x), x Є [0, + © ,  -  неперервна і 
обмежена на [0, + © ,  то
о  о

J  ТІ f  (x)-g(x)x2v+1dx =  J  f  (x)T1 g(x)x2v+1dx; 
0 0

4) ТІ 1 =  1, ТІ f  (x) =  TX f  (|), ТІ ТІ f  (|) =  
TZ ТZ f  (|);

5) Fb [ТІf (x)](a) =  j v(al)Fb [f ](a).
Будемо говорити, що оператор ТІ визна

чений у просторі Ф^7, якщо Т І р Є Ф^7 для 
кожного р Є Фд7.

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2012. -  Т. 2, № 1. 55



Л ема 1. У просторі ФУ, визначений i д £„ рл Р, Д£ — 0, справджується у простонеперервний оператор узагальненого зсуву д£
аргументу Т$. рі Ф^7. Урахувавши властивість неперерв

ності перетворення Бесселя (прямого і обер-
- і[

Д оведення. Внаслідок властивості 5 
для довільної основної функції р Є Фд Y ма- неного) досить довести, що F - 1 [Ga%] 
ємо, що — і Г дf - 1

F-1[TX Р](а) =  jv (a£)FB1[P](a) =  ф« (а)

при Д£ — 0 у просторі 9м,р.їдфУ
Іншими словами, це означає, що:

1) сім’я функцій [ Е - 1 [Сас], |А£| < £о, 
Зазначимо, що при фіксованому £ функція £о > 0 _ фіксоване число} обмежена в про- 
іи (? £) , як функція ^  є мультиплікатором у сторі вм , тобто 
просторі 9м,р. Справді, із інтегрального зо- ,рі
браження Пуассона функції і  випливають 
оцінки

\Dkajv (а£)\< Av\£\k, k Є Z+, {а, £} С R.

Vp Є Z+ Зо =  о(р) >  0 VA£ =  0, |А£\ < є0 :

HFb 1[ga ? ]іір ,«  < c 
при деякому a >  0;

2) для довільного к Є Z+ сім’я функцій

{т'к.дс (а) := Dlk( F p  [Ga{ ] (а ) -

Скориставшись тим, що опукла функція р 
[1] на нескінченності зростає швидше за 
довільну лінійну функцію знаходимо, що 
j v ■ ф Є 9м,р для довільної функції Ф Є 9Мр.
Оскільки Е - 1 [р] Є 9м,р, то Ф̂  Є 9Мр при ко
жному £. Застосувавши перетворення Бес
селя знайдемо, що Т£р =  Рв Ф ] Є Ф̂  7 при збігається до нуля при Д£ 
кожному £, тобто вказаний оператор визна 
чений у просторі Фд 7.

-F ; - і
в

Г д Т р
- e f Xp

(а) ), \Д£\ < Єо

0 рівномірно 
по а на кожному відрізку [a, b] С (0, +то). 

Доведемо, що умова 1) виконується. Ура-
Неперервність оператора Т£ випливає з хувавши властивість 5) ° перат° ра Т£ одер- 

властивості неперервності операції прямого жимо співвідношення: 
та оберненого перетворення Бесселя. Справ
ді, якщо { р, рк, к >  1} С Ф ^ , причому 
рк — р при к — о  у просторі Фд7, то

1
F - 1 [G^s ](а) =  —  ( F - 1[T|+i£ p ](a ) -

F - 1 [Fp k  ] =  j v (a£ ) F - 1yk  ](а )k

^  (&£)FB1 [p]{a) =  Fb 1 [tXp]

у просторі 9m ,p- Застосувавши перетворення 
Fb знайдемо, що T£pк ^  T£p при к ^  ж у 
просторі Ф((7.

Лема доведена.
Лема 2. Операція узагальненого зсуву 

аргументу p ^  T£p диференційовна у про
сторе Ф^7 •

Д оведення. Нехай, за означенням,

GAi ( x ) = а  т +аі p (x) -  tx p (x)y

p Є Ф ^ , {£, A £ , x } c .  R, А£ =  0.
Для доведення твердження досить встано
вити, що граничне співвідношення GA£ ^

- Е - Д І Р І М )  =

=  А  и* (Я £ +  Д£)) -  } » =

д
=  д^І"(а(£ +  0 < 9 <  1

Із інтегрального зображення Пуассона 
нормованої функції Бесселя випливає, що

( д Е Е (а(£+ 9А£)))  <  С М> 0 < 1 <д£в ( а ( £ + 9А£)))  < сІІаІ’ 0 < 1 <  2к
(1)

де сі =  Сі (£) (£ -  фіксоване) і Сі не залежить 
від А£. Оскільки Е -1 [р] Є 9м,Р, то при де
якому а >  0 функція Е- 1[р ] задовольняє не
рівності

56

\DkF - 1[p](a)\ < CkM-k (а)Є- '*">,

k Є Z+, а Є R \ {0 }. (2)
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Тоді для вказаного а >  0 з урахуванням (1)
(2) знайдемо, що для фіксованого р Є ї +

л(а) :=  exp { 1 -------+2 ^^ | M 2fc(а)х

2k
х | У  C2k D>„ (дд-jv  (а(| + № і} } ) х

1=0 1

д

<x D ? ~  lFBl [р](а)

< exp { р ( а ( 1 -  p + ^ ) а )  — P(aa)}  ■ \a \x

2k
х У  C2kcr M l(a) <  exp j р ( а [  1 — 

1=0

1
p +  2

—р((а — P)a ) \х
2k

х ^  Cl2k Cla M l(a) exp{—p(3a)},  a >  0,
l=0

де 3 Є 0 p +  2

pi a l 1 —
p +  2 У  — P((a — e)a)  <

< —P p +  2 — 3  a) , p +  2
— 3  >  0 .

Л(а) < exp — p
p +  2 — 3 )  a х

2k
х У^  C2k3idi < Bk, У a >  0,

де с >  0 не залежить від Дф Таким чином, 
сім’я функцій {У д 1[Дд5], |Дф < Є0} умову 
1) задовольняє.

Далі скористаємося такими відомими 
формулами [4]:

д
д^В  М  =  с& 2В + © £ ) ,

д
daj v(a|) =  ca|2jv+i(a|), 

де стала с залежить лише від v . Тоді

(3)

F - 1 F в
a

(a) =  д Т в1\ТІ P](a)

3  -  фіксоване. Тут ми ско-
ристалися нерівністю опуклості для функції 
р [1], з якої випливає, що

—р(аа) < —р((а — (3)а) — рфа)

для вказаного параметра /4. З цієї ж нерів
ності дістаємо також, що

1

Із обмежень, накладених на фун
кції р та М  випливає також нерівність 
а М 1 (а) ехр{—р(Дг)} < ф, а >  0. Тоді

1=0
де стала Бк >  0 не залежить від Дф Зазна
чимо також, що Л(а) ^  const при а ^  +0 
(див. властивості функції F—l [p] Є 9м,Р [1]). 
Звідси вже випливає нерівність

| F -1[Ga?]||Р)о < c, p Є Z+, a >  0,

\д т « 

д
=  д^ Т  (^  )^Б1[^](а) =

=  СІа2За+1(аЗ )Р - 1 [р\(а), 
д

\(а) =  — Т  (а(С +  0 Д ф )У -1[р\(а) =

=  < а2> + і (а(£ +  9Д  ))Т- 1[р\(а ).
Знову скориставшись формулами (3) зна
йдемо, що

РкАі(а) =  сІ в Т  [а2(++1(а(£ +  9ДІ )) —

—Іи+1(аІ  ))Т- 1[р\(а)\ =
=  СС1 Є 0ДСв Ік [а4?*,+2(а(Є +  фД£ ))х

хТ - 1[р\(а)\,к Є ^+>
де стала с1 > 0 залежить лише від V, 0 < 
в1 <  1. Із властивостей нормованої фун
кції Бесселя ] и+ 2 (див. інтегральне зображе
ння Пуассона нормованої функції Бесселя) 
та функції Т - 1[р\ дістаємо, що при кожно
му фіксованому к Є ї +  функція

в Ік[а4 • > + 2 (а(Є +  Ф Д £))Т -1[р\(а)\

є обмеженою деякою сталою с =  с(к, V, £) > 
0 (не залежною від Д£), якщо а Є [а,Ь\ С 
(0, то). Отже, ^к,А£ ^  0 при Д£ ^  0 рів
номірно на кожному відрізку [а, Ь\ С (0, то). 
Таким чином, умова 2) також виконується. 

Лема доведена.
Н аслідок 1. Операція узагальненого 

зсуву аргументу нескінченно диференційов- 
на в просторі Ф^7 •
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Для доведення цього твердження досить 
скористатися лемою 2 та методом математи
чної індукції.

Слідуючи [4], згортку двох функцій з 
простору Фд 1 визначимо формулою

СЮ
( р * ф)(х) =  ^  ТХр(х)ф(£)£2 +Ч£,

0

{ р,Ф} С Фв,7.

Із властивостей оператора Ті випливає, 
що функція р * ф є інтегровною на [0, о )  
з вагою х 2̂ 1. Справді, оскільки існує інте
грал

СЮ СЮ
2̂ +1 л2̂ +1

СЮ / сю

= р(х)ТХ^и(ах)х2и+1йх ) х
0 0

хф(£ )£ ̂ + ^ £
СЮ / СЮ

0 0
П р ( . х )х2- . х ) х

хф(£ )£2"+ 4

Т ір М ф Ю ^ + ч ')  х

І р (п)ф(£)\п £ іїф£

0 0
х j V(ах)х2̂ +^х =  е„F- 1 [р * ф](а).

Застосувавши перетворення Бесселя зна
йдемо, що

р *  ф =  е- 1Р в [Р - 1 [р] ■ ^ - 1[ф]]-
0 0

то існує подвійний інтеграл

Ті р(х)ф(£)£2і,+1х 2і'+1й£йх.
0 0

грал

Отже, р *  ф Є Фрг/, якщо [ р ,ф} С Фв>7.
П ростір  узагальнених функцій

(Ф ,7 У- П еретворення Бесселя уза-
(4) гальнених ф ункцій з простору  (Ф ,7У-

Символом (Ф^7У позначатимемо простір
усіх лінійних неперервних функціоналів над

На підставі (4) твердимо, що існує інте- відповідним простором основних функцій
зі слабкою збіжністю, а його елементи
називатимемо узагальненими функціями.
Регулярними узагальненими функціями або
регулярними функціоналами називатимемо
лінійні неперервні функціонали, дія яких
на основні функції р Є Фв  ̂ визначається 

двох функцій [ф,ф} С 9м,р. Оскільки формулою
77-ІГ.Л ф _  77-ІГЛ.1 „„ Г„ „/Л х- ^  ^

( р * ф)(x)jv(ах)х2и+Ійх.

Із [1] випливає, що ф ■ ф Є 9м,Р для довіль-> р
них двох функцій [ ф/ф} С 9м
ф =  е - 1[ р і  ф =  Е- 1[фУ де [ р ,ф} С Фв ,7, то
маємо співвідношення Е-  1[р] • Е-  1[ф] Є 9м,р. 
З іншого боку,

Fв 1 [р] ■ ^ - 1 [ф] =  еи р ( х ^ и(ах)х2и+1йхх

х е и ф(£).Іи М £^ + ^ £

СЮ / СЮ

= р(x ) jv (o^£)jV (ах)х2и+1йх 1 х

(/, р) =  у  ф(х )р (х )х 2и+^ х .  
о

Кожна локально інтегровна парна на К 
функція / ,  яка задовольняє умову

Зо >  0 Зв Є (0, [в_1[т]]) Ух Є К :

Іф(х)| < о(1 +  |х|)У (5)
породжує регулярну узагальнену функцію 
Еі Є (Ф їв)':

0 0 ^ , р) =  j  / (х )р (х )х 2̂ +1̂ х, Ур Є Ф 
0

V
в,і ■

58

х ф Ю ^ + Ч  =
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тобто простір Фд 1 вкладається в (Ф/. 7)'. З 
леми дю Буа Раймона випливає, що кожна 
регулярна узагальнена функція з (Ф/. 7)' ви
значається однією (з точністю до значень 
на множині міри нуль) локально інтегров- 
ною парною на К функцією, яка задоволь
няє умову (5). З властивостей інтеграла Ле
бега випливає, що вкладення Ф̂  7 Э / — 
Ff Є (Ф  ̂7)' є неперервним.

СЮ

Оскільки Фд 1 =  Ф  ̂7 р, причому вкла-
р=0

дення Фв , 7 р+ 1 С Фе , 7 р , р Є Z + , неперервні, 
щільні й компактні [2], то

(Фв, 7У =  ( 1Іт РГ Фв,7 ,Р)' =  1Іт ІПа(Фв ,7 РУГУ І р-р-Ж ГУІУГ

Отже, якщо / Є (Фв , 7)', то / Є (Фв , 7 р )  при 
деякому р Є Z+, при цьому

ІІ/,Р) І <  с ||РІІр, Р Є Фв,7>

де с =  II/||р -  норма функціоналу / у про
сторі (Фв 7 р)'. Найменше з таких р називає
ться порядком / , тобто кожна узагальнена 
функція / Є (Фв 7)' має скінченний порядок. 
Зазначимо також, що правильними є вкла
дення

(Фв,7;о ) 'С (Фв,7,іУ С • • • С (Фв ,ірУ С ■’

причому кожне вкладення (Фв 7 р)' С 
(Фв 7 р+1)', Р Є Z+, є неперервним і ком
пактним. Із загальної теореми про пов
ноту простору, спряженого до зліченно- 
нормованого простору [5] дістаємо, що про
стір (Фв 7)' -  повний відносно слабкої збі
жності.

Оскільки в просторі Фв 7 визначена опе
рація узагальненого зсуву аргументу, то 
згортку узагальненої функції / Є (Фв 1 )' з 
основною функцією задамо формулою

( /  * Р)(х) =  /  Т  р(х)) =  /  ,ТЦр (0 ) .

Р Є Фвл •
при цьому / * р є нескінченно диференці- 
йовною на К функцією (згідно з наслідком 1 
операція узагальненого зсуву аргументу не
скінченно диференційовна в просторі Фв7;

звідси та з властивості неперервності фун
кціоналу f  випливає, що f  * р Є C^  (R) для 
довільної основної функції р).

У просторі узагальнених функцій (Фв 7 У 
можна також ввести операцію (фв 7У 3 f  — 
ТІ f  Є (Фв 7 У так: для довільної узагальне
ної функції f  Є (Фв 7У визначимо узагаль
нену функцію ТІ f  Є (Фв7 У за допомогою 
співвідношення:

<ТІf .p )  =  f , T l р(х)), Ур Є Ф Д •

Із властивості неперервності операції Т1 
в основному просторі Фв 7 випливає не
перервність вказаної операції у просторі 
(Фв7У. Аналогічно, за довільною узагальне
ною функцією f  Є (Фв7 У визначається уза
гальнена функція Ту f  :

T f , p )  =  ф,Тур(0 ), Ур є  Фв.7• 

Оскільки Тур(У) =  ТІр(х), то звідси дістає- 
м+  що ТУ  =  rI 1Xf , Vf Є (фв.7У. Отже,

<ТУ ,  р ) =  f  * р, Ур Є Фв.7•

Нехай f  Є (Фр>7)'. Якщо f  * р Є Фв.7, 
Ур Є Фв 7 і із співвідношення ри — 0 при 
v — то за топологією простору Фв7 випли
ває, що f  * ри — 0 при v — то за топологі
єю простору Фв7, то функціонал f  назива
ється згортувачем у просторі Фв7. Оскіль
ки Фв7 -  досконалий простір із диференці- 
йовною операцією узагальненого зсуву аргу
менту, то із результатів, одержаних у [5], ви
пливає, що кожний фінітний функціонал є 
згортувачем у просторі Фв7. Відзначимо, що 
фінітні узагальнені функції утворюють до
сить широкий клас; зокрема, довільна обме
жена замкнена множина є носієм узагальне
ної функції з E1 =  E'(R) [6]. Тут символом 
E =  E (R) позначено простір усіх нескінчен
но диференційовних на R функцій з тополо
гією, яка визначається сім’єю півнорм

рк,а(р ) =  m ax\ВЧр(х)\, р Є С~(Е ),

де K -  компакт в R, а Є Z+. Відомо, що E' 
збігається з сукупністю узагальнених фун
кцій з простору D' (R), які мають компа
ктний носій.
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Оскільки FB [р] Є Фв>7, якщо р Є 9м,р, то 
перетворення Бесселя узагальненої функції 
/ Є (Ф  ̂1 У визначимо за допомогою співвід
ношення

^ в [/] ,р ) =  {/^ в  [р]) , у р Є 9М,р■

Звідси, з властивості лінійності і неперерв
ності функціоналу / та перетворення Бессе
ля випливає лінійність і неперервність фун
кціоналу Fв [/], заданого на просторі 9м,Р- 
° тже  Fв [/] Є 9'м, р.

Теорема 1. Якщо узагальнена функція 
/ Є (Фд 7У -  згортувач у просторі Ф̂  7, то 
для довільної функції р Є Ф̂  1 правильною 
є формула

Fв[/ * р] =  F в [/] ■ Fв [р].

Д оведення. Згідно з умовою теореми 
/ * р Є Фд 1 С (Фв 1 )'. Тоді, скориставшись 
означенням перетворення Бесселя (прямого 
і оберненого), а також означенням згортки 
узагальненої функції з основною, запишемо 
співвідношення

Уф Є 9м,р : {Ґ,в[/ * р] ,ф) =  {/ * р ^ в [ф]) =

( /  * р)(x)FB [ф](х)х2и+ ^ х  =
0
С

{/і ,ТІ р (х)) в [ф](х)х^ + 1 ̂

/і , ТІ р (х)Р'в [ф](х)х2и+ ^ х )  (6)

СЮ СЮ
х х 2и+ ^ х  =

ТІ р (x ) jV (ax)x2v+1 dX\ф(o)o2v+l do
0 0

СЮ СЮ

р (х)ТІ .А (ox)x2v+ 1dx) х
0 0

0 0

хф (o )o 2v+1do =  

р ( х ) і (o£)jV(ox)x2l'+ldXj х 

хф (о )о 2и+ 1 do =
СЮ

=  У  ф (о)^ (о£)о2и+1х 
0

СЮ

х ^  р(х)Іи (ох)х2и+ ^ х ^ о  =  
0

СЮ

ф(o)FB [р](о)Іи (о£)о^ + ^ 0 =  
0 

=  Fв ̂ в  [р] ■ ф](£).
Тут ми скористалися теоремою Фубіні, 

врахувавши, що збіжним є інтеграл
СЮ СЮ

(зазначимо, що остання рівність записана, 
поки-що, формально).

Нехай

3 (£) :=  І Т ф ) ^ |ф|(х)х2и+1 ̂0

Тоді

' !ф(а)р(х)іи(ох) і (ô £)|ô2v+1 х 2и+1 dâ J&х. 
о о

Отже,

(Е- [/ * р],ф) =  (/,Ев [е в [р] • ф]) =

=  (Ев [/],Ев [р] • ф) =

=  (Ев [/] • Ев [р] ,ф), Уф Є 9м,р.

Обґрунтуємо коректність проведених в
(6) перетворень. Для цього введемо позна
чення:

г

Аг(£) :=  У  ф(о)Ев [р] (о ) І (о £ )о ^ +1 ̂ , Г  >  0. 
о

З(£) =  ТІр(х)^ /  ф(о)іи(ox )o 2l'+ldô j х Для доведення (6) досить показати, що
Лр (£) 3  (£) при г — + о  у просторі ФV

в,1 ,
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тобто аг(£) :=  3(£) — Лг(£) ^  0 при г ^  
за топологією простору Ф, 7. Це означає, що: 

1) сім’я функцій [ а г,г >  1} обмежена в 
Ф, 7, тобто

Ур Є Ъ+ Бе =  е(р) >  0 Уг >  0 \а.Г \\р <  е;

2) для довільного т Є сім’я функцій 
[ В 2таг,г >  0} збігається до нуля при г ^  

рівномірно на кожному відрізку [а, Ь] С 
[0, +то).

Доведемо 1). Для довільного т Є ма
ємо, що

Розглянемо функції

В ^ Л ,,+(£) =  шах(В;2т Лг (£), 0),

В ^Л *,-(£) =  -  шіп(Д2т Лг(£), 0), 

які є невід’ємними і врахуємо те, що

\о2ТЛг (£)| =  В ^ Л ,,+(£)+

+ Б ІтЛГ--(£ ) < 2|В|т 3(£)|.

Отже,

Щ таг(£)| < 3 ^ 3 (£)|

Д2т3 (£) =  ф ( о ^ в [р](о)В|т Іу(о£)o 2v+1do■ =  Щ ^ Г Е в [Тв [р] ■ Ф](£))|, у г >  0.

. (7)Диференціювання тут по £ під знаком інте
грала можливе, оскільки вказаний інтеграл 
є рівномірно збіжним відносно параметра £. 
Справді, із інтегрального зображення Пуас
сона нормованої функції Бесселя випливає 
нерівність

О І тіи(о£)| < 2 Л о 2т,о  > 0, £ Є Е.

Оскільки ф ■ F в [р] Є 9м,р, то звідси та 
з останньої нерівності дістаємо, що інтеграл

Оскільки В 2тЕ в  ̂ в  [р] ■ ф]) Є ФД , 7, якщо 
р Є Фивгі, ф Є 9м,Р, то

Л(£^ ^ В ^ а г (£)| < 3Л(£)Ш0+ х 

Х ^ Е в  [Ев [р] • ф](£ ))| < От,

У£ Є (0, Ж ) ,

де стала от >  0 не залежить від г. Звідси 
дістаємо, що сім’я функцій [ а г,г >  0} обме
жена в Ф, 7.

Властивість 2) випливає з рівномірної збі-
ч7) є рівномірно збіжним по параметру £. жності інтеграла (7) по £ (рівномірн°ї' на ко- 
Із рівномірної збіжності (по £) інтеграла жному відрізку [а,Ь] С [0, то )), встановленої
(7) випливає рівномірна збіжність інтегра- раніше, бо тоді 
лів (по £) +Ю

ф(o)Fв [р](о)В'2тіи (o£)o2v+1do — 0
ОІтаг(£) =  J  ф(o)Fв[р](о)ВІтіи(о£)х

Г

УV+1do,х о

ВІтЛг (£) Ф(£)Fв [ р ] ( о ) В Ц  (о£)х

х o 2v+1do, т Є Z+■

Зазначимо, що

В 2таг(£) =  В 2т3 (£) -  В 2тЛг(£) ,т Є Х+.

Тоді

Фу •в, іВ ^ а г (£)| < В І т3 (£)| +  В Е Л , (£)|.
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при г — + о  рівномірно по £ Є [а, Ь] С [0, о )  
як залишок збіжного інтеграла.

Теорема доведена.
З доведеної теореми випливає також, що 

якщо функціонал / Є (ФД 1У є згортувачем 
у просторі ФД 1, то Fв [/] -  мультиплікатор у 
просторі 9м,р.

Н аслідок 2. Нехай узагальнена функція 
/ Є (ФД 1)  задовольняє умови: 1) Fв [/] -  
мультиплікатор у просторі 9м,р; 2) для до
вільної функції р Є ФД 1 згортка / * р поро
джує регулярну узагальнену функцію з про
стору (ФД 7У • Тоді / -  згортувач у просторі

61

г



Справді, урахувавши умови 1), 2), як і 
при доведенні теореми 1 встановлюємо, що

Уф Є 9м,р : ф в [/ * р],Ф) =  (/ * р ,Фв [Ф]) =
СЮ

=  J ( /  * р)(х )фв[ф](х)х2̂ +Мх =  
о

=  ф в [/] • фв [р] ,ф),
тобто Фв [/ * р] =  Фв [/] • Фв [р], при цьому 
ф :=  Фв[/] • Фв[р] Є 9м,р. Отже, Ф - 1 [/ * р] =  
сиф, або /*р =  с„Фв [ф] Є Фв7, що й потрібно 
було довести.

Символом 9'м р позначатимемо суку
пність усіх лінійних неперервних функціо
налів, заданих на 9м,р, зі слабкою збіжністю. 
Елементи простору 9'м р також називатиме
мо узагальненими функціями. Перетворен
ня Бесселя узагальненої функції / Є 9'м р 
визначимо за допомогою співвідношення

(Фв[/],р)  =  і/Ф-фр]) ,  Ур Є Фв,7- (8)

Із (8) випливає, що Фв [/] Є (Фв п )'.
Теорема 2. Якщо узагальнена функція 

/ Є 9'м р -  мультиплікатор у просторі 9м,р, 
то її перетворення Фур’є -  згортувач у 
просторі Фв 7 •

Д оведення. Згідно з означенням згор
тки узагальненої функції з основною маємо, 
що

Фв [Л * р  =  (Фв |/ ] .Т|р(х)) =
=  ( / Х р Щ р(х)]), Ур Є Фв,,..

Зазначимо також, що з умови теореми ви
пливає, що функціонал /є регулярною уза
гальненою функцією. Оскільки

Ф- 1 [ТХ р (х)] =  За Ф О ^ Ф р Ф Ф ,

то

Фв [/] * р =  (/,За Ф О ^ Ф р ф е ф  =

=  У  /(°)3а(аф Ф- 1[р](а)а2,'+ 19а =  
о

=  Фв[/ • Ф - 1 [р]].
Звідси випливає, що Фв [/ • Ф -  1[р]] Є Фв7, бо 
/ • Ф - 1 [р] Є 9м,р (тут враховано, що Ф- 1 [р] Є
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вм,Р, якщо т Є Ф ^ , а f  -  мультиплікатор у 
просторі вм,р).

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ
1. Мартинюк О.В. Задача Коші для сингуляр

них еволюційних рівнянь у зліченно-нормованих 
просторах нескінченно диференційовних функцій. I. 
j  О.В. Мартинюк j j  Математичне та комп’ютерне 
моделювання. Серія: фізико-математичні науки: зб. 
наук. праць. -  Кам’янець-Подільський: Кам’янець- 
Подільський національний університет імені !вана 
Огієнка, 2011. -  Вип. 5. -  С. 179-192.

2. Мартинюк О.В. Задача Коші для сингуляр
них еволюційних рівнянь у зліченно-нормованих 
просторах нескінченно диференційовних функцій.
II. j  О.В. Мартинюк j j  Математичне та комп’ю
терне моделювання. Серія: фізико-математичні на
уки: зб. наук. праць. -  Кам’янець-Подільський: 
Кам’янець-Подільський національний університет 
імені !вана Огієнка, 2011. -  Вип. 6. -  С..

3. Левитан Б.И. Разложение по функциям Бес
селя в ряды и интегралы Фурье j Б.И. Левитан j j  
Успехи мат. наук. -  1951. -  Т. 6, вып. 2. -  С. 102 -  
143.

4. Житомирский Я.И. Задача Коши для систем 
линейных уравнений в частных производных с диф
ференциальным оператором Бесселя j Я.И. Жито
мирский j j  Матем. сб. -  1955. -  Т. 36, № 2. -  С. 
299-310.

5. Гельфанд И.М. Пространства основных и обоб
щенных функций j И.М. Гельфанд, Г.Е. Шилов. -  
М.: Физматгиз, 1958. -  307 с.

6. Городецький В.В. Граничні властивості глад
ких у шарі розв’язків рівнянь параболічного типу j 
Василь Васильович Городецький. -  Чернівці: Рута, 
1998. -  225 с.

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2Ql2. -  Т. 2, № l.


