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С Л А Б К А  З Б Ж Ш С Т Ь  С Ш ’Ї Н АП Ш М АРК О В СЬ К И Х ПРОЦЕСШ  ДО  
ДИФУЗХЙНОГО ПРОЦЕСУ

Сформульовано достатні умови слабкої збіжності сім’ї напівмарковських процесів до 
дифузійного процесу у серії з малим параметром є > 0, є ^  0 у термінах локальних характе­
ристик напівмарковського процесу.

Suffident сопііШоп8 of weak convergence of the famhy of semriMarkov processes to a (1Жи8юп 
process іп the series whh a small parameter є > 0, є ^  0 іп terms of local characteristics of the 
semriMarkov process are formulated.

Вступ. Задача слабкої збіжності напів­
марковських процесів(НМП) розглядалася 
в багатьох роботах (див. наприклад [1, 2, 
3, 4]). Дана проблема є важливою, оскільки 
НМП описують велику кількість реальних 
процесів, що зутрічаються при досліджен­
нях в економіці, фізиці і т.д. Основними від­
мінностями даної роботи від роботи [4] є на­
ступні:

1. У роботі [4] при доведенні слабкої збі­
жності вимагається існування грани­
чного компенсуючого оператора(КО); в 
даній роботі існування граничного КО 
випливає з обмеженості 1-го та 2-го мо­
ментів величини стрибка та розкладу 
функцій ає, В є та Ь(р +  єп).

2. У роботі [4] досліджується збіжність 
НМП £є(і) та її характеристики; в да­
ній роботі, аналогічно [1], введено допо­
міжний двокомпонентний марковський 
процес £є(ї),р (ї), що значно спрощує 
доведення слабкої збіжності.

3. У роботі [4] коефіцієнти граничного КО 
мають досить складний вигляд; в даній 
роботі коефіцієнти граничного КО за­
писані більш просто, що гарантує більш 
оптимальне використання доведеного 
факту збіжності при моделюванні кон­
кретних процесів.

Основна частина. Напівмарковський 
процес п(і) в евклідовому просторі Кл,9 >  1

породжується процесом марковського від­
новлення (ПМВ) (див., наприклад, [1])

(Пп,Тп),п >  0,

де Пп Є Rd -  значення напівмарковського 
процесу при t Є [тп,тп+\), тп Є R+ -  мо­
менти відновлення. Позначимо через вп := 
тп — тп-1, п >  0 -  час перебування в станах.

ПМВ визначається стохастичним ядром, 
яке задає умовні ймовірності величини 
стрибків та функції розподілу часів перебу­
вання у станах:

Q(u, dv,t) := P (Апп+ 1  Є dv, вп+і < t\^ =  и} =  

=  r(u,dv)Fu(t). 

r(u,dv) := P {Апп+і Є d v ^  =  и},

Апп+і := Пп+і — Пп,и Є Rd, dv Є R d,

Fu(t) := P {вп+і < Цпп =  и}

=  P (ви < t) ,t  > 0.

Зауважимо, що має місце співвідношення

n(t) :=  пv(t), 

де V(t) := max{n : тп < t}  -  рахуючий про-п>0
цес.

Розглянемо напівмарковський процес 
n(t) в схемі усереднення

n£(t )=  £n(t/£) - (1)
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В [1] доведено слабку збіжність процесу C2: Умови на ядро r e(u,dv): 
n£(t) ^  pit), де p(t) є розв’язком диференці­
ального рівняння a£(z,u) := I v r e(z +  su,dv) =

dpit)
' Rd

dt
=  C (p(t)), a(z) +  ea\{z, u) +  єб

B 2( z ,u ) :=  v v r £(z +  єи^у)vT у
Rd

B (z) +  $2 ,
C(u) =  a(u)b(u),a(u) := J vr(u,dv),

Rd

b(u) := (E9U)-1.

У даній роботі досліджується слабка збі- C3: Функція b(u) задовольняє умову
жність процесу

C (t) :=  єФ / є2) — р^ )/є = 

=  (є2п ^ /є2) — P(t)) /є.

Згідно (3) отримаємо

2 2  п, ип — Ь иптП =  є Гп,9,

Введемо позначення

й  :=  С(т̂  =  єП(тп) — р(є2тп)/є,
РП =  Р(є2тп).

Теорема. Нехай виконуються умови:

b(p +  єп) =  Ь(р) +  є51,51 — 0, є — 0.

C4: Збіжність початкових умов

(3) ££(0) ^  І (0) при є ^  0 

та
sup E Ц£(0)| < K  < +<х>.
Є>0

Тоді має місце слабка збіжність

e ( t )  ^  e ( t ) , s  ^  о,
(4) де І 0(t) -  дифузійний процес, що визначає­

ться генератором

1
У1: Рівномірна інтегровність(обмеженість r t ^(u) =  Ci(u, p(t))p'(u) +  ^B(p(t))^"(u), 

часу перебування в стані):
причому,

sup F u(t)dt — 0 при T — ж.
u£Rd JT

У2: Для yu Є Rd та У є >  0 ЭК >  0 така, що 

Ев-єви < 1 — Кє,  sup D9u < K  < ж;
ueRd

C1: Обмеженість першого та другого мо­
ментів величини стрибка:

/  \v\r2(u,dv) < К  < ж;
Rd

Сі{и,р{г)) =  Ь(р(г))а,1 (р(г),и), 

в (р(і)) =  ьІр(і))^2Ір(і) ) , 
а2(р{г)) =  в{р{г)) -  а2(р{г) ) .

Доведення теореми. Доведення скла­
дається з двох кроків.

Крок 1. На першому кроці розв’яжемо 
задачу сингулярного збурення для генера­
тора процесу ££(У)У >  0 ,є ^  0.

Для цього розглянемо еволюційне рівня­
ння

9р(і)
dt C (p(t)).

\v v\r2(u,dv) < К  < ж;
Rd

50

Йому відповідає оператор

Ср(у) =  С (у)^'(у),
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з напівгрупою

Ct^(v) =  ip lv  +  / C(p(s))ds) .

Аналогічно, еволюційному рівнянню
—є - і

E Ш £  +  А £ +i,v)\C =  u]

=  E [p (u +  єАпєп+і-

2вп+і \
C (р(є2Гп +  h))dh,v І \С =  u

dp£(t)
dt

—є C (p£(t)) &п + 1
Остаточно маємо

відповідають оператор

C £p(u) =  —є 1C (u)A(u)

та напівгрупа

C£p(u) =  <p [ u — є / C(p(s))ds

Лема 1. КО процесу ££(t),p(t) ,t  >  0, де 
££(t) визначений в (3), p(t) задовольняє (2), 
має вигляд

r £p-(u,v) =  є b(v +  єu) Fv+eu(ds)*
J 0

=  С%вп+1 А єг А П,А-  
аєї

Г>р (п, V) =  є -2Ь(у +  єп) І Е + є п ^ ) *
,70

J  [Cє2sCєє2sAєZ>р (п, V) -  р(п, V)] Гє^+єп, dz), 
кл
що і потрібно було довести.

Лема 1 доведена.
Лема 2. Нехай мають місце умови У2, 

С1, С2, С3 . Тоді на тест-функціях ір(п^), 
що мають обмежені похідні будь-якого по­
рядку, КО процесу £є(і),р(і) має наступне 
асимптотичне представлення

Гєр (п ^ )  =  Г0р (п ^ )  +  Яєр (п^) ,  (5)

[Ce2sC£e2sA ezр (u, v) — р(и, v)] r £(v+eu, dz), де Г0 задається співвідношенням
Rd
де

A ezр(и, v) =  р(и +  ez, v). 

Доведення. Згідно (3)

r 0'p (u,v) =  Ci(v,u)^U(u,v) +

1  в ш и (u,v) +  C (v)Av(u,v) (6)
та

A +i — A  =  є(А +i — A ) — є (рП+і — рП) =  

=  єА пП+і — є~1^ р £п+і; тПт£ — є2тп

Тут

А Рп+і =  р(є2тп+і) — р(е‘̂ тп) =

=  Р(є2 тп +  Є2вп+і) — Р(Є2тп) =
f  e2Sn+i

=  C (р(є2тп +  h))dh.
0

Отже за умови р£п =  v матимемо:

A u  рп+і) =  A u, v +  А Р£п+і) =

=  Ce2en+i A(u,v).
Аналогічно, розклавши ££п+і , отримаємо

E [ А А + 1  ,v)\& =  и] =

\R£p-(u,v)\ ^  0 ,є ^  0,р  Є C 3’2(Rd х Rd).
(7)

Доведення. Скористаємося формулою

(abc — 1) =  (a — І) +  (b — 1) +  (c — 1) +

+  (a — 1 )(b — 1) +  (c — 1 )(b — 1) +

(a — 1 )(c — 1) +  (a — 1 )(b — 1 )(c — 1). (8)
Згідно леми 1 та алгебраїчної тотожності

(8) маємо:

Г£>р (и, v) =  e -2b(v +  єи) Fv+£U(ds)*

[(C£2S — I  )^ (u,v) +  (C£2s — I  )<p(u,v)+
Rd

+  (A£Z — I )A u ,  v) +  й(є2)] r£(v +  єщ dz)
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=  І і +  і 2 +  І3 +  І4-
процесиСкористаємося рівняннями для напів- 1 ^ 

груп [2]:

Введемо до розгляду наступні допоміжні

C22S — I

СЄ2„ -  I

C / C22hdh,
t
гєв

С Ч  СЄє2̂ Н.
Jo

Тоді для доданка І2, враховуючи власти­
вості напівгруп та умову 0 3  , маємо:

І2 =  є 2b(v +  єu) Fv+2u(ds)*

C C22hdhp(u, v )r2(v +  єт, dz)

С(і) := £ (і),р(і)),
дє(і) := р ( ( є(і)) +  Є^і.

Лема 3. Нехай виконуються умови тео­
реми. Тоді £є(і),і  > 0,є >  0 -  відносно ком­
пактна сім’я.

Для встановлення відносної компактно­
сті сім’ї £є згідно теореми 1.4.6 [2] доста­
тньо показати субмартингальність випадко­
вого процесу дє(і) для невід’ємної фінітної 
нескінчено диференційовної функції р та де­
якої константи Є^ >  0.

Розглянемо спочатку два допоміжних 
твердження.

Лема 4. Нехай КО Гє заданий (5). Тоді 
має місце нерівність:

Rd

=  Ь(у +  єи) J Fv+£U(ds) J  вСір(и,у)*
0 кл

Гфу +  є и ^ г ) +  о(є) =  С (у)р[ (и,у) +  о(є). 
Аналогічно для І і +  І3 отримаємо

Іі +  Із =  є - 2Ь(у +  єи) Fv+£u(ds)*

\r 2p (u,v)\ < Cv (9)

для тест-функцій р Є С0’2(К2(1) простору фі­
нітних обмежених неперервних функцій, що 
мають обмежені похідні до порядку 3 та 2 
включно.

Для функції р0 (и,у) =  л/1 +  и2 +  У2,

r 2pt(u) < Cipt(u), \u\ < l, :io)

[(^ 2S — 1 ) +  (^ 2Z — 1 )]
Rd

p(u, v )r2(v +  єu, dz) =

Ci(v, u)pu(u,v) +  2  B w u (u>v) + о(є)■

де константа Єї залежить від функції р0, але 
не залежить від є > 0.

Доведення. Скористаємося результатом 
леми 2:

\Гєр(п,у) \ =  \Г0р(п,у) +  Еєр(п,у)\ <

< \Г0р(п,у)\ +  \Кєр(п,у)\ <

sup \b(v)a1 (v,u)p'u(u,v) +
(u,v)ER2d

+  sup
(u,v)ER2d

+ C (v)pV (u,v)\+ 
1
2  pu(u,v) ( b(v)B(v)+

З розкладу (Сє2вCєє2вAєz -  І ) згідно (8) 
розглянуто доданки (Сє2в — І ) та (Сє2в —
І ) +  (Аєг — І ), за допомогою яких будується 
Г0. Неважко перевірити, що при виконанні 
С1-С3 сума всіх інших доданків є о(1) при
є ^  0.

Для знехтуючого члена Кєр(п,у)  не бу­
демо виписувати явний вигляд, оскільки він 
дуже громіздкий.

Лема 2 доведена.
Крок 2. На другому кроці доведемо 

слабку збіжність £є(і). Для цього, згідно
[4, 1], доведемо відносну компактність сш ’-ї ємо7 що~“ ~ ~вир~"\рі(щу)\ <
процесів £є(і),р(і) ,і  >  0, є ^  0. {и^)ек2л

++  s Fv(ds)C (v) — 2C(v)a(v)
t

+  sup \R2p(u,v)\
(u,v)ER2d

За означенням тест-функції p ма-
K <
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ж , sup \p"a (u,v)\ < К  < ж,
(u,v)ER2d

sup \p'v (u,v)\ < К  < ж,
(u,v)ER2d

sup \p(u,v)\ < К  < ж . Для доведення
(u,v)ER2d

+ Е
Гт+(s) ґ  \

/  +  /  r 2p(C(u))du\A2s
Is Jt% (t)J

+ C (t — т+ (t) — s +  т+ (s))-

+

За лемою 5 два останні доданки пряму-леми залишилось скористатися умовою  ̂ . . ють до 0 при є —> 0. Згідно леми 4обмеженості першого та другого моментів
С1 , умовою розкладу С2 та умовою У 2 , з Г Гт+(і)
якої випливає, що \Ь(п)\ < с < ж. Е

Тоді т%(s)
(rep(£ 2(u)) +  Cv)du\A2 0.

\Г£р(и)\ < сК  (1 +  є) < С^  

де стала К  =  К (р) -  залежна лише від р,
Єу := 2с К .

Для доведення умови (10) достатньо 
нагадати властивості функції р0(п) =  
\/і +  п2 +  у2, а саме:

\(р0(п,у )Уи\ < 1 < р0(п), 

\(ро(п,у))Іь \ < р0(п),

\(р0(п, у ))1 \ < 1 < р0(п), 

\(р0(и ,у ))'1 \ < р0(п),

Лема 4 доведена.
Лема 5 [3]. Нехай сім’я моментів віднов­

лення 9и,п Є Кл, що мають функції розпо­
ділу Уи, задовольняє умови У 1 , У 2 .

Тоді має місце наступне співвідношення

Р [ max Y2(t) А $ — 0, є — 0,'о< t<T 1

для будь-яких 5 >  0 та Т >  0, де ^£(і) := 
і -  т£ ( ) .

Доведення леми 3. Доведемо, що ви­
падковий процес д£(Ь) є невід’ємним субмар­
тингалом відносно потоку а - алгебр р  := 
а (т£^)^ < Ь), де т£(Ь) =  т£(ї) +  1 :

Е [д£(і) -  д£ д а : ]  =

=  Е [р(С (і)) -  р(С +  С<?(і -  ^  =

= E

E

r 2p(Z 2(u))du\A2s +  Cv(t — s)

F (t)

т1 (s)
( r 2p(Z 2(u)) +  Cv)du\A2s +

Вимірність процесу д£(Ь) відносно потоку 
Р  очевидна.

Таким чином, (д£(Ь), А£) -  невід’ємний су­
бмартингал.

Лема 3 доведена.
Доведення теореми. Згідно з лемою 3 

С£(і),і  >  0 ,є > 0 -  відносно компактна 
сім’я. Для завершення доведення теореми 
залишилося показати, що граничний розпо­
діл єдиний. Для цього достатньо довести, що 
сім’я ££(Ь) збігається до мартингала.

Введемо до розгляду випадкові процеси

С £ (і) := С £(т£ (і ) ) ,С(і)  := С £(т£(і)),і > 0,

де т£(Ь) =  т£(Ь) +  1 .
Розглянемо випадковий процес

рЄ := p(Z2(t)) — r"p(C(s))ds.
t

Тоді

Ept =  E[p(C (t)) — p(Z+ (t))] +

r тI (t)
+ E p(C+(t)) — Гє p(Z Є (s))ds +

+ E
т̂+(t)

r 2p(Z Є (s))ds +

+ E  F[p(C2 (s)) — p(C(s))]ds+

+ Е  [Гєр ( ( є(з)) — Гі0р ( ( є(8))]9з.
0

Третій доданок за лемами 4 і 5 задоволь­
няє співвідношення

Г т+(0
Е ^  Гєр ( С Ш з  ^  0 при є ^  0.
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Аналогічно доводиться збіжність до 0 
першого та четвертого доданків завдяки не­
перервності у(п).

Останній доданок прямує до 0 за лемою 
2, бо

1ітГєу(п) =  Г°у(п) ,у(п) Є С ^ (К 2Л)є^0

на тест-функціях у(п),  що мають рівномірно 
обмежені похідні всіх порядків.

Другий доданок рівний

Р)

П  =  V (С+ М ) -  !  Гєу  « +  (8)) й8
0

і має мартингальну властивість згідно леми 
6.1 в [1].

Скористаємося його мартингальною вла­
стивістю:

4. Свириденко М.Н. Об условиях сходимости се­
мейства полумарковских процессов к марков­
скому процессу. -  М.: Препринт МЫТИЩИ. -  
1986. -  17 с.

5. Sviridenko M.N. Martingale characterization of 
limit distributions in the space of functions wi­
thout discontinuities of second kind / /  Math. 
Notes. -  1998.- 43, No 5. -  P. 398-402.

Е$Є =  Е ( є(0) =  Е у ( ( є(0)). 
Остаточно маємо: 

Е ^є =  Е,А ( є(0)) +  гє,

де гє — 0 при є — 0.
Тепер з умови 0 4  отримуємо:

е ^і =  Е У((  ̂ ,

тобто ^-мартингал.
Таким чином, всі умови слабкої збіжно­

сті виконані, а саме відносна компактність 
сім’ї процесів та мартингальність гранично­
го процесу. Також за лемою 2 має місце збі­
жність КО до генератора дифузійного про­
цесу, що гарантує виконання твердження те­
ореми.

Теорема доведена.
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