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П РО  Е К В ІВ А Л Е Н Т Н ІС Т Ь  Д Е Я К И Х  О П Е Р А Т О Р ІВ , П О В ’Я З А Н И Х  З 
О П Е Р А Т О Р О М  П О М М ’Є

У просторах функцій, аналітичних у кругових областях, досліджені умови еквівален­
тності збурень операторів множення на незалежну змінну функціями від оператора Помм’є.

The conditions of equivalence perturbations of the operator of multiplication by the 
independent variable functions of the Pommiez operator in the spaces of functions analytic in 
the circular domains are established.

Через Лд, 0 < Я < ж, (відповідно Лд , 
0 < Я <  ж ,) позначимо простір усіх фун­
кцій, які аналітичні в крузі \г\ < Я (відпо­
відно в крузі \г\ <  Я), що наділений загаль­
ноприйнятою топологією [1]. Нехай А -  опе­
ратор Помм’є, який лінійно та неперервно 
діє у цих просторах за правилом

( А / ) (z)
f (z)-f(0) / nw у ; при z =  0; 
/'(0) при z =  0.

К —  х К Гп.N (т)
Лема 1. Нехай Т -  лінійний неперерв­

ний оператор, що діє у просторі А д . Тоді 
його характеристична функція

t(X, z) =  T
1

1 — Az (1)

У роботах [2]-[6] досліджені умови екві­
валентності операторів скінченного поряд­
ку відносно оператора Помм’є у просторах 
функцій, аналітичних у відкритих областях. 
В цій статті вивчені умови еквівалентно­
сті операторів, пов’язаних з операторами 
Помм’є, у просторах функцій, аналітичних у 
відкритих та замкнених кругових областях. 
Для цього використовуються характеристи­
чні функції лінійних неперервних операто­
рів, що діють у цих просторах і побудова­
ні за допомогою власних функцій оператора 
Помм’є.

Наведемо спочатку деякі допоміжні твер­
дження. Нехай 0 < Я < ж і (гп)ПР=1 -  
деяка монотонно зростаюча до Я послідов­
ність додатних чисел. Нагадаємо, що фун­
кція д(А, г) називається локально аналіти­
чною на множині К д—і х К д  якщо:
1) Уп Є N З Х (п) Є N таке, що д(А, г ) є ана­
літичною на множині К —і х К г ;Р АТҐ \ ' П 5N (п)
2) при т > п функція д(А, г) набуває одна­
кових значень на перерізі множин К г—і хГ N(т)
К г та К г—і х К г , тобто на множиніт Г N (п)

локально аналітична на множині К д—і х 
К д . При цьому для довільної функції / Є 
Лд при \г\ < гп виконується рівність

(Т/)(г> = 2 Ь Л <*’ (2)
1п

де рп =  {А Є С : \А\ =  г - 1{п)+1], а число 
N (п) вибирається для п Є N за означенням 
локально аналітичної функції ї(А, г).

Навпаки, для довільної локально аналі­
тичної на множині К д—і х К д функції 
ї(А, г) формулою (2) визначається лінійний 
неперервний оператор Т  : Лд ^  Лд . При 
цьому функція ї(А, г) є характеристичною 
функцією оператора Т.

З леми 1 випливає, що формулами (1) 
та (2) встановлюється взаємно однозначна 
відповідність між лінійними неперервними 
операторами Т  : Лд ^  Лд та їхніми хара­
ктеристичними функціями вигляду ї(А, г) =  
Т  ( р Т © , які локально аналітичні на множи­
ні К  д—і х Кд.  Множину всіх лінійних непе­
рервних операторів, що діють у просторі Лд, 
позначатимемо через С(Лд).

Зауваження 1. Якщо через ї(А,г) =  
Т позначити характеристичну за
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Кете [1] функцію лінійного неперервного 
оператора Т  : Лд ^  Лд , то при \г\ < тп 
і \А\ > (п) виконується рівність

* и * )  =  £  Ш  - (3)к=0
де рк(г) =  Т гк, к =  0 ,1 ,. ... Оскільки на

СЮ
множині *  =  и  к -  , х К г виконує-

п=1 М (п)Ю
ться  рівність і(А, г) =  У  а (г )А к, т о  фун-

к=0
кція і (А, г) є аналогом перетворення Бореля 
функціїі(А, г) по параметру А.

Наведемо зв’язок між лінійними непе­
рервними операторами Т  : Лд ^  Лд та 
їхніми характеристичними функціями виду 
ї(А,г) =  Т  (угу^) • Зафіксуємо довільну по­
слідовність додатних чисел (гп)Ю=ь яка мо­
нотонно спадаючи прямує до Я, де 0 < Я <  
то. Нехай ї(А,г) є характеристичною фун­
кцією оператора Т  : Лд ^  Лд . Тоді функція 
ї(А, г) володіє властивістю: Уп Є N ЗХ(п) Є 
N таке, що ї(А, г) є аналітичною при \А\ < Ф 
і \г\ < гм(п). Таким чином, характеристична 
функція ї(А, г) оператора Т  : Лд ^  Лд  є ло­
кально аналітичною на множині К д-і х К д .

Лема 2. Нехай Т -  лінійний неперерв­
ний оператор, що діє у просторі Лд . То­
ді його характеристична функція ї(А, г ) =  
Т  ( 1_1л̂  є локально аналітичною на мно­
жині К д-і х К д . При цьому для довільної 
функції / (г) Є Лд при \г\ < тN(п) виконує­
ться рівність

(Т/) ( г ) = Ы 1  ̂ г ) / (х і (4)
1п

де уп =  {А Є С : \А\ =  }, а число N (п)
вибирається для п Є N за означенням ло­
кально аналітичної функції ї(А, г).

Навпаки, для довільної локально аналі­
тичної на множині К д -і х К д функції 
ї(А, г) формулою (4) визначається лінійний 
неперервний оператор Т  : Лд ^  Лд . При 
цьому функція ї(А, г) є характеристичною 
функцією оператора Т.

Як відомо, [7] для того, щоб Ь був ліній­
ним неперервним функціоналом на просто­

рі Лд , необхідно і достатньо, щоб він зобра­
жався у вигляді

Ь ( / ) =  £  /піп, (5)
п=0

Ю
де /(г) =  У  /пгп Є Лд, а (іп)Ю=о -  послі-

п=0
довність комплексних чисел, яка задоволь­
няє умову

Ііт  Г̂\Ц  < Я. (6)п—
Позначимо через і(г) функцію виду і(г) =  

У  іпгп. Умова (6) рівносильна тому, що
п=0
функція і(г) належить до простору Л|. То­
му простір Л і  є спряженим до Лд.

Наведемо зв’язок між характеристични­
ми функціями оператора Т  та спряженого 
до нього оператора Т *.

Л ема 3. Нехай Т -  лінійний неперерв­
ний оператор, який діє у просторі Лд , і 
ї(А, г) =  Т  (утур -  його характеристична 
функція. Нехай ї*(А,г) =  Т * (уту^) -  ха­
рактеристична функція спряженого опера­
тора Т *, що діє у просторі Л| . Тоді на мно­
жині *  виконується рівність

ї(А, г) =  Ь*(г, А).

Зауважимо, що для доведення лем 1-3 ви­
користовується техніка, яка запропонована 
Кете в [1] при вивченні інтегрального зо­
браження лінійних неперервних операторів, 
що діють у просторах аналітичних функцій.
Нагадаємо, що формулою с(Д) =  У  спА п,

п=0Ю
в якій функція с(А) =  У  спАп належить до

п=0
простору Л і , описується множина усіх лі­
нійних неперервних операторів, які діють у 
просторі Лд і є переставними з оператором 
Помм’є [4]. Аналогічно описується комутант 
оператора Помм’є у просторі Лд .

Вивчимо умови еквівалентності в просто­
рі Лд оператора Яг +  с(Д) та оператора мно­
ження на незалежну змінну Ях, де с(Д) -  до­
вільний оператор, який є функцією від опе­
ратора Помм’є і діє у просторі Лд .
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Дослідимо спочатку розв’язки оператор­
ного рівняння виду

Т (ЇД +  с(А )) =  ЇД Т (7)

в класі лінійних неперервних операторів Т Є 
С(Лд ), де 0 < Я < ж. Нехай с(А) -  фун­
кція від оператора Помм’є, причому с(А) Є 
С(Лд). Припустимо, що оператор Т  з кла­
су С(Лд) задовольняє рівність (7). Нехай 
ї(А, г) =  Т  (руду) -  характеристична фун­
кція оператора Т . Візьмемо довільне нату­
ральне число п і нехай N (п) знайдене для п 
за означенням локально аналітичної на мно­
жині К  д—і х К д  функції і(А, г). Тоді при 
г Є К Гп і А Є К г—і \{0} маємоN (п)

(Т ( Ї  +  с(А )))
1

1 Аг
Т

г +  с(А)
1 Аг

Т , 'д (Аг — 1) , с(А) +  д
1 Аг

, 1 Аг

1
1 Аг

гі(А, г ).

А0с(А0) +  1 — А0г0 =  °-

мо, що р ( Лс(Л)+Л

=  - Ар(г ) +  (у°(А') +  д )  і(А>г )>

де р(г)  належить до простору Лд, причому 
р(г)  =  Т 1. З іншого боку при таких самих г 
та А отримуємо, що

(9)

С : \А — А0\ < 4 }  такий, що У(А0) С К г—і іN (п)
для довільного А Є У  (А0) відповідна точка 
г =  Лс (Д)+1 належить множині К Гп. Покла- 
даючи в (8) А Є У$(А0) і г =  Лс(Д̂+1, одержи-

0. Нехай и  =  д (У  (А0)),

де д(А) =  Лс М+1. Оскільки функція д(А) від­
мінна від сталої і є аналітичною на множині 
У(А0), то за принципом збереження обла­
сті при відображенні за допомогою аналіти­
чних функцій, множина и  є околом точки 
г0, причому и  С К Гп. Тому р(г) =  0 при 
г Є и . За теоремою єдиності для аналіти­
чних функцій звідси випливає, що р(г) =  0 
в К Гп. Таким чином, р(г) =  0 при \г\ < Я 
і з рівності (8) випливає, що ї(А, г ) =  0 при 
г Є К г і А Є К г—і . Відновлюючи опера-п Щ (п)
тор Т  за його характеристичною функцією 
одержуємо, що Т  =  0.

2° Нехай для довільної точки г Є Кд  і 
для довільної точки точки А Є К д—і вико­
нується умова

Ас(А) +  1 — Аг =  0.

Тоді при \А\ < д  виконується нерівність 
> Я. Звідси випливає, що Ас(А) +Лс(Л) + 1

Л
=  0 при \А\ < д  і

Тому з рівності (7) випливає, що

(Ас(А) +  1 — Аг)ї(А, г) =  р(г) (8)

пРи г Є К гп і А Є К г-і \{0}.N (п)
Подальші дослідження здійснюються рі­

зними методами, в залежності від того, чи 
Я є скінченним, або ж Я =  то.

Нехай спочатку Я <  то. Розглянемо два 
можливі випадки.

1° Нехай існують точки г0 Є К д  і Ао Є 
К д —і такі, що

А
1 +  Ас(А)

1< — 
-  Я

(10)

при \А\ < д .За лемою Шварца з (10
ває, що 
чином,

Л
1+Лс(Л)

випли-
< \А\ при \А\ < д . Таким

1
1 +  Ас(А)

1 (11)

Вважатимемо п настільки великим, щоб то­
чка г0 Є К Гп. Оскільки функція с(А) є не­
перервною в точці А0 і виконується рівність
(9), то існує окіл точки А0 виду У(А0) =  {А Є

при \А\ < д . За принципом максимума мо­
дуля з (11) одержуємо, що с(А) =  0 при
\А\ < д .

Таким чином, у випадку Я < ж опера- 
торне рівняння (7) в класі операторів Т Є 
С(Лд) має ненульовий розв’язок тоді і тіль­
ки тоді, коли с(А) =  0. Звідси одержуємо 
наступне твердження.

Теорема 1. Нехай оператор с(А) Є 
С(Лд ), причому Я < ж. Для того, щоб опе­
ратор иу +  с(А) був еквівалентним у про­

46 Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2012. -  Т. 2, № 1.



сторі Лд до оператора Цг необхідно і доста­
тньо, щоб с (Д) =  0 .

Нехай тепер Я =  то і оператор Т , який 
задовольняє рівність (7), є ненульовим. Тоді 
для досить великих п при г Є К Гп і А Є 
К г-і виконується умова Ас(А) +  1 — Аг =  0.N (п)
Тому з (8) випливає, що 

і (А,г) А(г)
Ас(А) +  1 — Аг

(12)

при г Є К Гп і А Є К г-і . Навпаки, у випадкуN(n)
Я =  то для довільної функції ір(г) Є ЛЮ 
і для довільної функції с (А) Є Л0 функція 
і (А, г ) , яка визначається формулою (12), є 
локально аналітичною на множині { 0} х С і 
є правильним наступне твердження.

Лема 4. Нехай с(А) Є Л0. Для того, щоб 
оператор Т належав до класу £ (Л Ю) і задо­
вольняв співвідношення (7) необхідно і до­
статньо, щоб його характеристична фун­
кція і(А ,г) зображалася у вигляді (12), де 
А(г) Є Лю.

Дослідження умов еквівалентності опера­
торів иг +  с(Д) та иг у просторі ЛЮ зводи­
ться до вивчення умов оборотності в просто­
рі ЛЮ оператора Т , характеристична фун­
кція якого визначається формулою (12). Пі­
зніше ми покажемо, що для довільної фун­
кції с(А) Є Л0 і ір(г) =  1 відповідний опера­
тор Т  є ізоморфізмом простору ЛЮ.

Для функції А(г) з простору Лд, 0 < Я < 
то, або з простору Лд, 0 < Я < то, через и,' * 
позначатимемо оператор множення на фун­
кцію <р(г), який лінійно і неперервно діє у 
відповідному просторі. За лемою 3 Д* =  иг 
і и* =  а(Д). Скориставшись лемою 3 і тео­
ремою 1, одержуємо наступне твердження.

Теорема 2. Нехай ф(г) Є Лд , причо­
му 0 < Я < то. Для того, щоб оператор 
Д +  и* був еквівалентним у просторі Лд 
до оператора Д необхідно і достатньо, щоб 
А(г) =  °.

Вивчимо далі умови еквівалентності опе­
раторів Д +  и  * та Д у просторі Л0. Скори­
ставшись переходом до спряжених операто­
рів і лемою 4, одержуємо, що є правильним 
наступне твердження.

Лема 5. Нехай р(г) Є Л0. Для того,

щоб оператор Т Є С(Л0) і задовольняв рів­
няння

(А +  иДТ  =  Т  А. (13)
необхідно і достатньо, щоб його характе­
ристична функція Ь(\,г) зображалася фор­
мулою

і (А,г) ф(А)
гу>(г) +  1 — Аг’

(14)

в якій ф(А) -  довільна ціла функція.
Зобразимо оператор Т , характеристична 

функція якого подається у вигляді (14), 
в іншому вигляді. Розглянемо оператори:
(Ті /) ( г )  =  Т + Д . № / ) ( ; )  =  / ( і+гЩ Ц .
(Тз/)(г) =  (ф (Д )/)(г). Оскільки ^(г) Є Л0 

і ф(А) Є ЛЮ, то ці оператори належать 
до класу £(Л 0). Тоді Т  =  ТуТ2Т3, оскільки 
характеристична функція оператора Т1Т2Т3 
збігається з функцією і(А, г), яка визначає­
ться формулою (14).

Покажемо, що для довільної функції ір(г) 
серед операторів Т , характеристичні фун­
кції яких зображаються у вигляді (14), існує 
ізоморфізм простору Л0. Візьмемо ф(А) =  1. 
Тоді оператор Т3 =  Е , де Е  -  одиничний опе­
ратор. Оскільки А(г) Є Л0, то оператор Т1 
є ізоморфізмом простору Л0. Ізоморфність 
оператора Т2 випливає з наступного твер­
дження.

Лема 6. Нехай функція к(г) є аналіти­
чною в точці г0 =  0 і к(0) =  0. Для то­
го, щоб оператор композиції К , який діє у 
просторі Л0 за правилом (К / )(г) =  /(к(г)), 
був ізоморфізмом простору Л0, необхідно і 
достатньо, щоб к'(0) =  0.

Д оведення. Н еобхідність. Припусти­
мо, що оператор К  є ізоморфізмом просто­
ру Л0. Тоді для функції д(г) =  г існує фун­
кція /(г) з простору Л0, для якої (К / )(г) =  
д (г ). Тому в деякому околі точки г0 =  
0 виконується рівність /(к(г )) =  г . Тоді 
/'(к (0))к '(0 ) =  1 і тому к'(0) =  0.

Д оетатш сть. Нехай к'(0) =  0. За ло­
кальним критерієм однолистості для аналі­
тичних функцій існує окіл V  =  { г  Є С : 
\г\ <  $} точки г0 =  0, в якому функція 
к(г) є однолистою. Нехай О =  к(У$). Оскіль­
ки функція к(г ) відмінна від сталої, то за
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принципом збереження області при відобра­
женні за допомогою аналітичних функцій, 
множина О є областю в С, що містить по­
чаток координат. При цьому обернена фун­
кція к- 1 (и>) є аналітичною в області О і від­
ображає О на У . Нехай Ор =  {їй Є С : 
Д\ < у }  -  це деякий круг з центром в по­
чатку координат, який міститься в О . То­
ді к- 1(и>) є аналітичною в Ор і формулою 
( К /)(г) =  / (к-1 (г)) визначається лінійний 
неперервний оператор К , який діє у просто­
рі Л0. Оскільки К К  =  К  К  =  Е , де Е  -  
одиничний оператор, то оператор К  є ізо­
морфізмом простору Л0.

Таким чином, оператор Т  є також ізомор­
фізмом простору Л0, як добуток ізоморфі- 
змів цього простору. Тому є правильною на­
ступна теорема.

Теорема 3. Для довільної функції р(г) 
з простору Л0 оператор А  +  ©  еквівален­
тний у просторі Л0 до оператора А.

Використовуючи транзитивність відно­
шення еквівалентності операторів звідси 
одержуємо наслідок.

Н аслідок 1. Нехай р 1 і р 2 -  довільні 
функції з простору Л0. Тоді оператори А  +  
и^і та А  +  © 2 еквівалентні у просторі Л0.

За допомогою переходу до спряжених 
операторів та з використанням цих твер­
джень одержуємо також умови еквівален­
тності наступних операторів у просторі ці­
лих функцій.

Н аслідок 2. Для довільної функції 
с(А) Є Л0 оператор иу +  с(А) в просторі 
Лте еквівалентний до оператора .

Н аслідок 3. Для довільних функцій 
с1(А) та с2(А) з простору Л0 оператори 
иу +  с1(А) та ЇХх +  с2(А) є еквівалентними 
у просторі Лте.

Використовуючи спряжені оператори та 
відомі результати стосовно еквівалентності 
операторів Помм’є у просторах Лд, легко 
одержати умови еквівалентності відповід­
них операторів у просторах Лд . Наприклад, 
в [3] встановлено, що оператор ЇфАп еквіва­
лентний у просторі Лд  до оператора А п тоді 
і тільки тоді, коли р(г ) =  ега, де а Є К у ви­
падку Я < ж, або ж р(г) =  С , де С Є С \{0}
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у випадку R  =  то. Звідси одержуємо насту­
пні твердження.

Н аслідок 4. Нехай с(Д) Є L(Ä R), 0 < 
R < то, i n -  фіксоване натуральне число. 
Для того, щоб оператор Uznс(Д) був екві­
валентним у просторі ÄR до оператора Uzn 
необхідно і достатньо, щоб c(X) =  ега, де 
а Є R.

Н аслідок 5. Нехай с(Д) Є L(Ä0), і n -  
фіксоване натуральне число. Для того, щоб 
оператор Uzn с(Д) був еквівалентним у про­
сторі Ä0 до оператора Uzn необхідно і до­
статньо, щоб c(X) =  C , де C Є C \ {0 }.
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