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П РО  П Р О Д О В Ж Е Н Н Я  Н А Р ІЗ Н О  Н Е П Е Р Е Р В Н И Х  Ф У Н К Ц ІЙ

Досліджується можливість продовження нарізно неперервної функції з підмножини до
бутку топологічних просторів. Вивчаються також дєякі властивосте функціонально замкне
них підмножин евклідової площини, наділеної хрест-топологією.

We rnvestigate the externHMEy of a separately continuous function from a subset of a product 
of topolog^a! spaces. We obtarn also several properties of functionally closed subsets of the Euch- 
d!an plane eqrnpped whh the cross-topology.

1. В ступ
Нехай X , У  і У -  топологічні просто

ри. Для функції / : X  х У ^  У і точки 
(х,у) Є X  х У  позначимо

/ Х(У) =  /у (х ) =  / (х ,У) -
Функція / називається нарізно неперерв
ною, якщо для всіх (х,у) Є X  х У  функції 
/Х : У ^  У і /у : X  ^  У неперервні.

Символом С ( X ) (С*( X )) ми будемо по
значати сукупність усіх (обмежених) непе
рервних дійснозначних функцій на X .

Функція / : X  ^  У  належить до пер
шого класу Бера, якщо / є поточковою гра
ницею послідовності неперервних функцій 
/п : X  ^  У . Сукупність всіх функцій пер
шого класу Бера з X  в У  ми позначаємо 
через В і(X, У ).

Через С (/) і В (/ ) ми позначатимемо мно
жини точок неперервності і розриву функції 
/ відповідно.

Згідно з класичною теоремою Тітце- 
Урисона [6, с. 116], кожну неперервну дій- 
снозначну функцію, визначену на замкненій 
підмножині нормального простору, можна 
продовжити до неперервної функції на весь 
простір. Розвитком теореми Тітце-Урисона 
є теорема Дуґунджі [1, с. 86], яка твердить, 
що довільну неперервну функцію, яка ви
значена на замкненій підмножині метризов- 
ного простору і набуває значень у локально 
опуклому просторі, можна продовжити до 
неперервної функції на весь простір.

На добутку X  х У  топологічних просторів 
X  і У  природно виникає топологія а нарі

зної неперервності, тобто найслабша тополо
гія на X  х У , відносно якої всі нарізно непе
рервні функції є неперервними. Відомо (див.
[8], [3]), що навіть для X  =  У =  К топологія 
а не є регулярною і теорема Тітце-Урисона 
не має місце для функцій / : ( X 2, а) ^  К (це 
пов’язано з тим фактом, що кожна функція 
на діагоналі є а-неперервною). Тому при
родно виникає задача про продовження а- 
неперервних функцій.

У цій статті ми спочатку доводимо ана
лог теореми Дуґунджі про продовження а- 
неперервних функцій з множин А х В в до
бутку метризовних просторів X  і У , і по
казуємо, що послабити умову метризовності 
до нормальності не можна. Далі, в пункті 3, 
ми отримуємо необхідні і достатні умови мо
жливості продовження дійснозначної обме
женої неперервної функції, визначеної на 
підмножині топологічного простору. В че
твертому пункті ми встановлюємо деякі вла
стивості функціонально замкнених підмно- 
жин евклідової площини, наділеної хрест- 
топологією.

2. Теореми Д уґу н д ж і та Т ітце- 
У рисона для нарізно неперервних від
ображ ень

Теорема 1. Нехай X  та У -  метризов- 
ні простори, У -  локально опуклий про
стір, множини Вх і Ву замкнені в X  та 
У відповідно. Тоді кожну нарізно неперерв
ну функцію / : Вх  х Ву ^  У можна 
продовжити до нарізно неперервної функції 
д : X  х У У .
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Доведення. Для кожної точки х Є Гх  
розглянемо асоційоване відображення 
р : Гх  ^  Ср(Гу , Г ), р(х) =  і х. Оскільки 
відображення р неперервне, множина Гх  
замкнена у метризовному просторі X , а 
простір Ср( Г у ) локально опуклий, то 
за теоремою Дуґунджі існує неперервне 
відображення р : X  ^  Ср(Г у ,Г ), таке, що 
р\рх =  Р- Для кожного (х,у) Є X  х Гу  
покладемо і  (х,у) =  р(х)(у). Тоді відобра
ження f  : X  х Гу ^  Г  нарізно неперервне.

Тепер для кожного у Є Гу  розглянемо 
асоційоване відображення ф : Гу ^  Ср^ ), 
ф(у) =  іу . Оскільки відображення ф непе
рервне, множина Гу  замкнена у метризовно
му просторі У , а простір Ср^ ,  Г ) локально 
опуклий, то за теоремою Дуґунджі існує не
перервне відображення ф : У ^  Ср( X ), та
ке, що ф\гу =  Ф- Для кожної точки (х,у) Є 
X  х У  покладемо д(х,у) =  ф(у)(х). Тоді від
ображення д : X  х У ^  Г  нарізно неперерв
не.

Якщо (х,у) Є Гх  х Гу , то

д (х ,у ) =  ф (у )(х) =  ф(у)(х) =  І  у(х) =

=  1  ( х ,у ) =  р(х )(у ) =  р (х)(у ) =
=  І  х(у) =  І  (х,у).

Отже, відображення д є шуканим продовже
нням відображення і . □

П риклад 1. Існує замкнена підмножина 
Г  нормального простору X  і нарізно не
перервна функція і  : Г  х Г  ^  М, яку не 
можна продовжити до нарізно неперервної 
функції д : X  х X  М.

Доведення. Нехай Г  =  О  и {^о} -  компакти- 
фікація Александрова дискретного просто
ру О континуальної потужності. Згідно з те
оремою Тихонова [6, с. 219] можна вважати, 
що Г  є підпростором простору X  =  [0,1][0,1]. 
Оскільки множина Г  компактна, то вона за
мкнена в X . Розглянемо функцію і  : Г 2 ^  
М,

. (х у) = (  ф ж щ ° х =  у Є D ,
1 (х,у) \ 0, інакше.

Легко бачити, що і  Є С С (Г х Г, М).

Припустимо, що існує така нарізно не
перервна функція д : X  х X  ^  М, що 
д\ 2̂ =  і . Тоді д Є B 1 (X  х X,  М) згідно з 
[5, Наслідок 4], звідки і  \д Є В 1 (А, М), де 
А =  { (х ,х )  : х Є Г }. Зауважимо, що для ко
жної функції першого класу Бера к : Г  ^  М. 
існує не більше, ніж зліченна множина 
А С О, така, що к(х) =  к(ж) для всіх х Є 
О \ А, звідки випливає, що і \д Є В 1 (А, М), 
суперечність. □

3. П родовж ення обм еж ених непе
рервних функцій

Означення 1. Система Т  дійснозначних 
функцій на топологічному просторі X  нази
вається Ь-конусом (див. [9]), якщо вона має 
наступні властивості:

1 і  +  g , а f , m a x { f , g} , т іп { і ,д } Є Т  для
довільних функцій і , д  Є Т  і числа а > 
0;

2. Т  містить всі сталі функції;

3. Т  замкнена відносно взяття рівномір
ної границі.

Системи С ( X ) і С *( X ) є прикладами Ь- 
конусів на топологічному просторі X .

Означення 2. Нехай система Т  є Ь- 
конусом. Ми кажемо, що множина А С X  
Т-відокремлюється від множини В  С X , 
якщо існує функція і  Є Т , така, що А С 
і - 1(0) і В С і - 1 (1).

В [9] був встановлений такий результат.

Теорема 2. Нехай X  -  топологічний про
стір, Т  -  Ь-конус, к1 ,к2 -  обмежені дійсно- 
значні функції на X , такі, що к1(х) < к2(х) 
для всіх х Є X . Тоді наступні умови екві
валентні:
(i) існує д Є Т , таке, що к1(х) < д(х) < 
к2 (х) для всіх х Є X  ;
(ii) для будь-яких чисел а і Ь якщо а < Ь, то 
множина кі-1 ((—ж,а]) є Т-відокремною від 
множини к - 1(\Ь, +то)).

З цієї теореми випливає наступний факт.
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Теорема 3. Нехай Е -  підмножина топо
логічного простору X . Тоді наступні умови 
рівносильні:

(i) кожну функцію / Є С*(Е) можна 
продовжити до функції д Є С*(Х);

(ii) для будь-яких диз’юнктних функціо
нально замкнених множин Еі та Е2 в 
Е існують диз’юнктні функціонально за
мкнені множини Е' та Е2 в X , такі, що 
Еі =  Е' П Е при і =  1, 2.

Доведення. (і) = ^  (іі). Нехай Еі та Е2 -  
диз’юнктні функціонально замкнені в Е  
множини. Тоді існує неперервна функція 
/ : X  ^  [0,1], така, що Еі =  /- і (і — 1) при 
і =  1,2. Нехай д Є С *(Х ) -  продовжен
ня функції / .  Покладаючи Е' =  д- і (і — 1) 
при і =  1 , 2 , ми отримаємо диз’юнкті фун
кціонально замкнені множини в X , такі, що 
Еі =  Е' П Е , і =  1, 2.

(іі) = ^  (і). Нехай / -  неперервна обмеже
на функція на Е . Покладемо

h\(x) f  (x), якщо x Є E, 
inf f  (E ), якщо x Є X  \ E,

f f  (x), якщо x Є E , 
h2(X  =  \ supf (E ), якщо x Є X  \ E,

Тоді h1 (x) < h2(x) для всіх x Є X .
Зафіксуємо числа a < b. Без обмеження 

загальності можемо вважати, що inff  (E) < 
a < b < supf (E ). Позначимо F1 =
hi-1((—^,a ] ) ,  F2 =  h - 1 ([b, + ю ) ) .  Тоді Fi =  
f - 1 ((—ж, а]), а F2 =  f - 1 ([b, + ro)), звідки 
випливає, що множини F1 та F2 є диз’юн- 
ктними функціонально замкненими в E. Згі
дно з умовою (іі) існують диз’юнктні фун
кціонально замкнені множини F1 та F22 в X , 
такі, що F1 =  F1 П E  і F2 =  F'2 П E . Не
хай h Є C *(Х ) -  така функція, що F ■ =  
h- 1(i — 1), і =  1 , 2, тобто, множина F1 є F - 
відокремною від множини F2, де F  -  L-конус 
обмежених неперервних функцій. Оскільки 
F 1 С F1, а F2 С F22, то множина F1 є F -
відокремною від множини F2. Згідно з тео
ремою 2, існує функція g Є C *(Х ), така, що 
h1 (x) < g(x) < h2(x) для всіх x Є X . Тоді g 
є шуканим продовженням функції f . □

4. П ро функціонально замкнені 
множини в хрест-топології

Нехай X  і У  -  топологічні простори. По
значимо через у сукупність всіх таких під- 
множин А добутку X  х У , що для кожної 
точки (х,у)  з А існують такі околи и  та V  
точок х і у в просторах X  і У  відповідно, що 
( { x } х V ) 1 ) ( и х {у } )  С А. Система7 утворює 
деяку топологію на множині X  х У , яку ми 
називаємо хрест-топологією. Простір X  х У  
з такою топологією ми позначаємо (X  хУ ,Д .

Зауважимо, що сім’я всіх неперервних 
функцій, визначених на ( X х У ,Д ,  збігається 
з сім’єю всіх нарізно неперервних функцій 
на просторі X  х У  з топологією добутку. Та
ким чином, задача про продовження дійсно- 
значної нарізно неперервної функції, визна
ченої на підмножині Е  добутку X  х У  зводи
ться до задачі про продовження неперерв
ної функції з підпростору Е  С (X  х У,Д). 
Враховуючи умову (іі) теореми 3, природно 
поставити питання про опис функціонально 
замкнених множин простору (X  х У,^).

Означення 3. Множину А С X  х У ми 
називаємо нарізно замкненою /одноточко- 
вою/, якщо для кожного х Є X  та у Є У  
множини ( {х }  х У ) Р| А та (X  х {у}^ П А 
замкнені /одноточкові/ в просторі X  х У .

Слід зазначити, що система всіх функціо
нально замкнених множин в (К2, Д  має кон
тинуальну потужність, а потужність систе
ми всіх нарізно замкнених множин в К2 -  
це 2 е. З цього факту випливає існування 
нарізно замкненої множини, яка не є фун
кціонально замкненою в хрест-топології на 
К2, що було встановлено З. Пьотровським, 
Р. Валліном та Е. Вінглером в [10].

Зауважимо, що з [2] випливає, що до
вільна функціонально замкнена множина в 
(К2 , 7 ) є типу 0^ в К2. Виходячи з цього, 
природно запитати, чи кожна нарізно за
мкнена 0 $-множина в К2 є функціонально 
замкненою в (К2 , 7 )? Відповідь на це пита
ння негативна, як показує наступний при
клад.
П риклад 2. Нехай Q =  {гп : п Є М}, при
чому Гп =  гт при п =  т, і Е =  {(гп, П) : п Є 
М)}. Тоді множина Е є нарізно одноточко- 
вою типу 0 $ в К2, але не є функціонально 
замкненою в (К2 , 7 ).
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Доведення. Зауважимо спочатку, що 

E =  E  U L,

де L =  {(x,  0) : x Є R }, звідки E =  E \L. От
же, множина E , як різниця двох замкнених 
множин, є типу Gs в R2.

Покажемо тепер, що множина E  не є 
функціонально замкненою в (R2,y). Мірку
ючи від супротивного, припустимо, що існує 
нарізно неперервна функція f  : R2 ^  R, та
ка, що E =  f -1 (0). Зазначимо, що кожна 
точка з множини L =  E \ E  є точкою розри
ву функції f . Справді, нехай p Є E \ E . Тоді 
існує така послідовність (pn)0= 1 , що pn Є E  і 
pn ^  р. Оскільки lim f  (pn) =  0, а f  (p) =  0,
то p Є D ( f ). З іншого боку, в [7] доведено, 
що множина точок розриву довільної нарі
зно неперервної функції g : R2 ^  R в пере
тині з довільною горизонтальною або верти
кальною прямою є множиною першої кате
горії. □

Тим не менше, має місце такий результат.

Теорема 4. Нехай X  -  топологічний про
стір, такий, що X 2 -  досконало нормаль
ний, і E  С { (x ,x )  : x Є X } -  множина ти
пу Gs в X 2. Тоді множина E функціонально 
замкнена в ( X 2, у ).

Доведення. Оскільки простір X  досконало 
нормальний, то множина E  є функціональ-СО
ного типу Gs в X , тобто E =  |Д En, де всі

П=1
множини En функціонально відкриті в X . 
Тоді існує послідовність неперервних фун
кцій f n : X  ^  [0,1], така, що En =
f - 1 ((0 ,1]). Покладаючи hn,m(x) =  V fn(x), 
ми одержимо послідовність (hn>m)0=1 фун
кцій hn,m Є B 1(X,  [0,1]), яка поточково збі
гається до функції х е п . Тепер для всіх x Є X  
покладемо

О 1
h(x) =  1 pn Хеп (x) .

n=1

Тоді h Є B 1(X,  [0,1]) як сума рівномірно збі
жного ряду функцій першого класу. Крім 
того, легко бачити, що E =  h- 1 (0).

Згідно з [4] існує нарізно неперервна фун
кція f  : X 2 ^  [0,1], така, що f  (x,x) =  h(x) 
для всіх x Є X . Оскільки діагональ А =  
{ (x ,x )  : x Є X } функціонально замкнена в 
X 2, то А  =  р - 1 (0), де р : X 2 ^  [0,1] -  непе
рервна функція. Покладемо

g(x ,y ) =  f  (x ,y ) +  h(x ,y)

для всіх x ,y  Є X . Тоді g Є C C ( X 2, R). Легко 
бачити, що E =  g-1 (0). Отже, множина E 
функціонально замкнена в ( X 2,р ). □
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