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А П Р О К С И М А Ц ІЯ  С И С Т Е М  ЛХНХЙНИХ 
Д И Ф Е РЕ Н Ц Х А Л ЬН О -Ф У Н К Ц Х О Н А Л Ь Н И Х  РХВН ЯН Ь Н Е Й Т Р А Л Ь Н О ГО  

Т И П У
Розглянуто систему лінійних диференціально-функціональних рівнянь нейтрального ти­

пу, що не містить сингулярної складової. Побудовано та обгрунтовано схему апроксимації 
такої системи послідовністю систем звичайних диференціальних рівнянь.

We considered a system of linear differential-functional equations of neutral type, which does 
not contain a singular part. An approximation scheme of such a system is constructed and grounded 
by a sequence of the systems of ordinary differential equations.

Схеми апроксимації лінійних диферен­
ціально-різницевих рівнянь (ДРР) послідов­
ністю систем звичайних диференціальних 
рівнянь вперше були запропоновані в ро­
боті [1]. Для нелінійних ДРР запізнюючо- 
го типу такі задачі вивчались в [2-4], а 
для ДРР нейтрального типу в [5]. Схе­
ма апроксимації лінійних диференціально- 
функціональних рівнянь (ДФР) розглянута 
в [6]. Метою даної роботи є поширення схе­
ми апроксимації [6] для лінійних ДФР ней­
трального типу.

1. П остановка задачі. Означення та 
допом іж ні твердж ення.

Нехай Rn -  дійсний n-вимірний ліній­
ний векторний простір з деякою векторною 
нормою | • |. Для r > 0 позначимо C =  
C ([—r, 0],Rn) -  простір неперервних фун­
кцій, що відображають [—r, 0] в Rn, з рів­
номірною нормою І̂ І =  sup |у|. Припу-

-т<в<0
стимо, що g, f  неперервні функції, які від­
ображають [r, то) х C ^  Rn та визначений 
функціонально різницевий оператор D(^) : 
[r, то) х C ^  Rn,

D(t )y  =  ф(0) — g(t, ф). (1)
Диференціально-функціональним рівня-

нням нейтрального типу називатимемо рів­
няння

"  (2)

Означення 1 [7]. Для будь-яких ф Є 
С,а Є [т, то), Я > 0, функція х(ї,ф) визна­
чена на [а — т,а +  А] називається розв’язком 
рівняння (2) на [а, а +  А] з початковим зна­
ченням ф в точці ї =  а, якщо х — неперервна 
на [а — т,а +  А]; ха =  ф; Р{Р)х—  неперервно 
диференційовна на [а, а +  А] і задовільняє 
рівність (2) на [а, а +  А].

Диференціально-функціональні рівнян­
ня нейтрального типу є математичними мо­
делями важливих прикладних задач в тео­
рії автоматичного керування, в електроди­
наміці, біології, медицині та в багатьох ін­
ших прикладних задачах.

Основи теорії цих рівнянь, зокрема теоре­
ми існування, єдиності та неперервної зале­
жності розв’язків від початкових даних до­
сліджені в роботах [7-10].

У даній роботі досліджуватимемо поча­
ткову задачу для лінійних диференціально- 
функціональних рівнянь нейтрального типу

С
-гАхіг) — С(г,хг)] =  р (ї ,хі), г є [о,т], (3)
аг

х(ї) =  ф(г),г Є [—т, 0]. (4)

де С(г, хі), Р{г,хі) -  лінійні обмежені фун­
кціонали, що не містять сингулярної скла­
дової вигляду

dtD(t)xt =  f  (t,xt)at p r
де x t Є C  визначається рівністю x t(9) =  G(t,xt) =  Gi(t)x(t—Ti)+ H(t,9)x(t+9)d9
x(t +  9), —r < 9 <  0. i=i _

0
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в’язків задачі Коші (6)-(7)
P(t,xt) =  Pi(t)x(t-Ti) +  Q(t,9)x(t+9)d9, Розглянемо зображення Zj(t) =  zjj\t) +

i=0

Gi(t),Pi(t) ,i =  0,p -  n x n -  неперервні ма­
тричні функції при t Є [0,T],H(t,9),Q(t,9) 
-  матричні функції, компоненти яких не­
перервні за сукупністю змінних функції на 
[0, T ] x [—т, 0], 0 < то < ті < . . .  < ті =  т. 

Позначимо K G =  max max \\Gk (t)||, K P =
k=l,p t

max max \ \Pk (t) \\, K H =  max \ \H (t,9)\\, K q =
k=o,p t t,e
max \\Q(t ,9)\\, uq (m) =  nm axu(Qij, m),

i,j

i,j
(m) =  n maxA A , m) , де , m)

p K G +  tK h < 1. (5)

dt[z° (t) -  ^  Gi(t)zi ( t ) -i=l
m-1 і Лt v  h (t, -
i=0p m-1

)zm-i(t)\

e  Pi(t)z,. (t) +  m s  Q t  -  p p -  )zm-i(t),
i=0 i=0

d j t l  =  m(zj - i (t) -  zj (t)),j  =  l ,m,  (6)
t є  [0,T\,li =[mi\. ( )

j
zj (0) =  ф(------ ) , j  =  0,m. (7)

m
Будемо говорити, що система звичай­

них диференціальних рівнянь (6) апро-

z f\ t ) ,  де z j ’ (t) та z j ’ (t) - розв’язки таких 
задач Коші

41-/ 42-

m z i 1]( t ) + z j>  (t) =  x(t ) ,t  є  [ o , n _  
m j ( t ) + j (t) =  z( - i (t) , j  =  2 ,m, (8)
z(i)(o) = x ( - m ) , j  =  i , m ;

Л1-{л —

m z' j ](t) + zj j (t) =  zo(t) -  x(t ) , t  є  [0,t  ],S2-i+\ _

m zf ) ( t ) + j (t) =  zj - 1 (t),j  =  2,m
(2- (2-

(2-(0) =  0,j  =  1,m.
(9)

т) - модуль неперервності функцій 
(г,9), А (г ,9 ) ,  і , ]  =  1,п, Ь Є [0,Т]. 
Припустимо, що для системи (3) справ­

джується нерівність

2. О бгрунтування схеми апроксима­
ції. Нехай т,р Є N . Поставимо у відповід­
ність рівнянню (3) систему звичайних дифе­
ренціальних рівнянь де використано заміну 
інтегралів за формулою лівих прямокутни­
ків з кроком к =  Т .1 т.

Оцінимо різниці г, (ї) — х(ї — —), і  =  1, т 
враховуючи структуру систем (8)-(9) та не-
ршнісіь Цг,(() — х ( і — — П р И Д
+\\гф(г) — х(ї — — )||.

Враховуючи позначення г, (ї) =
(гп (г),...,г,п(г)), х(ї) =  (х1(і), .. . ,хп(і)),
представимо г , ( ) ,  і  =  1,т, і =  1,п у
вигляді суми z j\ t )  +  z j j  (t), де z j j  (t) і 
z j\ t )  є розв’язками таких задач Коші

+ zj1)(t) =  x (t),i =  l n ,
T dj i )(t]

(2- 4 1 ]/

no)
m dt

z j j o )  =  x i ( - m  ) , j  =  1,m,i =  1,n;

+  zii](t) =  zi-1i(t) , j  =  2,m,

jT
m

j (t] +  zj j ( t )  =  zoi(t) -  xi(t),m dt 
T dzH>(t]
m dt—  +  zj j (t) =  zj-1,i (t),j  =  2,m,

zjj?(0) =  0,j  =  1,m,i =  1,n.

Нехай

Nj (t) =  m ax ^  \x i(s -  m ) -  zji(s)\,0<s<t i=1

Г11)

:i2)

Ф3)

:i4)
j  =  0,m ,t є  [0,T}.

Враховуючи вигляд систем (10) та (12)

i=1
ксимує систему лінійних диференціально- для різниці Е  й і^  — —) — гji(t)| маємо не- 
функціональних рівнянь нейтрального типу 
(3), якщо справджуються співвідношення

— —) — г, (t)|| ^  0,і  =  0 ,т,ї  є  [0,Т] 
при т ^  <х>.

Дослідимо питання про близькість 
розв’язків початкової задачі (3)-(4) та роз-

рівність
П
Y.\x.{t -  m) - z j i ( t ) \ i m p  w i+  
i=1 n , (1] i=1 (15)
^  \xi(t -  m) -  zj?(t)\.

i=1
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Покажемо методом математичної інду- 
ф, що для першого доданк 

стині (15) справедлива оцінка
П

У  і4 ?,м і <  N0(1) , ]  =  тут., г € [о.г].

Нерівність (17) справедлива для всіх г € 
кції, що для першого доданку в правій ча- [0,Т], тому враховуючи (14), маємо

т

і=1

Для розв’язку задачі Коші

Т  \ г) =  гш(г) — х і(г),
т аг

ф > (0 )= 0 ,

маємо зображення
і

гЙ)(г) =  т [  М О —хі { 0 )ехр {— — -т т ж

N (г) <  у (— ) +  N0(г), і  =  1,—. (18)
т

Сформулюємо одержаний результат у ви- 
16) гляді такого твердження.

Лема 1. . Нехай вхідна функція х(ї) в си­
стемі (8) є неперервною при г Є [0,Т], тоді 
для розв’язків задач Коші (8)-(9) справджу­
ється співвідношення (17), де N  (ї) визна­
чається рівністю (14).

Для оцінки різниці \\х(г) — г0(ї)\\, пред­
ставимо рівняння (3) та (6) в еквівалентній 
інтегральній формі

Звідси
іП р п

^ 2  \ги (г)\ < т  —
і=1 0 _5_ і=1

т(С — г) , ,0. .хехр ( -------------)С£ < Щ(г).
т

Припустимо, що нерівність (16) справ­

джується при і  =  к : X) \4-}(г)\ < N0(1).
і=1

Покажемо, що дана нерівність буде спра­
ведлива при і  =  к +  1. Маємо оцінку

Ё  \4?иМ\ <і=1 і п
< ' т і ( „ о х  £  >М\)ехр(=<— ) ж <0 „Я«<1і=1
< N„(1).

Отже, нерівність (16) має місце. 
Враховуючи властивості розв’яз­

ків початкової задачі диференціально- 
функціонального рівняння (3) [8, 11] маємо,

р 0
[х(г) — 22 с ( ) х ( г  — ті) — / н(г,  9)х(г +  9)С9)

і=1 —т

— [х(0) — ^  Сі(0)х(—ті) — (  Н(0,9)х(9)С9) =
і=1 —т

1 р
=  /  Е  Рі(г)х(г — ті)аг+

0 і=0
1 т— 1 —Т+(і+1) т  (19)

+  /  22 /  Q(t,9)x(t +  9)С9Сг;
0 і=0 —г+і л.

т— 1
[гс(г) — Е  Сі(і)г,1 (і ) — Т Е  Н (і , — Д — ) )х

і=1 і=0

х г т—і (г)] — [г0 (0) — Е  &і(0)гк (0) —і=1
т— 1

т и  {(Л т(т—і)—Т Т ,  н (0, — ) гт—і(00)\ (20)
і=0

=  (  Е  рі(г)гк (г)аг+0 і=0
1 т— 1 —т+(+1) тт . ,

+ / Е  і  Q(і, — У т Ж т г .0 і=0 —г+іт

Встановимо деякі властивості розв’язків 
задачі Коші (6)-(7). Нехай початкові умови

щіо ф ік ц і ї  х г(г) € С [ -т ,Т] , І  =  -  тому, для системи (6)-(7) задовольняють нерівно-
застосовуючи теорему 1 [12], для різниці сті 22 ІАг(0)І < $ , ]  =  0,т. Позначимо 
Іхг(г -  т) -  (г)| дістаємо оцінку і=1

^  \х і(г— ~  )—г(1)(г)\ < ф( Жт ), ІІП0 Р(^) =  °. 
' т 3 л /т  ^ 0і=1 у

М ( і ) =  таХ |[̂  X ,  \г0і(5)\]. (21)
і=1

(17 ) Із в е к т о р н о г о  р івн я н н я
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тт =  т(г0(г) — Ж ) )  одержимо

ги(г) =  гц(0)вхр( - т ) +  т і  20і(в) х

хехр (ш^ і))Св.

Звідси

тг
5 2 \ги (г)\ < М  (г)(ехр (— )+  
7Ґ1 т

+ т І  ехр( 1 № )  =  м  (г).
0

Аналогічно, одержуємо

П
^  Ж Ж  < м ( г ) ,]  =  і т -
г=і

Враховуючи рівність (20), маємо

І Ж Ш К І І  Е  о і(г)гк(г)||+
г=і т-І т{т~гт г̂т+ ш\\£ н  г —і=0

Сумуючи одержані нерівності, дістаємо
П П

Е  Ж і Ш  <  Е  ^ о г ^ К
і=і г=і
+п{рКс  +  тКн ) м  (г) +  п{рКс  +  тКн ) м  (0) +

і
+п(рКР +  тКд) / М(в)9в.

0
Отже,

м (г) < 5 +  и(рКс  +  тКн)м (г)+ 
+п(рКс  +  +тКн )М  (0) +  п(рКр+

+тКд) (  М(в)Св.
0

(23)

)гт—і(г)\\ +  \\г0і(0)\ +  
р т—1

+Н Е С і(0Д (0)\\ + т\\ £  Н(0, — тШ )!)х
і=1 і=0

х г т—і(0)\\ +  (  \\ Е  Рі(8)гк (8)\\С8 +
0 і=1

і т —1 —т+(+1) тт . .
Ч \\Е І  Q(s, — Т — А

0 і=1 — т+і —' т р п
х г т—і(в)а9\\ав < к с £  Е  \\zin(г)\\+

і=11=1т-1 п
+  тК н Е  И2 \\гш—і,1(г)\\ +  \\г0і (0)\\ +

і=0 1=1р п
+ к с Е Е  \\zii і (0)\\+

і=11=1т-1 п
+  тК Н Е  'Е\\гш—і,1(0)\\ +і=0 1=1

(і р п
+ К р І  Е  Е  \\zit , і (8)\\с8+0 і=11=1

(і т-1 п
+ шК н І  Е  22\\гш—і,і(«) \\с « <

0 і=1 1=1
< \\г0і(0)\\ +  (рКс  +  тКн)М(г) +

(і
+  (рКс  +  тКн)М (0) +  (рКр +  тКд) $ М(в)С8.

0

Використовуючи лему Гронуолла-Беллмана 
та позначення (21), маємо

(22) М(г) <  (4 +  п{рКс  +  тКн)м(г) +  п{рКс +

+тКн ) м  {0))вп(рКр+т к^)т =  К г . (24)
Із рівностей (19),(20), враховуючи вла­

стивості матриць о г(г),р^(г), і =  і,р, ]  =  
0,р, Н(г,в), Я(г,в), та (24), дістаємо

ІІх(г) -  го(г)ІІ< Е  ІІСгШІ ■ ІІх(г -  п ) -
г=і

- г к(г)|1 +  11 І  Н(г,9)х(г +  9)М-
—т

т—1 р
- т  £  Н{г,- т —1 Ут—г{(}|| + Е  ІІЬ

г=і
{0)|| + || 1 Н {0 ,0 )х{вуіе-  

—
т(т—г)

і=0
х\\х(—ті) — гі

т 1

X

— т  Е  Н (0, — ̂ )гт—т \  +
і=0

+ 1 Е  \\РД)Н • М і — ті) — гк( ] ) № +
0 і=0
і ш—1 — т+(і+1) т

+  / Е  І  \Ю(г,9)х(г + 9)—0 і=0 — т+іт  ' т
Ж (1, — )Zш—і(t)\\d9dt < рК а (Ф(- т ) +
+ щ (г) +  п^ ( ш )) +  т [Кн (п<л( т) + 1 ( ~Іш )+

+N 0(2 ) +  K z  Шн ] +  рК с пш( т)+  
+т [Кн пш( ш ) +  K z  Шн ] +  Т (р +  1 )Кр х 

х [Х  - ш ) +  пш( ш)] +  (р +  1)Кр 0 Щ 8)а8+  

+ Тт [Кя [пш( ш) + 1 (- ш )] +  К г  Ш;̂ ]+
(і

+ т К Ж  N0(8)С8.
0

(25)
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Одержана нерівність справедлива для 
всіх Ь Є [0,Т], тому враховуючи нерівність
(5) маємо

І

N0(1) < а +  (3 !  Щ(в)3в,
0

де

Ы ттт) +  nu(m)] • [PK G +  t K h +  T tK q+
a

[1 -  pK G -  tK h]

+ T  (p +  1)Kp ] +  tK z Uh +  pK Gnu( m) +  
[1 -  p K g -  tK h]

+ t [Kh nu( mm) +  K z Uh ] +  T tK z Uq

ß

[1 -  pK g -  tK h ]
[(p + 1)K P +  t K q]
[1 -  pK G -  tK h]

Скориставшись тепер нерівністю
Гронуолла-Беллмана, одержуємо

No(t) < а (— )eß,t Є [0,T], (26)
m

Оскільки р ( ), ш(m), ШН — 0 при m — 
о ,  тоді

t
lim a( — ) =  0.m̂ <x m

Із останнього співвідношення випливає, 
що розв’язки задачі Коші (6)-(7) апрокси- 
мують розв’язки початкової задачі (3) при 
m — о .

Теорема 1. Нехай Gi(t), Pi(t),i =  0,p -  
n x n -  неперервні матричні функції при 
t Є [0 ,T],H(t,9) ,Q(t ,e) -  матричні функції, 
компоненти яких неперервні за сукупністю 
змінних функції на [0,T] x [ - t, 0], 0 < 
—о < т\ < . . . <  — =  т і виконує­
ться умова (5). Тоді розв’язок задачі Коші 
для системи звичайних диференціальних 
рівнянь (6),(7) апроксимує розв’язок поча­
ткової задачі для системи диференціально- 
функціональних рівнянь нейтрального ти­
пу розв’язок (3) при m — о  і t Є [0,T].
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