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ПРО ПОЛIНОМIАЛЬНIСТЬ НАРIЗНО ПОЛIНОМIАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ
ВIД БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

Доведенi теореми про сукупну полiномiальнiсть нарiзно полiномiальних функцiй вiд
багатьох змiнних, зокрема, знайдений загальний вигляд нарiзно полiномiальних вiдображень
f : X1 × ... ×Xn → K, де Xk− пiдмножини довiльного поля K i f є полiномом фiксованого
степеня mk вiдносно кожної змiнної xk, за умови, що |Xk| > mk для всiх k, крiм, можливо,
одного.

We prove theorems on the joint polynomiality of separately polynomial functions of several
variables. In particular, we obtain a general representation of separately polynomial mappings
f : X1 × · · · × Xn → K for the case where every Xk is a subset of a field K, f is polynom of a
fixed power mk with respect to each variable xk and |Xk| > mk for all k except for at most one.

1. Вступ. Нехай K − довiльне поле i Z
− векторний простiр над полем K. Полiно-
мом вiд n змiнних на полi K з коефiцiєнта-
ми з простору Z називається вiдображення
f : Kn → Z, яке має вигляд

f(x1, ..., xn) =
N∑

k1,...,kn=0

ak1,...,knxk1
1 ...xkn

n ,

де ak1,...,kn− довiльнi вектори з простору Z.
Символом K позначимо поле R дiйсних чи-
сел або поле C комплексних чисел. Якщо
E ⊆ Kn, то функцiю f : E → Z називають
полiномiальною, якщо iснує такий полiном
g : Kn → Z, що g |E= f. При n > 1 полiномi-
альну функцiю f : E → Z називають суку-
пно полiномiальною або полiномiальною за
сукупнiстю змiнних.

Для точки a = (a1, ..., an) з Kn i
номера k = 1, ..., n покладемо âk =
(a1, ...ak−1, ak+1, ..., an). Зрозумiло, що âk ∈
Kn−1. Покладаючи

qâk
(xk) = (a1, ..., ak−1, xk, ak+1, ..., an)

для довiльного k = 1, ..., n, a ∈ Kn i xk ∈
K, ми одержимо вiдображення qâk

: K →
Kn. Для множини E ⊆ Kn, i точки a =
(a1, ..., an) ∈ E i номера k = 1, ..., n введе-
мо множини Eâk

= q−1
âk

(E). Вiдображення
f : E → Z називається нарiзно полiномiаль-
ним, якщо для кожної точки a ∈ E i довiль-

ного k = 1, ..., n вiдображення fâk
= f ◦ qâk

:
Eâk

→ Z буде полiомiальним.
Нехай −→m = (m1, ..., mn)− набiр з n невiд’-

ємних цiлих чисел i E ⊆ Kn. Нарiзно полiно-
мiальне вiдображення f : E → Z називаться−→m-полiномiальним, якщо для кожної точки
a ∈ Kn i довiльного номера k = 1, ..., n полi-
номiальне вiдображення fâk

: Ek → Z є зву-
женням полiнома g : K → Z, степiнь якого
не перевищує mk. Символ |M | означає поту-
жнiсть множини M.

У випадку E = X1 × ...×Xn, де Xk ⊆ K
при k = 1, ..., n, у працi [1] було дано необ-
хiднi i достатнi умови для того, щоб кожна
нарiзно полiномiальна фунцiя f : X1 × ... ×
Xn → K була полiномiальною за сукупнi-
стю змiнних. Для довiльної множини E пи-
тання про сукупну полiномiальнiсть нарiзно
полiномiальних функцiй f : E → K ще не
дуже добре вивчене, хоча частковi вiдповiдi
на нього були отриманi в [2].

У цiй статтi ми продовжуємо дослiджен-
ня зв’язкiв мiж нарiзною i сукупною полiно-
мiальнiстю функцiй багатьох змiнних. Спо-
чатку ми переносимо на випадок довiльного
n доведену в [3] при n = 2 теорему про за-
гальний вигляд −→m-полiномiальних вiдобра-
жень для E = X1 × ...×Xn.

Далi ми розглядаємо питання про суку-
пну полiномiальнiсть нарiзно полiномiаль-
них вiдображень f : X1 × ... × Xn → Z,
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де X1, ..., Xn i Z− векторнi простори. Моди-
фiкуючи конструкцiю С.Мазура i В.Орлича
[4], ми будуємо явний приклад нарiзно по-
лiномiальної функцiї f : K∞ × K∞ → K, де
K∞− простiр фiнiтних послiдовностей ска-
лярiв, яке не є сукупно полiномiальною. На-
рештi, ми доводимо, що для комплекних ба-
нахових просторiв X1, ...Xn кожна нарiзно
неперервна i нарiзно полiномiальна функцiя
f : X1 × ... × Xn → C буде полiномiаль-
ною за сукупнiстю змiнних (цей результат
був анонсований в [5]).

2. Загальний вигляд −→m-
полiномiальних вiдображень.

Теорема 2. Нехай −→m = (m1, ..., mn)− до-
вiльний набiр з n невiд’ємних цiлих чисел,
E = X1 × ... × Xn− добуток довiльних пiд-
множин поля K, таких, що |Xk| > mk для
всiх k = 1, ..., n, крiм, можливо, одного, i
f : E → K− −→m-полiномiальне вiдображен-
ня. Тодi iснують такi елементи ak1,...,kn з поля
K, що

f(x1, ..., xn) =

m1∑

k1=0

...

mn∑

kn=0

ak1,...,knxk1
1 ...xkn

n .

Доведення. При n = 1 доводити нiчого,
при n = 2 вiдповiдне твердженя було дове-
дено в [3].

Нехай n > 2 i вiдповiдне твердження
справджується, коли кiлькiсть змiнних до-
рiвнює n− 1. Доведемо, що тодi воно справ-
джується i для n змiнних, як у формулю-
ваннi теореми.

Нехай −→m, E i f− такi, як у формулюваннi
теореми. Будемо вважати для певностi, що
|Xn| > mn. Покладемо X = X1 × ...×Xn−1 i
Y = Xn. Тодi E = X1× ...×Xn−1×Xn = X×
Y. За умовою, для кожного x = (x1, ..., xn−1)
функцiя fx(y) = f(x1, ..., xn−1, xn), де y =
xn ∈ Y, є mn-полiномiальною, тобто iснує
такий полiном px(y) =

∑mn

kn=0 akn(x)ykn , що
fx(y) = px(y) для кожного y ∈ Y. Оскiльки
|Y | = |Xn| > mn, то в множинi Y ми мо-
жемо знайти mn + 1 рiзних точок y0, ..., ymn .
Пiдставляючи їх замiсть y у рiвнiсть

f(x, y) =
mn∑

kn=0

akn(x)ykn ,

отримаємо при j = 0, 1, ..., mn рiвностi

mn∑

kn=0

akn(x)ykn
j = f(x, yj) = fyj

(x).

Оскiльки f− це −→m-полiномiальна фун-
кцiя, то для кожного j = 0, ..., mn функцiя
fyj

: X → K буде
−→
l -полiномiальною, де−→

l = (m1, ..., mn−1). За iндуктивним припу-
щенням для кожного j = 0, ..., mn iснують
такi елементи aj

k1,...,kn−1
∈ K, що

fyj
(x) =

m1∑

k1=0

...

mn−1∑

kn−1=0

aj
k1,...,kn−1

xk1
1 ...x

kn−1

n−1 .

Розглянемо визначники

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 y0 . . . ymn
0

1 y1 . . . ymn
1

. . . . . . . . . . . .
1 yn . . . ymn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
i ∆kn(x), який отримується з визначника ∆
шляхом замiни елементiв ykn

0 , ykn
1 , ..., ykn

n йо-
го kn-го стовпчика, де kn = 0, 1, ..., mn на
елементи fy0(x), fy1(x), ...fymn

(x) вiдповiдно.
Визначник ∆− це визначник Вандермон-

да [6], для якого

∆ =
∏

0≤i<j≤mn

(yj − yi),

зокрема, ∆ 6= 0. Тому за формулами Краме-
ра

akn(x) =
∆kn(x)

∆

для кожного kn = 0, 1, ..., mn. Розкладаючи
визначник ∆kn(x) по елементах kn-го стов-
пчика, отримаємо, що

∆kn(x) =
mn∑
j=0

akn,jfyj
(x),

де akn,j − алгебраїчне доповнення до елемен-
та fj(x) у визначнику ∆kn(x), яке не зале-
жить вiд x, а тiльки вiд вибраних елементiв
y0, ..., ymn . Тодi, поклавши ãkn,j =

akn,j

∆
, i ви-

користавши формули для ∆kn i fyj
(x) отри-

маємо:
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f(x1, ..., xn) = f(x, y) =
mn∑

kn=0

akn(x)ykn =

=

m1∑

k1=0

mn∑

kn=0

ak1,...,knxk1
1 ...xkn

n

де ak1,...,kn =
∑mn

j=0 akn,ja
j
k1,...,kn−1

. Таким чи-
ном, теорема доведена.

3. Приклад нарiзно полiномiального
i не полiномiального вiдображення.

С. Банах запропонував загальне означе-
ння полiнома f : X → Y, де X,Y− довiльнi
векторнi простори над одним i тим самим
полем K. Такi полiноми вперше почали до-
слiджувати С. Мазур i В. Орлич у [4]. На-
гадаємо, що вiдображення f : X → Y нази-
вається n-однорiдним полiномом, якщо iсує
таке n-лiнiйне вiдображення g : Xn → Y,
що g(x, ..., x) = f(x) на X, i просто по-
лiномом степеня ≤ m, якщо iснують та-
кi k-однорiднi полiноми fk : Xk → Y при
k = 0, 1, ...,m, що f =

∑m
k=0 fk. Аналогiчно

до попереднього можна ввести поняття на-
рiзно i сукупно полiномiальних вiдображень
чи −→m-полiномiальних f : X1 × ...×Xn → Y,
заданих на добутках векторних просторiв,
чи навiть їх пiдмножинах.

Довiльнi нарiзно полiномiальнi вiдобра-
ження f : X1 × ...×Xn → Y вже можуть не
бути полiномiальними за сукупнiстю змiн-
них. Так, в [4] для довiльних нескiнченно-
вимiрних просторiв X1, ..., Xn i ненульового
векторного простору Y, було доведено iсну-
вання нарiзно полiномiальних вiдображень
f : X1× ...×Xn → Y, якi не є полiномiальни-
ми. Використовуючи iдею Мазура-Орлича,
ми можемо навести приклад нарiзно полiно-
мiального i не полiномiального вiдображен-
ня.

Теорема 2. Формулою f(x, y) =∑∞
k=1 (ξkηk)

k, де x = (ξk)
∞
k=1 i y = (ηk)

∞
k=1−

довiльнi елементи з K∞, визначає-
ться нарiзно полiномiальна функцiя
f : K∞ ×K∞ → K, яка не є полiномом.

Доведення. Доведемо, що f− нарiзно
полiномiальна функцiя. Зафiксуємо довiль-
ний елемент y = (η1, ..., ηm, ..., 0, 0, ...) з про-

стору K∞. Тодi для x = (ξk)
∞
k=1 ∈ K∞

fy(x) = f(x, y) =
m∑

k=1

(ξkηk)
k =

m∑

k=1

αkξ
k
k ,

де αk = ηk
k ∈ K при k = 1, ...,m. Ко-

жна функцiя gk(x) = αkξ
k
k− це k-однорiдний

полiном на просторi K∞. Справдi, функцiя
hk(x1, ..., xk) = αkξ1,k...ξk,k, де xj = (ξj,s)

∞
s=1 ∈

K∞, є n-лiнiйною на Kn i

hk(x, ..., x) = αkξk...ξk = αkξ
k
k

для довiльного x = (ξs)
∞
s=1. Отже, функцiя

fy(x) =
∑m

k=1 gk(x). − це полiном, степеня ≤
m. Так само i всi функцiї fx(y) =

∑n
k=1 βkη

k
k ,

де x = (ξ1, ..., ξn, 0, ...) ∈ K i βk = ξk
k − це

полiноми на K∞.
Доведемо, що f не є полiномiальною фун-

кцiєю на K∞ × K∞. Нехай це не так. То-
дi iснують такi k-одорiднi полiноми fk, що
f =

∑N
k=0 fk. Для кожного p ∈ (K∞)2 i до-

вiльного λ ∈ K будемо мати

f(λp) =
N∑

k=0

fk(λp) =
N∑

k=0

λkfk(p) =
N∑

k=0

akλ
k,

де ak = fk(p). Отже, функцiя g(λ) = f(λp)
− це полiном степеня ≤ N.

Розглянемо орти ej = (δj,k)
∞
k=1, де

δj,k =

{
1, j = k
0, j 6= k

− символ Кронекера, i то-

чку p0 = (eN+1, eN+1).
Для неї λp0 = (λeN+1, λeN+1), причому

λeN+1 = (0, ..., 0,︸ ︷︷ ︸
N раз

, λ︸︷︷︸
N+1

, 0, 0, ...). Тому

f(λp0) = (λλ)N+1 = λ2N+2.

Ясно, що f(λp0) − це многочлен степеня
2N + 2, який бiльший вiд N, що приводить
до суперечностi.

4. Полiномiальнiсть нарiзно полiно-
мiальних комплеснозначних функцiо-
налiв вiд багатьох змiнних.

Теорема 3. Нехай X1, ..., Xn− компле-
кснi банаховi простори i f : X1 × ...×Xn →
C− нарiзно неперервна i нарiзно полiномi-
альна функцiя. Тодi f− неперервний полi-
ном на добутку X = X1 × ...×Xn.
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Доведення. Застосуємо iндукцiю вiдно-
сно n. При n = 1 наше твердження триiаль-
не. Припустимо, що n > 1 i наше тверджен-
ня справедливе, коли кiлькiсть спiвмножни-
кiв дорiвнює n − 1. Доведемо, що тодi воно
буде справедливим i коли кiлькiсть спiвмно-
жникiв дорiвнює n як у формулюваннi тео-
реми. Як i в деведеннi теореми 1 покладе-
мо X = X1 × ... × Xn−1, Y = Xn i f(x, y) =
f(x1, ..., xn−1, xn), де x = (x1, ..., xn−1) ∈ X i
y = xn ∈ Y.

Зрозумiло, що для кожного y ∈ Y фун-
кцiя fy : X → C, де fy(x) = f(x, y) є нарi-
зно полiномiальною i нарiзно неперервною.
Тодi за iндуктивним припущенням fy− це
неперервний полiном на X. Функцiя fx :
Y → C, fx(y) = f(x, y) теж буде неперерв-
ним полiномом, бо f− неперервна i полiно-
мiальна вiдносно останньої змiнної. Таким
чином f : X × Y → C− це нарiзно не-
перервна i нарiзно полiномiальна функцiя.
Оскiльки добуток X = X1 × ... × Xn є ба-
наховим простором, то за наслiдком 2 з [5]
f буде неперервним полiномом на добутку
X × Y = X1 × ...×Xn.
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