
УД К  517.956.4

© 2 0 1 2  р. А .О . Данилюк, М .І. Матійчук

Чернівецький національний університет імені Ю рія Федьковича

ЗАД АЧ А КОШТ Д ЛЯ ПАРАБОЛІЧНОЇ СИ СТЕМ И  
Ш ТЕГРО-ДИФ ЕРЕНЩ АЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ОПЕРАТОРОМ ТИ П У  

Ф РЕДГОЛЬМ А

Доведено теорему про коректну розв’язність задачі Коші для параболічної системи 
інтегро-диференціальних рівнянь з оператором Фредгольма. Встановлено умови існування 
фундаментальної матриці розв’язків.

The theorem about the correctness of the Cauchy problem for the parabohc system of rntegro- 
ііійегепйаі equations whh Fredholm operator has been proved. The existence condhàons of the 
fundamental matrix of solutions have been estabhshed.

Існує завершена теорія коректної розв ’яз
ності задачі Коші для параболічних сис
тем [1-3]. Теоретичний інтерес становить 
подальше дослідження задач для параболіч
них систем, щ о піддаються імпульсній дії, з 
псевдодиференціальними операторами, різ
ними особливостями в коефіцієнтах систе
ми, виродженнями на початковій гіперпло- 
тттині та ін.

У  даній статті розглядається задача 
Коші для параболічної системи інтегро- 
диференціальних рівнянь, що містить опе
ратор Фредгольма. Подібна задача, тільки з 
оператором Вольтерри-Фредгольма, дослід
ж увалась в [5], а відповідна крайова зада
ча — в [6]. Головна відмінність тут полягає 
в оцінках, одержаних для о б ’ємного потен
ціалу Ш , що є складовою фундаментальної 
матриці розв ’язків (Ф М Р) Г. Також важли
вим є встановлення диференціальних вла
стивостей ядра К  інтегрального оператора 
вихідної системи для коректної розв ’язності 
задачі Коші.

В області П =  (0 ,Т ) х Еп розглянемо 
задачу Коші для параболічної системи N  
інтегро-диференціальних рівнянь, що міс
тить оператор Фредгольма 

д и
д й  =  ^  А к ( і , х ) ° ^ и +

\к\<2Ъ

+  [  К ( і , х , 0 и ( і , 0  ^  +  / (t , x ), ( 1)

и І і=о =  Р ( х ) - (2)
Правильна наступна теорема.

Теорема. Нехай система (1) рівномірно 
параболічна, коефіцієнти системи А к ̂ , х ) 
визначені в шарі П, неперервні по t, при
чому рівномірно щодо х  при \к\ =  2Ь, А к є  
С(а\ п ) .  Елементи ядра К  =  (К ^ )^ = і ін
тегрального оператора системи задоволь
няють нерівності

\к к , а , х , о \  <  с тг е - - ^ > ,
(3)

t >  0, х , £  є  Еп, \т\ =  0 ,1 ,
п

Р ^ ,т ,х ,0  =  ^  , V =  2— 1,
і=1

р ^ , х , 0  =  p (t, 0 , х , £) .

Тоді існує ФМР Г ^ ,т ,х ,£ )  системи (1), за 
допомогою якої р о з в ’язок задачі Коші (1)-
(2) за умов ф є  С (Еп), / є  сХа)(П) визна
чається формулою

и Х х ) =  І  г (і , о , х , ї  ),Р( 0  * +

Еп
і

+  /  ^  J  Г ( і ,т,х , 0 /(т, І ) ^  (4)
0 Е„

і І к І
— и \ <  С ( Г  -  \<р\с  +  \/|а) , (5)

t >  0, х  є  Еп, \к\ <  2Ь.
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Тут Підставимо вираз для u (9) у вихідну систе-
r ( t , T , x , C ) =  Z ( t ,T , x ,C )+  му (1):

t y { t , x )  =  f  ( t , x )  +

+  J d ß J Z (t , 0 , x , z )R ( ß , T, z , O  dz =  Z  +  W, + 1  K { t >x >̂ ^ j  Z ( t , 0 ß , z M z ) d z ) d i +

(6) En t En
R  - резольвента відповідної системи інте- Г /  Г Г \
гральних рівнянь Вольтерри-Фредгольма 2- + J  K ( t , x > Clyj  dTj  Z(t,  T,C z z )dzJ dC 
го роду, повторні ядра якої виражаються E— о E—
через згортку інтегрального оператора K  (11)
системи (1) та ФМР Z  відповідної парабо- О держ ан°  штегральне р івняння Вольтерри- 
ліЧної  системи  Фредгольма 2-го роду відносно невідомої

Для похідних об ’ємного потенціалу W  вектор-ф ункцп y. В останньому інтегралі 
правильні оцінки змінимо порядок інтегрування, щ об виділи-

^  ти ядро інтегрального оператора
\ D i W ( t , T , x , i ) \ <  Ck (t -  T ß ' ^ ^ Y i .  r™x t  о  t  ч

m=1 I K ( t , x ,C) (  l dTl Z ( t , T, Ф z ) y (T, z ) d z j d* =

<(vo +  m ) 28 2b ‘ 2b 2)a e

m
— Г 2b e -(cVo-s)p((vo+m)t,r,xp) En '0 E.,

2b+(p-2)a
P=1

\k\ <  2b, t >  t , x , *  Є E n
kk — rn-O. \ m— 1

t

(7) =  f dTf  K  ̂  x,  z  ) Z  ̂  T, z, C)d^ )  У(т, C)d^
0 En En

гт =  (С0СЄСЄ22ьТ2! ) т яке позначимо через

Сиа =  с -  УоЄ, Уо =  [^ ог ]  +1 ,  є >  0. н  (Ь,т,хД) =  !  К  ( і , х , г ) Е ( г , т , г Д ) і г .

Доведення. Побудуємо Ф М Р задачі Коші Еп
(1 )-(2) та знайдемо оцінки для її  похідних. Тоді (11) набуде вигляду 

Введемо підстановку і

2 й A k ( t , x ) D Xu =  y ( t , x ) ,  (8) y ( t ' x)  =  F ( t x  + J dTJ  H
" t \k\<2b о En

(12)
де

t

де у (г ,х )  -  невідома ^-вектор-ф ункція . То
ді задача (8)-(2) -  це задача Коші для па
раболічної системи з неоднорідністю у (г ,х ) .  ^ (г, х ) =  /(г, х ) +  / И ( г , 0 , х Д ) (Р(£ )ії£-
Для цієї задачі Коші у припущенні, що у Є Еп
сХа\ п ) ,  розв ’язок записується через Ф М Р Згідно з теорією  інтегральних рівнянь з ре
Е  у вигляді [1, с. 269] гулярним чи квазірегулярним ядром ядру

/ И ( г ,т ,х Д ) відповідає резольвента
г  д , 0 , х Д ) р (О  д +  ж

Еп П (г, т, х Д )  =  ^  И V( і , т, х Д ) ,

/ v=1
г  (г,т,хД  )У(т,І  ) ІЇІ (9) і

0 Еп И и (г,т,х£) =  йрИі( і ,Р ,х ,г )И„- і (Р ,т ,г ,£ )йг ,
і для похідних г  правильні оцінки [1, с. 73]: т Еп

\ / і п+\к\ /. £\ ^ —2. 3. .... ї ї і  — її.
\вкхг(г ,т ,хД)\  <  с к(г -  т)- ^ е -ср{і’т’х^ ,

Тоді розв ’язок рівняння (12) зобразиться у 
\к\ <  2Ь, г >  т, х Д  Є Еп. (10) вигляді
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і  Г \ д \уі -  У 1  І8дп(уі -  &  п/2Ь =  а - Ь
у (і , х ) =  у (і , х ) +  Е т П ^ ,т ,х ,£)Р (т,у№ .  (в  — в)д-1 , ' 1

0 Еп й (Уі) =  0 ■
Якщ о підставити його у зображення для и \хі — уі \д-18дп(хі — уі) \уі — Уі \д-18дп(уі — уі)
(9), то розв ’язок вихідної задачі Коші (1)-(2) ^  — т)д/2Ъ =  (в  — в)д/2Ъ '
через оператор символічної згортки набуде
вигляду:

и =  Е  * ф +  Е  * */ +  Е  * * (К  * * / ) +  1)хі >  уі >  Уі ■

Розглянемо випадки.

(хі — уі)д-1 (уі — Уі)д-1
у  — т )д-1 (в  — в)д-1

+ Е  * *[ (Н  +  К  * * Н ) * ф ] =  Тоді

=  { Е  +  Е  * * К } * ф +  { Е  +  Е  * * К } * */. хі уі =  у  —

Отже, виділено ядро Г (6) оберненого 
оператора задачі Коші (1)-(2 ), за допомогою

t — т в  — в

~ ~̂ У г  +  .
t +  в  — т — в t +  в  — т — в

о t — т в  — вякого розв язок вихідної задачі записується уо =  --------------------- уі \----------- :-------------хі

у вигляді (4).
Визначимо, за яких умов можна побуду- _  стаціонарна точка. 

вати резольвенту К  для існування Ф М Р Г.
Для цього встановимо спочатку у вигляді 2 )х.  <  у. <  у. ■ (уі — х ^  =  (У — уі)Я
леми наступну нерівність, яку будемо вико- і і і У — т)д-1 (в  — в)д-1
ристовувати при подальших оцінках.

тг и г ■■■ Домноживши н а -1, маємо перший випадок.Лема. Для функції ^  ^ ^

п /  і с і \ д 0А оч ^  ^  с (уі — х і)д-1 _  (уі — Уі)д-1

г ( ш х , 0  =  Е  ( ( — ) / » )  , а =  2 — , ^  < М і  > Уі ■ - 1 — У ^
і=1

Оскільки зліва в ід ’ємна величина, а справа -  
справдж у єт,ься нерівніст,ь додатна, то дана рівність розв ’язків не має.

)
, то дана рівність розв'яз

д-1 (у. _  у )д-1р (г,т ,х ,у) +  р ( в , в , у ,с )  >  р{ь +  /З — т ,в ,х ,У), Л с (х і — уі)д 1 (уі — уі)
4 )х і >  у і , уі <  у  ■

t > т >  0, в > в >  0, х ,у ,У  є  Еп. (13)
У — т )д-1 (в  — в)д-1

Аналогічно 3-му випадку розв ’язків немає. 
Покажемо, що у° -  точка мінімуму. Для

Доведення. Я кщ о у =  х  =  У, маємо три
віальний випадок. Я кщ о у =  х , у  =  У або

А , . цього вирахуємо другу похідну в цій точці:
У =  У, У =  х,  нерівність очевидна.

Розглянемо загальний випадок, коли у =  / п д(д -  \)\хі -  Уі\д-2(8ди{хі -  уі ) )2 +
х , у  =  у. Оскільки ліва частина нерівності і і =  -  т)д-і  +

р(і, т, х , у ) +  р ( в , в, у , у ) =  +  д(д -  ! )  у  -  Уі\д-2(вди(уі -  Уг) )2 ;

д д ( в  — в) д-  1
\ "  (  \х і — уі\ +  \уі — уі\ г ( )
—  — т)д/2Ъ +  (в  — в)д/2Ъ)  ~  —  /і(уі) /и(уо) =  а(а — 1 ) х  — Уі\д-2
і— 1 і— 1 .1 і \уі і П  /Л\ „  О

1 1
У

2  -  т в  -  в
-  додатна функція для довільних х ,у ,У  Є
Еп,і  >  т,в >  в, то її мінімум дорівнює су- Очевидно, що їг Ш  >  0 Ух і ,У  Є Е-1 , х і =  Уі,
мі мінімумів функцій / і . Знайдемо цей міні- ї >  т, в  >  в . Отже, в точці уі функція їі

набуває свого мінімального значеннямум:

о,( ) =  а\х і — уі\д 1вдп (х і — уі) \ ( о . =  \х і — уі\д
/і (уі) У — т ) д - 1 +  7і (уі) У +  в  — т — в)д/2Ъ'
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А це означає, що виконується нерівність і  . 3  /> - єр(2/3 г £)
(13). х  Є— _ dz <

Лему доведено. 4 в 2Ь І  (2р) 2Ьт Еп
Припустимо, що ядро К  інтегрального

Ті\ • <- С 2С 3 2п  2Ъ ь- п+22Ь—2а е -(с-2є)р(3і,т,х,і)оператора системи (1) задовольняє нерів- <  Со Сє 2 2Ь t 2Ь е к ',
ність (3). Оцінимо ядро Н , користую чись t >  т х у а Ех ✓ х і >  т, х , у ^ Еп.
оцінками (3) та (10):

Т ут
\Н(Ь,т,х,У)\< І  \К(і ,х^)\\Е(Ь ,т^,У)№ <  р ( 2 в , т̂ , у) >  р (2 р Д , у ) .

еп Аналогічними міркуваннями встановлюєть-
. ся оцінка для Н 3:Г е -ср(і,х,г) е -ср(і,т,г,і)

<  С о ]  8 !+ 2 -Г  ' (і — т) 2Ь ^  \Нз(і,т,х,У)\ <  С О С  2а 3 і  а  і - ^  х
Еп

іЗгідно з лемою правильна наступна нерів- г dЗ г е -єр(звг,і)
ність х е -(с-3є)р^  dz <

і  в-от-  і  (3 в ) 2Ь
Р( ь , х ^ ) у  р У ,т^ ,у) >  р ( 2 ь ,т ,х ,у ) . т Еп

< С 3С 5 2а  32“  2Ъ 2Ъ Ь- п±2— а е -(е-3є)р(4і,т,х,і)
Тоді -  о є «  2а >

е -(с-є)р(2і,т,х,і) ґ е -єр(і,т,г,і) і >  т, х,У є  Е п.
\Н\ <  С  Є______________ е - є р(г,х,г) е_________ dz\Н \ <  Со п + 2Ь — а Є / , \П а,Л' тт • ■■■ ґі — 2Ь—  ]  (і — т) 2Ь По індукції будемо мати:

Е„
Т ут е -єр(і,х’0  оцінюється одиницею, а о б ’єм- \н  (ї ,т,х,У  ̂ <  С0 С 2и 1 2 2Ь ■З2Ь - . . . - и 2Ь х
ний інтеграл є інтегралом типу інтеграла^  V. 2Ъ 2Ъ 2Ъ -  "+2ЬД а е -{с-иє)р{(и+1)і,г,х,Є)
Пуассона, що дорівнює Сє =  СоПві(є ,Ь,п) . х  а 2а ' . '  (V-1)а Ь е ,

О тж е, і >  т, х , у  є  Е п, V >  2.

\Н(Ь,т , х ,У)\ <  СоСєГ~+2Ь е -(с-є)р(2і’т’х’ З останньої нерівності видно, що, починаю
чи з V >  vo =  [пОЪ +  1, ядра не матимуть 

ь >  т, х , у  є  Еп' особливості і для H Vo правильна нерівність

Далі ° цінимо повторні ядра ^ {^ т х у ) 1  <  ^ р(.Д+1)і,т,х,0,

Н 2(і,т,х,у ) =  ^  Н 1(і ,в ,х ,2 Н 1(в,т^ ,у № '  С  =  С ио С ^ о - 1 2 2Ь.3 а  . .. 2Ъи° о є 0 а 2а - (ио-Ца’
т Е„

тт • и  ■ с„п =  с -  и0 є, ї > т ,  х,У Є Еп.Для оцінки Н 2 знову відповідно до леми ско- 1/0 0 ’ ’ ’ ^
ристаємось нерівністю Оцінимо наступне ядро:

ї
р ( 2 і, У , х , г  )■+ р ( 2 Р, т, г , У) >  р( 2 г+ У, т, х , У) >  \^ Г Щ  \н  ̂̂  р, х,  г ) \\НДв, т, г, У) \в,г <

>  p (3 t ,т,x,у) ,  т Е„

оскільки в  <  ї. У  результаті одержимо  ̂ ^  ^  ^  п , 2ь-а с п((и ,2), т хЕ -  н а  ^ н <  Со СєС„о 2 2Ь Г  2Ь е - с "о р((ио+2Е> т,х, Юх

\Н2 ( ї ,т,х,У)\< С І Ф - „ Е - е - ( с - 2є)Р(3І’т’хЕ х  ї °і ї  е-(Уо-1)єр(2Ь,р,х,г)
і х  dв  -------- Т-—-а---------dz <

Д  4 Д  І  d z <  і  і  (2 і)2~2Ь—а і з  _
в  2Ь Еп 3 2 < С пСєС„„Сє 22Ь і2Ь е -с "орД о+2)іЕ,хЛ)

<  С 2С 2 і - п + 2 — а е -(с-2є)р(3ітх’0 2 ТЬ х  і > т , х ,У  є  Е п .
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Для всіх наступних ядер справедлива 
оцінка:

\Иио+т(і ,т,х ,0\ <  с т с т с иос єт( 2 п ) тгЪ х

х 2Ь 2Ь 2Ь____е-С1'0 P((vo+m+ 1  )і,т,х,£)

Пгра\тп  2Ь 2ЬТ , { с ос ес е2 Т  22) т с г 2Ь
т=1

т=1 m=Vo+1

<  Е  с ^ с 2 т-1 (т1) 2А. ( — ) т 1 х
т=1

хг 2ь е
сю

(т — 1)! V а )

-  п+2Ь- та е -(с-тЄ)р((т+1)і,т,х,̂ ) +

т—ио
+ с „ о ^ 2  (с о с є С є2%Т 2! )т—-0 П

m=Vo+1 р=1

Х Є—С*оР((т+1)і,т,х,І) <

<  г— П+2Ь~а Є (с Vo2) P((vo + 1)t,T,xЛ)

X от є2 т—1 (т!) 2ь 1 2Ь\т—1+

т=1 (т — 1)! V а  )

+ О ^ Е  (с  о с £ С£2 22 Т  22 )т Ц
т=1

т
т 2Ь

2Ь+(р-1)а X
Р=1

Xe —СVo P((m+Vo + 1)t,T,xЛ) <

2Ь+а 2Ь+2а * ' ' 2Ь+(т-1)а

Ь >  т, х ,£  Є Еп, т  >  1,

яка одержиться, коли в показнику експонен
ти відщеплювати від с — є  величину сио і ко
ристуватись нерівністю

р(2Ь, в,  х,  г) +  р({уо +  т )в ,  т, г, £) >

>  р((^о +  т  +  1)Ь,т,х,£), в  <  Ь,

у результаті чого матимемо інтеграл типу 
інтеграла Пуассона, який оцінюється вели
чиною С£, а інтеграл по часовій змінній без
посередньо вираховується.

Далі розглянемо залишковий

ряд 22 Н и. За ознакою Далам
и = Уо + 1

бера мажорантний числовий ряд

2Ь +- п+2Ь а e—СvoP((vo+1)t>т,x£) +

т
<  с1Т122 -  г— 2ь— 1 1 2Ь—а

V - ГтЦ 2Ь+(—Г»
т=2 Р=1

X

п + 2ь-а
<  с  ні 2ь

X e —Сvo P((m+Vo)t,T,xЛ) <  
ю т

Е  Гт П  2Ь

е

т XX 2Ь+(р-2)а 
т=1 Р=1

-С^ p((m+Vo)t,т,x,t)

X

де
Сі =  Е  с тс 2т—1 (т!) 2ь ( Ж ]  т—1 2Ь — а

т=1 (т — 1)! V а  )  2Ь

с2  =  с иг т —п+2ь- а 2Ь-а
2Ь с н =  т а х { с 1, с 2},

Гт =  ( с ос еСе2 22 Т  22)

и<° 2Ь+а 2Ь+2а' ' 2Ь+(т-1)а 5
де експонента оцінена одиницею, а і <  Т , 
збігається, а звідси випливає рівномірна і 
абсолютна збіж ність за критерієм Вейєр-

Ю
ш трасса функціонального ряду И и. Це

V = Vo + 1
дозволяє побудувати резольвенту, для якої 
з нерівностей для повторних ядер можна 
одержати наступну оцінку:

Vo Ю
\П(г, т,х,0\ < ^ \ Ит\ +  Е  \Ит\<

Отже,
. , „ п + 2ь~а

\я(г,т,х ,с )\ <  с н г  2ь х

X
сю т

Е  Гт Пт _І_ _І_ 2Ь+(р-2)а 
т=1 Р=1

2Ь e—cVo p((m+Vo)t,т,x,£) (14)

г >  т, х , £  є Еп.

Далі покажемо, що функція у  у розв ’язку 
(9) є гельдеровою з показником а . Для цього 
встановимо спочатку оцінки для приростів 
ядер К , И  та резольвенти Я. Для ядра К  
правильна оцінка (3), з якої випливає оцінка 
для приросту ядра при \Дх\ >  г1/2Ь :

К К ( г , х , 0 \ <  \К ( г , х + Д х , І)\+\К ( г , х , І ^ <

Є-ср(і,х+Ах,І) є—сР^^Л)
<  с \ п + 2ь-а +  п + 2ь-а 1 <

г 2ь г 2ь

X ,\Дх\<  с  ^ у^р^х+^Л ')  +  є- ср(іх Л̂  .

При \Дх\ <  г1/2Ь за теоремою Лагранжа 
одержимо
\д хк (г , х ,£)\ — \я хк (г , х  +  вДх,£)\ ■ \Дх\ <

e —cp(t,x+вДx£)
<  с  \Дх\ п + 2ь + !-а .

г 2ь
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За лемою з [4, с. 144] 3 с1 >  0, що Тепер покажемо, щ о функція у, яку мо
жна подати у вигляді

е V (і/2Ь ) <  е (і/2̂  е Vі 'з /2ь; <  г-
у ( і , х )  =  / ( і , х ) +  Н(і ,  0 , х , у ) ф(у)^ +

<  еопві ■ е ' і1/2Ь '  , Еп
і

оскільки г=/й <  1  Тоді +  !  dт [  К(і ,т,х ,У ) / (т, У)су+
1 а

0 Еп ............   Є ^  ^' <  і

Ь 4 '  + І dт І К(Ь,т , х ,У) і  Н(т, 0 ,У,z)ф(z)dzdу =
,\Ах\а _с

\&*К (і , х ,У ) | < с А г  ( А - )  Є-С1р<‘ -х'і) <

<  С  \ х \ е-сір(іх,і) 0 Еп Епп+2Ь
Ь 2Ь =  / (Ь,х ) +  1̂ +  ^2 +  J3,

Отже, для приросту інтегрального ядра К  . еє гельдеровою за просторовою  змінною х . /
правильна оцінка є гельдеровою за припущенням. Розглянемо 
\АхК (Ь,х ,У)< С  \^хЬ  \е-ср(і’х+Ах’І)+е -ср(і’х,і) ,̂ приріст другого доданку:

і 2Ь І І Г
\Аха (Ь, х )\ <  \АхН\\ф^У <

Ь >  0, х,  У є  Еп. ЕЕп

Оцінимо прир іст яд р а Н  [е -с'р(2і,х+Ах,0\г с'р(2і,х,0

Л Н(і У) ( л  К (і ) у (і У)и <СоСє22Ь\ф\с ---------------- — тк---------------d ухА х Н ( і ,  т, х,  У) =  Ах К( Ь , х ^) Е( Ь, т ^ , У ]  (2Ь) 2Ь
Еп

Еп
\Ах\а . \Ах\а л _

Г \ Л х |а х  7 <  С \ф\с - , Ь >  0, х  є  Е п.
\АхН\< Со Ц + і г  х  1 1 (16)

*1 і 2Ь п „ •Еп Знайдемо приріст третього доданку:

е -ср{і,т,х,І) і д х |а г е - є р{і,т,х,І) 1 Л Т (4- 3 ^  П І І̂ \А х \а х,
х  -------- ^ ІГ- <  А -А х т  I  3  . ) Д. Лг- х  А х32( , < х ) І <  С в \/ \а— —  х

Еп ж т гп

( . \ п  — о п + 2Ь І /і \_(і — т) 2Ь і^2^ з (і — т) 2Ь

х \е-(с-є)р(2і,т,х+Ах,І) +  е-(с-є)р(2і,т,х,Щ <  х У  ̂ гт^і° +  т ) 2Ь ]^[ 2Ъ+(р-2)а I ^
І 1 — т—1 р—1 0

С  С  \Ах| Ге-ср(2і,т,х+Ах,3) \ е-с'р(2і,т,х,3)Л Г е сиор{^о+т)г,х+^хЛ) +  е сі,ор{Зо+т)г,хЛ)
<  СоСє п+2Ь Iе + е А---------- п-------------------- dУ<

Ь 2Ь і  ( V  +  т ) і ) 2Ь
і >  т, х,У є  Еп, С =  с — є. Еп ^ т

п
Аналогічними міркуваннями, щ о і при вста- <  С - / \а\А х \ ’ Е  Тт^о +  т) 2Ь п  2Ъ+(р-2)а <  
новленні оцінок для повторних ядер Н т та т—1 р—1
резольвенти К, для приросту резольвенти <  с \/\а \Ах\а , і >  0, х  є  Е п. (17)

Ж
А хК(і ,т ,х ,у )  =  ^2 А хНт( і ,т ,х ,у )  будемо Т ут почленне інтегрування законне на осно- 
„ пт„  „ ТТ;ТТТ.,Т,. т—1 ві ознаки Вейєрштрасса, оскільки число-мати оцінку: ж т

1 1 \Ах\а Ж  т  2Ъ в и й ря^  2тт П  2Ъ+(р-2)а, що маж орує від -
\А хК (і ,т ,х ,у)|< Си п+2Ь /  уТ̂ ^_|_ 2Ъ+(р- 2)а х  , т—1 р—1 '

і 2Ь т—1 Р—1 повідний функціональний ряд, є збіжним.
При оцінюванні приросту четвертого додан- 

е - с ^ор(^о+т)і,т,х+Ах,з +  е - с ^ор(^о+т)і,т,х,0 , ку аналогічно завдяки рівномірній збіж но
сті функціонального ряду можна почленно 

і >  т, х,У є  Еп. (15) інтегрувати:
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\ДхЗз(г,х)\ <  с о с є 2 2 \р\оX
+  dв ВХЬО о(г, в , х  — г, х ) [Я (в ,  т, г, £) —. , . х О V

і х Г вт Г С е - { с - £)р{2т&г) І Е
х  - ш а  ДхЯ\ (2 ) п  в г в £ <  1 Еп *

о т еп Еп —Я (в ,т ,х ,£ ) ]в г  +  1 в в  [О^Со^Ь, в,  х —г , г )  —

ІЛ а  * в ж т _ І1 Еп
<С\^\о Гт К +т )2Ь 1 І 2Ь+2рЬ-2)а —О ХЬСо( і , в , х  — г , х ) ] Я ( в , т, г , £ )в г+

і З т 2 Ь .. .. і0 1 т=1 р=1 *

Г(-~Сиор((уо+т)і,г,х+Ах,^)+ - с „ ор((ио+т)і,т,х,0 + ^  ̂ ( в ї т, х > С)в в  | В ж С о( і , в , х  — х )в г +

7 ((ь*о +  т ) і ) 2Ь
Еп

<  С\р\о\Дх\аі - ^ , і >  0, х  Є Еп. (18) + 1  в в  І  В 2хЬШо(і , в , х , г ) П ( в , т,г ,С )вг

На основі оцінок (16)-(18) маємо, що

іі Еп
і

г >  0 , х  є  Еп.

І1 Еп
І..І \ =  А 1 +  А 2 +  А 3 +  А 4 +  А 5,

\ДхУ(і, х)\ <  \Дх\а ( С\\/\а +  Сх—  , (19) =, , . .1 ' \ 11 і /  де В  означає диференціювання тільки по
третьому аргументу.

„  . , , . . А 4 =  0 на основі властивості матриці Грі-
Оцінка (19) означає, що функція у  задо- ^  т„  „ -4 \ . „  на С о. РУо має менший порядок особливості,
вольняє нерівномірну умову Гельдера з по
казником а. Ця умова необхідна для існува
ння старших похідних об 'єм ного потенціалу 
у формулі (9) для розв ’язку и.

Тепер встановимо оцінки для Ф М Р Г =  7 г е -ср(і,в,х,г) п+2Ь_а
% +  Ш (6) та ї ї  похідних. За побудовою [1] \ А 1 \ <  С е  в в  ----------------п+2ь в  2Ь х

тому достатньо оцінити А 1 — А 3.
Оцінка А 1 одержується з оцінок (10), (14) 

і того, що і — в  >  (і — т)/2:

Е (г — в)т Еп
т* % (і ,т,х ,£)  =  С о (і ,т,х — І , І ) +

+  [ і в [ 0 о ( і , в , х  — У,у)Яо(в,т,У,£)ву =  Со +  Шо х ^ 2  Г т П  2Ь+(Р-2)а Є ^  р((і'о+т)в’Т’^ ' ) вг  <
З 3 т=1 р=1
Т Еп

• /— і . . /—1 /—1і для С о, Шо правильні оцінки ^ , чп т т  2Ь
\  о , , \  п+к *  л < В -------- 7П+2Е І ^ Г т (»о +  т) Ь[  [  2Ь+3-2)а Х
\ВкхС о( і , т , х , 0 \ <  С ( і  — т) 2ь є - срСахВ,  (і — т) 2Ь т= 1  Р= 1

\ВХШо(Ь,т,х ,0\ <  С (Ь — т)- ^ Є -СР(І^ ,  _£)р(( о̂+т ) і , .х ,)  ?  вв
хє 2 ь-а2 ь\к\ <  2Ь, і >  т, х , £  Є Еп. 7 в

Т
Для % маємо оцінку (10). Оцінимо похід-

и/ о  [• е -£Р(Ао +т)Р,гВ
ні об єм н ого  потенціалу Ш . За лемою е - ( »о+1)£р(і,із,хС________________вг  <
про диференціювання о б ’ємного потенціа- 7 (ио +  т ) 2 в 2 ~
лу [1, с. 68] молодші похідні знаходимо Еп т
безпосереднім диференціюванням під зна- ^  С ( і  т-\-п+ 2 Ь г П - 2Ь

• • • • <  С (і т) А ^ ' т 1 1  2Ь+(р-2)а Хком інтеграла, а старші похідні вирахуємо за т=1 р=1
спеціальними формулами, врахувавши кон- п
струкцію  Ф М Р %: х(ио +  т ) п е - С о-£)р(Ао+т)і,г,хВ ,

В2ЬШ(і, т,х,£) =  і > т , х , £  Є Еп. (20)

Ч п Нерівномірна умова Гельдера резольвенти
в в  В хЬZ (і, в , х ,  г)Я(в,т, г , £ ) в г +  Я  по третьому аргументу (15) дає можли

вість оцінити А 2:
X

т Еп
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і

\А '2- <  Ся / л в { е г єр, .в" ) ( ) X

X 2Ъ

х-

іі Е,
е-(с-є)р(і,в,х ,г) ж ̂  т
/, п+2Ь—а У  ̂Тт П  2Ъ+(р-2)а
(і 3 ) т—1 р—1

е с̂ о р(^о+т)в, т, г, і) +  - - с̂ о Р(Фо+т)в, т, х, £)

X

/з1

<  Ся С  (є)
і — т

п + 2Ь і2Ь Г dв

іі (і — 3 )
2Ь — а 2Ь

dz <

х

х Тт 2Ъ
т  Ц  2Ъ+(р-2)а 

т—1 р—1
X

X
г е - {т4о-1)єр{і,в,х,г)

- с »о р(фо+т)і,т,х ,3 І  _______________ dZ +

Еп
(і — 3 )

Г е - {с-є)р{і,в,х,г)
+  Є- с »о р(3о+т)і,т,х,3 1_________ п dZ

Еп
(і — 3 )

<

<  С  (і — т у
п+2Ь — а ж т

Е  Тт П
2Ъ

т • • 2Ъ+(р-2)а 
т—1 р—1

X

ж тп+2Ь—а ^ а р 2Ъ
\Аз \ <  Ся  (і — т) П+2Ь “ ^  Тт \\т _І_ _І_ 2Ъ+(р-2)а 

т—1 р—1
і

х е - с "ор(Ао+т)і,т,х,3 І ' (̂ в  х

X

іі (і — 3 )
2Ь — а 2Ь

. ч а ч е -(іУо-1)єр(і,в,х,г)
\ е - є р{і,в,х,г)^_______________ dz Сх  І 1 (і- в)і/2Ь ) е - п Ш <

Еп (і — в)
ж т   ̂ п + 2Ь —2а ^ л ~| р 2Ъ

<  С С ( є ) ( і  — т) П+ 2Ь а Тт \\т _І_ _І_ 2Ъ+(р-2)а 
т—1 р—1

X

х е- с ''орД о+т)і,т,х,3 , і >  т,х,У є  Еп. (22)

У  результаті оцінок для А 1 — А 5 (20)-(22) 
одержимо: ж

\—хЪШ ( і ,т ,х , у )\ <  С  (і — т ) - ^2 Тт х
т—1

V  +  т) 2ь Д  ■ 2Ъ е -(с^о -є)р(фо +т)і,т,х,і)

х е - с *ор<,(уо+т)і,т,х,3 , ь >  т,х,У є  Е п. (21) 

Т ут ми скористались очевидною нерівністю

( ( ^  — 1/2̂ ° <  С (Є), Є >  (І

Також в показнику експоненти відщепили 
від с —є  величину сц,о =  с —voє  і скористались 
нерівністю

р(Ь, в,  х, z) +  р ( ^ о  +  т )в ,  т, z, У) >

>  р (^ о  +  т)Ь,т,х,У), в  <  і.

Далі, застосувавш и лему про оцінку о б ’
ємного інтегралу і скориставш ись тим, що 
в  — т >  (Ь — т)/2, остаточно одержали оцін
ку (21).

Оцінка А 3 випливає з гельдеровості ма
триці Гріна Оо по четвертому аргументу та 
оцінки (14) для резольвенти К:

х До +  Щ - -  А 12Ъ+[р-2)а1
р—1

і  >  т, х,У є  Е п.

Отже, для похідних о б ’ємного потенціалу Ш 
правильні оцінки (7).

Оцінка похідних розв'язку (5) випливає 
із його зображення (4) та оцінок для Ф М Р 
Г .

Теорему доведено.
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