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А С И М П Т О Т И Ч Н А  П О В Е Д Ш К А  Р О З В ’Я З К У  Р Ш Н Я Н Н Я  
Т Е П Л О П Р О В Щ Н О С Т Х  ЗІ С Т О Х А С Т И Ч Н О Ю  М ІР О Ю

Розглядається стохастичне рівняння теплопровідності в R у м’якому сенсі, в якому ви­
падковий вплив задано інтегралом за загальною стохастичною мірою. При певних умовах 
показано, що розв’язок прямує до нуля м.н. при \х\ ^  ж.

We consider the stochastic heat equation driven by general stochasric measure іп R іп the 
mild sense. Under some assumptions, we prove that the solution tends to 0 a.s. as \x\ ^  ж.

1. В ступ. Нехай В(Е) — борельова а- 
алгебра підмножин евклідового простору Е, 
Ь0 =  Ь0(в, Т , Р) — простір дійснозначних 
випадкових величин, заданих на довільному 
ймовірнісному просторі ©  Т , Р). Нехай у  — 
стохастична міра на В(Е), тобто а-адитивне 
відображення їх : В(Ж) ^  Ь0 (відмітимо, що 
ми розглядаємо загальне означення стоха- 
стичної міри і, зокрема, не вимагаємо існу­
вання моментів для значень у). В якості 
прикладу стохастичної міри ми можемо взя­
ти у(А) =  /[0Т] 1д(в) й Х (в), де X(в)  — ква­
дратично інтегровний мартингал або процес 
дробового броунівського руху з показником 
Хюрста Н >  1/2.

Теорія інтегрування дійсних функцій за 
стохастичними мірами побудована, напри­
клад, у [1], [2]. Зокрема, будь-яка обмежена 
вимірна функція є інтегровною за будь-якою 
у. Крім того, має місце аналог теореми Лебе­
га (див. [1, наслідок 1.2] або [2, твердження 
7.1.1]).

Розглянемо задачу Коші, що відповідає 
наступному стохастичному рівнянню тепло­
провідності

Стохастичні рівняння в частинних похі­
дних здебільшого досліджуються як рівня­
ння в нескінченновимірних просторах (див., 
наприклад, [3], [4]). Серед асимптотичних 
властивостей розв’язків найбільш дослідже­
ною є експоненціальна стабільність за часом 
(див. [4], де також наведені додаткові поси­
лання).

В даній статті ми розглядаємо розв’язок 
стохастичного рівняння як скінченновимір- 
ну випадкову функцію (що є природним, ко­
ли ми не накладаємо ніяких умов регуляр­
ності на стохастичний доданок в (1)). У ро­
боті [5] було отримано твердження про існу­
вання та єдиність м ’якого розв’язку рівнян­
ня (1), доведено існування його неперервної 
модифікації. Додаткові властивості розв’яз­
ку було розглянуто в [6]. У даній роботі ми 
покажемо, що цей розв’язок прямує до ну­
ля при нескінченному збільшенні просторо­
вої змінної.

2. П остановка задачі. Розв’язком рів­
няння (1) у м ’якому сенсі є вимірна випадко­
ва функція п{і,,х), для якої справджується 
рівність

du(t, x) =  a'
д 2u(t, x) 

dx2
dt +  f  (t, x, u(t, x))dt+

+а{Ь,х) ^ ( х ) , ї >  0, п(0,х) =  п0(х). (1)

Тут (г,х) Є [0,Т] х Е, а Є Е, а =  0, 
п : [0,Т] х Е х П ^  Е — невідома вимірна 
випадкова функція. Рівняння (1) ми розгля­
датимемо у м’якому сенсі (див. рівність (2) 
нижче).

u(t,x) =  p(t,x -  y)uo(y)dy+

+  / ds p (t -  S, x -  y ) f ( s , y ,u(s ,y ))dy+

+  dd(y) / p (t -  s ,x  -  y)v (s,y )ds, (2)
JR J 0

де для кожних t ,x  рівність справджується

t

t
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м.н., а

р(і,х) —̂х2/4а2і

С—с

+  І І (ш2(д,т))2т

1/2
2 -2 «-1 4т

2а \ П
де

сС—с
— фундаментальний розв’язок рівня­
ння теплопровідності. Нагадаємо, що 
/ кр(і,х)Сх =  1 . Інтеграли від випадкових т2(д,г) =  вир 
функцій за Су І Св беремо при кожному фі- °<ь<г
ксованому ш (властивості таких інтегралів 
розглянуто, наприклад, у [7]). Також: для і  Є К. і п >  0 покладемо

\д{у +  V) — д Ш 2Лу

А

4
(з)
кп

(з)
кп І +  к2—п, 0 < к < 2п

< -і)п > 4П  • 1 < к <  2“ .

Ми будемо розглядати наступні припуще­
ння щодо елементів рівняння (2).

А 1. ио(у) =  щ(у,ш) : М х 0  —— М. вимірна 
і обмежена, \и0(у,ш)\ < Сио(ш).

А 2. и0 задовольняє умову Гельдера: Лема 2. (лема 3.2 [7]). Нехай Z — довільна
множина, а функція д(г,у) : Z х [і,і +  1] — 

\ио(Уі) -  иоШ\ < Ьио (ш') \уі у 2 \ , М така, іщо для деякого 1 / 2  < а < 1 для всіх
, , , г Є Z а(г, •) Є Ва2([і, і +  1]). Тоді випадкова

де в(и0) > 1 /6. г К 1 22^ о > / функція
А 3. f  (в, у,г) : [0,Т ] х М х М — М вимірна

і обмежена, \f (в, у , г ) \ < С1. _ п(г ) і  д(г,у)Ср(у), г Є Z
А 4. Функція f  задовольняє умову Лі- д(з,з+1]

шпщя за у г Є *  и(а, уі , 8і) -  f  у2 , ̂  < має модифікацію Ф )  таку, що для деякої
Ь f ( уі — у2 +  г і  — 2л ). г-і /\  Гл ті 1  ™  ̂ константи Со (незалежної від г ,і ,ш) і ко-А 5. а(,в, у) : [0, Т  ]хМ — М вимірна і обме­
жена, \а(в,у)\ < Са. жного и Є П

А 6. а задовольняє умову Гельдера: 

\а(в,уі) - а(в,у2) \ < Ьа\уі- у2\в(а),Р(а) > І/2.

-»• 0,

\у Д)\ <  \ ф , і +  1])\ +
+ с о\\дД, ■)\\ва2([з,з+і])Х

х < ^  2п(1—2а) ^ 2  С ( а
.п> 1 1<к< 2п

4)

3. Основний результат.

А 7 . з и р ^ ^ ^ к \ ! ^ ^ , г)\ ^
ио(у ) ^  0, \у\ ^  ж -

А 8. Функція \у\т інтегровна на М за 4р(у) 
для деякого т > 3/2.

Теорема роботи [5] стверджує, що при ви- Теорема. Нехай справджуються припуще- 
конанні умов А 1-А 6  рівняння (2) має єди- ння А 1-А 8. Тоді для розв’язку рівняння (2) 
ний розв’язок. існує модифікація и(Ь, х) така, що при ко-

Також важливим для нас є твердження жному Ь Є [0,Т] і кожному и Є П п(і,х) ^  
двох наступних лем. 0, \х\ ^  ж .

Л ема 1. (лема 3.1 [5]). Нехай д2 : М ^  М, Д оведення. П° значим°
І Є Ъ — вимірні функції такі, що д(у) =  г
"Ї2 зєж\дз(у )\ інтегровна на М за 4р (у). Тоді Н(Ь,х,у)= [ р(Ь — s ,x  — y)а(s,y)ds

дз4у) < ж м.н,. о

В подальшому будемо використовувати і оцінимо останній доданок (2): 
норму в просторі Бєсова В«2([е,Ф]), 0 < а <
1. Нагадаємо, що ця норма визначена рівні­
стю

\\д \\ва2([с,С]) =  \\д \\ь2([с,С]) +

/ к{1 , х , у )Д {у ) < Е / к{1 , х , у )Д {у )
м з& з,з+1]
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Візьмемо довільне 1 < а <  ш іп{^ (а), |}. 
Розглянемо суми по і  Є Z  обох додан­
ків правої частини (4), застосованої для 
д(г,у) =  к(ї,х ,у) ,  X =  [0,Т] х Е. Для пер­
ших доданків маємо, що

^ \к{і, х , і )у ( і і  +  1])\ <
jЄZ

< і £ ( і  + \зі)—2г\ т , х , • п і і <
чjЄZ

< І £  (і +  іі\)
\jЄZ

2г X

< £ ( 1  + \іі)_2г іМ *.х,і)іМ  X

х < ^  2^(і-2«̂  ^  |х (д И )
чп> 1 1<к< 2П

В 1В2.=  В 1В2 (7)

х £ ( 1  +  \іі)2г М ( і , і  +  1])І2 І =  а а
\jЄZ

Візьмемо т > 3/2, для якого справджується 
А8. Тоді з леми 1, застосованої до (у) =  
(1 +  \і\)т 1 Ш+!](у), випливає, що А 2 < оо м.н. 
(далі вважаємо, що п(ї,х)  =  0 на множині 
А 2 =  о ) .  З використанням А5 маємо, що

< С

1

2аЦп(і — в)

-(х-3)2
Є4а2(і- )̂ йв <

л/ї—
~.кв =  С\[і.

З (6) випливає, що ряд В 1 збігається і 
В і — 0, \х\ — о .  Тоді з леми 1, застосованої 
до

{ д ,(у), з Є 2 }  =

=  Ь п(і -а) (1 + \зу  1д(Л (у), і  є г , и  >  1 }ки )
маємо, що В2 < о  м.н. (вважаємо п(ї, х) =  0 
на множині В2 =  о ) .

З використанням похідної легко отрима­
ти нерівність

[  -3/2е~в/гкг < е~в/і, В >  0./ г3/2 В

(Тут і надалі ми позначаємо через С  не- Для °цінювання ^ 2-модуля неперервності 
істотну для подальших обчислень констан- іХ2(к,г) на відрізку 3 ,3  +  1] при V >  0 роз- 
ту, значення якої може бути різним в різних глянемо

\к{Ь,Х,у +  V) — к{Ь,Х,у)\ <виразах.) Оскільки ^ j£Z(1 +  \і\) 2т < о ,  
маємо, що А 1 < о .  При цьому з оцінок (5) 
випливає, що при кожному фіксованому і  ь
к(і , х ,д ) — °, \х \ -  ° у З теореми Лебе- < [ р ( і ^ , х - у ^ )  \а(з,у +  V) -  а(з , : 
га про мажоровану збіжність випливає, що
А 1 — 0, \х\ — о .  0

В останньому доданку (4) використаємо
рівність (3). З (5) легко отримуємо, що

кв+

\\h(ï,x,  ОІІ^ш+і]) < С ^ ,

\\h(t ,x, ОІІ^шд+і]) — 0, \х \ — о  (6)
Далі маємо, що

^ 2 \\к(і,х , ^ІІМЬа+і]) х

+  J \р( - 3, х - у - Ц - р(ь- з, х - у)\ \а(з, у)\із =  
0

=  Іі +  І2.
З умови А 6 і нерівності р(ї,у) < С/ЦЇ 

отримуємо, що І 1 < Cvв(a'). Також маємо, 
що

х  ̂2 (̂1—2«) 
п>1

і y+v

£
1< к< 2п

х  ( ДкП < І2 < Са йв
0 у

др(і — в,х — г)
дг

кг
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у+с г , (х-г)2 Також відмітимо наступні елементарні
С 4а2(і-в) <  нерівності для ^,^1 ,82 >  0:

]  ]  (г — s)i/2
У 0

у+с г З і

< С \Тг ї  \х — г\—1в— (— ) < J  ~̂ т. (1 — в / )  4т =  !  +  J  <
о 0 З

,)0  з і( х-г)
<  С , ,з : ^ —*  в  " ' ) .  < /  - и  +  /  ' и т  < ш  *

Позначимо останній супремум за допо- 0 3
і

1
могою величини Мз (х), він не перевищує 1 і
при х Є [І — 1,І +  2]. При фіксованих ї і І *  \в-31 /г — в—&2/г І 4т < 4\ ]8  — 82\
Мз(х) — 0, \х\ — ж . 0 V т

Також, використовуючи припущення А5, „  ., т-г Звідси маємо, щоформулу Лагранжа та позначення
у і \ \( х-у-х)2 ( х-у)2

в 4а2 (і-в)   в 4а2(і-в)в =  т іп {\ х — у — V\, \х — у\} , ^  < с ї  1

для у, у + V Є [І, І +  1] маємо наступні оцінки: 0 ^  ^
ds <

уі

І2 < С  ̂ 1
і  л/ї— в 
0

в 4а2(і-в)   в 4а2(і-в)
< С (\х\ +  \І\ +  1 ) 1/2 ^ /2.

ds < . .Тому для інтеграла по іншій множині
одержимо:

і _ в2
Г в 4а2 (і-в)

< с ‘ в
з/ї—~8

(х — у — V)2 (х — у )
4а2 (ї — s) 4а2 (ї — s)

4.э< І І ‘24у <
0 [з,з+1—ги]п{\у—х\<2х/С}

І _ в2

/ в 4а2 (і-в)
ї  — 8)з/2^  =  < С  (\х\ +  \і\ +  1) ^ /̂2 . (9)

0
»  Врахувавши нерівність (І1 +  І2) < 2І ‘̂  +

1 [  х2 ° г2— 1 ' в-=  СХ (\х| +  \і\ + 1) Є-1 є - 2Сг < 2 12• оцінки (8 )- (9)' маємо що
в/2а і̂ / 1

< Сх (\х\ +  \і\ +  1) в- 1 . №з ( х ) =  ( у  (™2 (К г ))2г - 2а - 1Сг ) <

Оскільки в >\у — х\/2 для \у — х\ >  2уф, 0
то з отриманих оцінок далі маємо, що < С  (\х\ +  \і \ +  1) ^

[  І%Су < ^  №3(х) < С ( і \ +  1 ) ,х  є  [і — 1,і +  2].
/  і (10)\3,3+1- ґи}П{\у-х\>2 /̂ї}

З відмічених вище властивостей М3 (х) 
2 2 1 випливає, що (10) справджується для всіх

< С (\х \ +  Ь \ +  1) V !  ( — у Су =  х  є  м і щ х  — 0, х  —
{\у-х\>2^х} Далі ми можемо повторити міркування,

проведені з виразами в (7), замінивши ве-

=  С II І +  1 Ч + 142 3/2 (8) лиЧину І|Л(<’ х ’ ^ Л із з  + Ц) на '''з(х )' 3 (10)С (\х \ +  \]\ + !) х ■ (8) випливає, що при т > 3/2
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Х >  +  и і г 2г ^ * (х )  <
зєі

< С £  (1 + у  |Г2г (1 + і  і)2 < + ж ,
з &

і знову отримаємо потрібну збіжність. Та­
кож із наведених оцінок випливає, що 
Н(Ь,х, •) Є В 2  ([І,І +  1]). Візьмемо моди­
фікацію стохастичного інтеграла, для якої 
справджується твердження леми 2. Тоді 
/  Н(Ь,х,у)йр(у) ^  0 в сенсі, вказаному у 
к
твердженні теореми.

Розглянемо інші доданки в (2). Маємо,
що

ds pit -  s ,x  — y) f  {s,y,u{s,y))dy <

<
t

I d s I
0 \y\<V0

•• dy +

t

I ds I
0 \y\>yo

• dy / 3+ / 4.

Користуючись умовою А7, для довільно­
го є > 0 візьмемо у0 таке, що |/{в,у,г)\ < є 
для \у\ > у0. Оскільки р(Ь, у)йу =  1, то ма­
тимемо, що І4 < єЬ одразу для всіх х. При 
кожному фіксованому у0 прямування І3 до 
нуля при \ х \ —— оо випливає з теореми Лебе­
га, в якій у якості мажоранти можна взяти

Cf (І УІ - У0)2

2a\Jn(t — s)
e 4a2(t-s) , \x\ > y0.

Цілком аналогічні міркування з викори­
станням умови А 7 показують, що

/ р(і,х  -  у)щ(у)д,у ^  0, іхі ^  ж,

збільшенні абсолютної величини просторо­
вої координати температура прямує до ну­
ля.
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звідки остаточно випливає твердження на­
шої теореми. □

4. Висновок. Розглянуте в роботі сто- 
хастичне рівняння теплопровідності описує 
зміну температури в середовищі при наявно­
сті певних випадкових і невипадкових над­
ходжень теплової енергії. Показано, що при 
виконанні вказаних умов і необмеженому

t
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