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О Д Н А  К Р А Й О В А  З А Д А Ч А  Д Л Я  С И С Т Е М И  Д И Ф Е Р Е Н Ц І А Л Ь Н И Х  
Р І В Н Я Н Ь  ІЗ  П Е Р Е Т В О Р Е Н И М  А Р Г У М Е Н Т О М

Чисельно-аналітичним методом досліджується питання існування та наближеної побу­
дови розв’язку системи диференціальних рівнянь із перетвореним аргументом та крайовими

т
умовами вигляду Ax(0) +  B x ( T ) +  C  f  x(t)dt =  d.

0

The question of existence and approximate construction of a solution for a differential equati­
ons system with transformed argument and boundary conditions in the form Ax(0) +  B x ( T ) +  

т
C  f  x(t)dt =  d is investigated by the numerical-analytical method.

0

Чисельно-аналітичний метод A.M . Са­
мой. іенка виявився ефективним та універ­
сальним методом дослідження різноманіт­
них крайових задач для звичайних диферен­
ціальних рівнянь [1, 2]. У  дослідженнях кра­
йових задач для рівнянь з відхиленим аргу­
ментом він ще не знайшов такого ж  ш ироко­
го застосування [3]. Відзначимо в цьому на­
прямку праці [1, 4] та [5], де розглянуто де­
які крайові задачі відповідно для систем із 
постійним запізненням та диференціально- 
функціональних рівнянь нейтрального типу.

У  даній роботі розглядається система ди­
ференціальних рівнянь із перетвореним ар­
гументом вигляду

x(t )  =  f  (t , x ( t ) , x ( X ( t ))) , (1)

де t Є [0,T], T  =  const >  0  x , f  Є R n; A : 
[0, T ] ^  [0, T ] -  довільне неперервне відобра­
ження. Функція f  ( t , x , y )  вважається непе­
рервною по t, x,  у  в області G =  [0,T ] x D x D ,  
де D  -  замкнена обмежена область в R n.

Припустимо також, щ о функція f  ( t , x , y )  
в області G  обмежена вектором M  Є R n, 
M i >  0  i =  1 ,n , та задовольняє умову Лі- 
пшіця по x, у  з матрицею K  =  { k ij >  0; 
i , j  =  1 , n }:

\ f ( t , x , y ) \ <  M,  (2)

\f ( t , x , y ) - f ( t , x , y ) \ <  K ( \x - x \ +  \y- y \) , (3)

ДЄ

\ї(і ,х,у)\ =  (\уг ( і , х , у ) \ , . . . , \!пЦ, х , у)\)

і нерівність між векторами розуміється по­
компонентно.

Розглянемо для системи (1) крайові умо­
ви вигляду

т

Л х(0) +  В х (Т ) +  С  !  х(Ь)И =  і ,  (4) 
0

де Л, В,  С  -  сталі п х  п матриці, і  -  сталий 
п-вимірний вектор.

Зауважимо, щ о для системи звичайних 
диференціальних рівнянь крайові умови ти­
пу (4) розглядалися в [6].

Відзначимо також, щ о в працях [7-10] для 
системи (1) обгрунтовано схеми чисельно- 
аналітичного методу у випадках дв<мочко­
вих. багатоточкових та інтегральних крайо­
вих умов.

Припустимо, що матриця 2В +  Т С  є не- 
виродженою:

бе1(2В +  Т С )  =  0. (5)

Позначимо через Б  в множину точок 
х 0 Є Я п, які містяться в області Б  разом зі 
своїм ^-околом, де

в  =  Т  Б И  +  2\Я і(хо )\,

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 4■ 123



Н  =  (2 В  +  Т О ) - 1 , Б =  (Е  +  4 Т\НС\), (  }  ,
3 х I д (х 0) — С  Ь/(Ь,х(Ь),х(\(Ь)))дЬ | , (9)

д ( х 0 ) =  в — (А  +  В  +  Т С ) х 0 . \ о

Нехай який при Ь =  0 проходит ь через то-
Шр =  0  (6 ) ЧКУ х * (0 ,х о) =  х 0 . Крім цього, х*(Ь,х0) є

розе ’язком крайової задачі
і найбільше власне значення матриці
Q =  Т Б К  т е  п е р е в и щ у є  о д и н и ц і :  х( і )  =  / ( і , х ( і ) , х ( \ ( і ) ) )  +  А ( х 0),

vmax(Q ) <  1- (7)

Розглянемо послідовність функцій, які 
визначаються рекурентним співвідношен­
ням

T

А т(0 ) +  B x ( T ) +  C  J  x (t)d t =  d, (10)
0

де
2

Xo(t,Xo) =  xo, A (x0) =  T H  x

x m(t,Xo) =  xo +  Lgm- i ( t ,x o ) +  / T
_ t  \ x  I d(xo) — C  I L f  ( t , x ( t ) , x ( \ ( t ) ) ) d t \ -

+  t H  1 d(xo) — C j  L gm -i(t,xo )d t  | , (8 )
o

o
T

т  = 1 , 2 , . . . ,  - !  {Ь, х { ї ] , х{\{ ї ) ) ) ді .

дт—\( і ,х 0) =  У ( ї у х т—\(Ь, х 0] , х т-\(Х( і ] , х 0) ] ,
Д ля відхилення х * ( і , х 0) від х т( і , х 0) при

де параметр х 0 Є Ор,  а оператор Ь д і є  та всрх  (і х0) є  [о Т ] х  Ор і т  = 1 2  вгр-
неперервну при і Є [0 , Т ] вектор-функцію на оцінка
Н(Ь,х0) =  дт -і(Ь ,х0) наступним чином:

Т  ̂ \х* (ї ,хо)  -  х т( ї , хо ) \<  Wm(Xo),  ( 1 1 )

1 Г "  " d z . b e
Wm(Xo) =  Я т(Е -  Я ) - 1 в.

t

Lh( t , xo )  =  J  
o

h(z , xo)  — T  h(s ,xo)ds

Безпосередньою перевіркою легко пере- Д о в е д е н н я .  Покажемо, щ о в про-
конатися, щ о для довільного х 0 Є Dp  всі сторі неперервних вектор-функцій послідов-
функції цієї послідовності задовольняють ність (8) є фундаментальною, а отж е, і рів-
крайові умови (4). номірно збіжною.

Встановимо спочатку, щ о при х 0 Є Dp  всі 
Має місце наступне твердження про збі- AvHKniy х (t Хп) м;гтятьгя R D На пічставі. . '■Т-'Д X^m(t, XQ) ІЧНх̂XЯXJt)\„-2rL Jd .LA. AJLd ІІІДцх̂ хСііІоі

Ж Н ІСТЬ ПОСЛІДОВНИХ наближень Xm(t, XQ) ВИ - /0\ /0\ оіГі і, , ту ' (8), враховуючи (2) та лему 2 .1[1], маємо:
гляду (8).

Т е о р е м а  1. Нехай викопуют ься умови \X\(t,XQ) — XQ| <  2t (  1 — ) M +
(2), (3), (5 )-(7 ). Тоді послідовність функцій V T  У
Xm(t,XQ) вигляду (8) , які для довільного XQ Є T
D e задовольняют ь крайові умови (І) ,  рів- , , ,  т ти м , Пі Гг / і и /  f  ( л t \• J  ■ +2\Hd(xo)\ +  2\HC\M 2 t[  1 — — dt <номгрно збігається, при m  ^  ж  в області J у T  J
(t ,XQ) Є [0,T] x Dp до граничної функції 0
X*(t,XQ), яка задовольняє крайові умови (4) ^  T M  +  2\H d (X )| +  21 H C\M  1T 2 —
і є розв ’язком, інтегрального рівняння <  2  3

2t T  4
X(t) — xq +  L f  ( t , x ( t ) , x ( \ ( t ) ) )  +  t H  x  — — (E  +  з  T\HC\)M  +  2\Hd(XQ)\ —
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=  Т  Б И  +  2\Нд(хо)\ =  в . (12)

Тому Х і(ї,Х о) Є Я , ЯК ТІЛЬКИ Хо Є Яр. 
Індукцією легко показати, що для всіх 
т  = 1 ,  2, . . . ,  Ь Є [0, Т  ] і будь-яко го х 0 Є Я  в 
функції х т(Ь,хо) вигляду (8) не виходять за 
межі області Я.

Покладаючи

гт+і(Ь,Хо) =  \хт+і(г,Хо) -  х т(Ь,Хо) \ , 

на підставі (8) із врахуванням (3) маємо:

гт+\(і,хо) <  К (1 -  Т ) /  <х т ^ ,х о ) І 8 +

т

+  Т  ^т (8 , хо) Ів

т

+2\НС\К

+

1 — Т  ) I Шт( з , х о) І 8  +

т

+  Т  и т( в , хо ) І 8 і і , (13)

де шт(в,хо)  =  Тт(в,хо)  +  гт(\(в) ,хо) .  
Згідно з (12),

Г і(і,хо ) =  \хі( і ,хо) — хо\ <  в,

тому із (13) при т  = 1  знаходимо:

г2 ( і , х о) <  2 К в  ■ 2і [ 1  — Т  ) +

т

+4\ Н С \Кв І 2 і [  1 — т ) И  <

<  К в Т  +  4\НС\Кв ■ 1 Т 2 =
3

4
Т ( Е  +  - Т\Н С\)К в =  Т Б К в  =  Яв.  

3

Тому для і  >  1 маємо нерівність: 

\хт+і (і, хо) — х т(і,хо)\ <

З /3-і
<  ^  ] гт+і( і , х о) <  ( ^   ̂Я т+і

в
і= 1 А=о

Я Г

3-і
Я і в .

і=о
(14)

Умова (7) гарантує виконання співвідно-

3-і
І іт  Я Е я і <  (е  — я )

- і (15)
і=о

Т оді із (14) та (15) на підставі критерію 
Коші випливає, що послідовність х т( і , х о) 
вигляду (8) рівномірно збігається при т  ^  
то в області ( і , х о) Є [0,Т] х Яр  і

І і т  х т( і , х о) =  х * ( і , х о). (16)

Оскільки всі послідовні наближення
хт (і, хо)
то й гранична функція х*(і,  х о) також їх  за­
довольняє. При і  ^  то із (14), враховуючи 
(16) та (15), для всіх т  = 1 ,  2 , . . . ,  (і, х о) Є 
[0 ,Т ] х Бв  отримуємо оцінку (11). Крім цьо­
го, переходячи із врахуванням (16) у (8) до 
границі при т  ^  то, бачимо, що функція 
х * ( і , х о) є розв ’язком інтегрального рівнян- 

і = 0

чку х * (0 ,х о) =  х о. Отж е, гранична функція 
х * ( і , х о) справді є розв ’язком крайової зада­
чі (10). Теорему доведено.

На підставі теореми 1, використовуючи 
стандартну методику [2], нескладно отрима­
ти наведені далі твердження.

Необхідні і достатні умови для того, щоб 
гранична функція х * ( і , х о) послідовності (8) 
була розв ’язком крайової задачі (1), (4), дає 
наступна теорема.

Т е о р е м а  2. Нехай виконуют ься умови  
Індукцією можна довести, що для всіх теорем,и 1. Тоді для того, щ об р озв ’язок

х* (і) початкової задачі( і ,хо)  Є [0,Т ] х Б  в

гт+ і(і ,х о ) <  Я тв, т  =  0 , 1 , . . . . х( і )  =  / ( і , х ( і ) , х ( \ ( і ) ) ) ,  х ( 0 ) =  х о,
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був одночасно р озв ’язком, крайової задачі якого визначається, таким, хо, яке нале-
( 1 ) , (4 ) , необхідно і досить, щ об х о було ж ит ь області

Оцінку близькості граничних функцій 
х*(Ь,х'о) і х*(Ь, х'4) для точок х'о ,х'о Є Яр  дає 
наступне твердження.

Т е о р е м а  4 . Нехай виконуют ься ум о­
ви теореми 1. Тоді для будь-яких точок
х'о ,х'' Є Яр щодо відхилення граничних 
функцій х*(і,х 'о) і х * ( і , х " )  послідовностей  
х т(Ь,Хо) і х т(їщ'ф) вигляду (8)  відповідно 
вірна оцінка

\х *(і , х о) -  х *(і ,х '(^ <

<  (Е  — Я) 1(Е  +  2 р ) \х о -  х "\,

розв язком визначального рівняння  

А(хо )  =  0,

де
2

А (хо) =  т Н  х

х ^й(х0) — С  У  Ь/(Ь,х*(Ь,хо),х*(Х(Ь),хо))дЬ^ — 

т

—Т І  /  (кх*(г ,хо) ,х*(\(г ) ,хо) )&.  (17)
0

При цьом у х*(і )  =  х * ( і , х о) і для, всіх т  =  
1, 2 , . . . ,  і Є [0,Т ] щодо відхилення точно­
го р озв ’язку х*(і)  =  х * ( і , х о) крайової за­
дачі ( 1 ) , (4 )  від її  наближеного р о зв ’язку 
х т( і , х о) вигляду (8)  вірна оцінка ( 1 1 ).

де
P  =  \H (A  +  B  +  TC)\.

Достатні умови розв ’язності крайової за­
дачі (1), (4) дає наступне твердження.

Т е о р е м а  3. Нехай виконуют ься умови  
теореми 1 , а, також умови:

1 )  існує опукла замкнена,
Е 1 С Ер, в якій наближ ене визначали 
не рівняння

Неперервну залежність визначальної 
функції Д ( х о) вигляду (17) від х о дає 
наступне твердження.

Т е о р е м а  5. Нехай виконуют ься умови
теореми 1 . Тоді функція, Д (х о) вигляду (17)
визначена, неперервна в області Р в  і для 

область тл А ■
всіх х о,х'о Є Яр задовольняє оцінку

\A(xQ) — A(xQ)\<

де

A m(x 0) Ф

А т(хо) — x

<
2

(E  +  S ) K ( E  — Q ) - 1 (E +  2P)  +  - P
T

x

x\x0 — xq \.

T

x  I d(x o) L f  (t, x m(t, х ф , x m(\ (t) , x o))dt

T

T  I  f  (t’ Xm'(t, x o)> xm( ‘̂(t)> x o))dt,

м,а,є для дея,кого фіксованого m  >  1  єдиний 
розе ’язок x Q =  x Qm ненульового індексу;

2 )  на, м еж і S\ облает і D\ виконуєт ься  
нерівність

inf \Am(x0)\ >  (E  +  S)KWm(xQ) .

Необхідні умови розв ’язності крайової за­
дачі (1), (4) дає наступне твердження.

Т е о р е м а  6. Нехай виконуют ься умо- 
(18) ви теореми 1. Тоді для, того, щ об деяка 

область В 2 С Яр містила, точку хо, яка ви­
значає при Ь =  0 початкове значення, (19) 
р озв ’язку х*(Ь) крайової задачі ( 1 ) , (4 ), не­
обхідно, щ об для всіх: т  і довільного х о Є Р 2 

виконувалась нерівність

\Am(x0)\ <

Тоді крайова, задача, (1), (4) має р озв ’язок  
х*(і ) ,  початкове значення,

<  sup
xqED2

2
( E  +  S ) K  (E  — Q ) - 1 (E +  2 P ) +  -  P

T
x

x \x q  — xq \ +  ( E  +  S)KW m (xQ ).

126

х*(0) =  хо (19)
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Розглянемо часткові випадки крайових 
умов (4).

1. Нехай С  =  0, тобто  маємо лінійні дво- 
точкові крайові умови вигляду

Ах(0)  +  В х ( Т ) =  d.

В цьому випадку

Н  =  2 В - ‘ , і ( х 0) =  d — (А  +  В ) х 0 , Б =  Е ,

в  =  Т М  + |В -1 і  — В - ‘ (А +  В) хо\ , д  =  Т К ,  

Р  =  1 | В -‘ (А  +  В ) |

і отримуємо результати, раніше наведені в 
працях [7, 9].

А =  0 В  =  0 С  =  Е  
маємо інтегральні крайові умови вигляду

Т

! х т  =  і .
0

В цьому випадку

1 7
Н  =  —Е , і ( х 0) =  і  — Т х 0 , Б =  - Е , 

Т 3

5. Augustynowicz A ., Kwapisz М. On a numerical- 
analytic method of solving of boundary value problem 
for functional differential equation of neutral type / /  
Math. Nachr. -  1990. -  145. -  P. 255-269.

6. Мартынюк С. В. Исследование решений крае­
вых задач для систем нелинейных дифференциаль­
ных уравнений: Дис. ... канд. физ.-мат. наук. — Ки­
ев, 1992.

7. Філіпчук М.П. Чисельно-аналітичний метод 
дослідження двоточкових крайових задач для не­
лінійних систем диференціальних рівнянь із змін­
ним запізненням / /  Інтегральні перетворення та їх 
застосування до крайових задач. — К.: Ін-т матема­
тики НАН України, 1997. — Вип. 15. — С. 238-251.

8. Філіпчук М.П., Бігун Я.И. Чисельно- 
аналітичний метод дослідження багатоточкових 
крайових задач для систем диференціальних рів­
нянь із перетвореним аргументом / /  Укр. мат. 
журн. -  1998. -  Т. 50, N 11. -  С. 1581-1585.

9. Філіпчук М.П. Метод усереднення в крайових 
задачах для диференціальних рівнянь з відхиленим 
аргументом: Дис. ... канд. фіз.-мат. наук. — Чернів­
ці, 1999. -  142 с.

10. Філіпчук М.П. Задача з інтегральними кра­
йовими умовами для системи диференціальних рів­
нянь із перетвореним аргументом / /  Крайові задачі 
для диференціальних рівнянь: 36. наук. пр. — Чер­
нівці: Прут, 2001. — Вип. 7. — С. 243-250.

7
в  = -  T M  +  2 

6
T  d -  xo

P  =  E

7
Q =  з ш ,

і отримуємо результати, раніше наведені в
працях [9, 10].
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