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СИ СТЕМ И РІВНЯНЬ У  ВІЛЬН И Х ГР У П А Х , ЩО  
А П Р О К С И М УЮ ТЬ С Я  У  КЛ АСІ СКІНЧЕНН ИХ АБЕЛ ЕВИ Х ГРУП  

s-ПЕРІОДИЧНИХ ПІДСТАНОВОК НАТУРАЛЬНОГО РЯ Д У

У роботі встановлено достатні умови, при виконанні яких неособлива система рівнянь над 
вільною групою скінченного або зліченного рангу апроксимується у класі скінченних абелевих 
груп s-періодичних підстановок натурального ряду.

The sufficient conditions of approximating of the non-singular equations system over a free group 
of finite or countable rank in the class of finite abelian groups of s-periodie permutations of natural
numbers are considered in the article.

1 . В с т у п .  Одним із способів вивчення 
властивостей груп є їх апроксимування у де
якому класі епіморфних образів цих груп, 
які дозволяю ть встановити наявність (або 
відсутність) у групі тієї чи іншої власти
вості. Апроксимування груп тісно пов’яза
не із розв ’язанням багатьох проблем алго
ритмічної теорії груп, наприклад, пробле
мою рівності та проблемою спряженості, 
які поставлені Деном, проблемою входже
ння в скінченно породжені підгрупи, про
блемами розв ’язності систем рівнянь у гру
пах, тощ о (див. [1-5]). Пош товхом для та
ких досліджень була робота Мальцева [4], 
в якій вперше знайдено зв ’язок між фіні
тною  апроксимовністю скінченно породже
них груп і розв ’язністю в них алгоритмічних 
проблем, використовуючи при цьому гомо- 
морфні образи груп на скінченні групи.

Рівняння у групах, а особливо, у вільній 
групі, вивчаються давно (огдяд основних 
результатів див. у [2]). Наприклад, розв ’я
зність згаданої проблеми спряженості у де
якій групі G, пов’язана із розв ’язанням 
найпростіших квадратичних рівнянь виду 
x - 1 f x  =  g у цій групі. Серед усіх задач те
орії апроксимування груп виділяють задачі 
про апроксимування систем рівнянь у віль
них групах. Отже, нехай Fr -  деяка вільна 
група рангу r Є N U {to }  (якщо r =  то, то F ^  
-  вільна група зліченного рангу), над якою

розглядається система рівнянь

Уі(д,х)  =  1,і Є I, (1)

де Уг(д,х) =  Уг(ді,д2 , . . . , д и , х і , х 2 , . . . , хт)
-  сукупність групових слів, індексованих 
множиною I від елементів д\, д2 , д п (ко
ефіцієнтів) даної групи Д  і невідомих 
х і , х 2, . . . ,х т . Нехай р  : Г г ^  Н  -  довільний 
епіморфізм групи Д  на групу Н  із деякого 
класу груп К.  Системі рівнянь (1) постави
мо у відповідність систему рівнянь

Хі(к,х)  =  1, і Є I, (2)

відносно коефіцієнтів-образів Н =  р(д )  із 
групи Н.  Із розв ’язності системи (1) в Д

Н
ж уть, що система рівнянь (1) апроксимує
ться у класі груп К, якщо із ї ї  нерозв’я
зності в Д  випливає нерозв’язність системи 
рівнянь (2) для деякого епіморфного образу 
Н  Є К  групи Д .

Щ о стосується рівнянь відносно коефіці
єнтів із вільної групи Д ,  то відомі насту
пні факти [1]. 1) Рівняння виду х д х - 1  =  /, 
/, д Є Г г, апроксимується класом всіх скін
ченних р-груп. 2) Рівняння виду х к =  /, 
/ Є Рг, апроксимується класом всіх скін
ченних р г р у п  за умови, що к не ділиться 
націло на р. 3) Рівняння виду х 2х2х2 =  / ,  
/ Є Д ,  не завжди апроксимується класом 
скінченних простих груп. 4) Рівняння виду 
[х1 , х 2\ =  / к, 1 =  / Є Щ, к >  2, не апрокси
мується класом скінченних простих груп.
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Таким чином, виникає питання про апро- 
ксимування довільних рівнянь чи їх  систем 
із коефіцієнтами вільної групи Яг у класі 
всіх скінченних груп.

У  даній роботі встановлено достатні умо
ви апроксимування певного типу систем 
рівнянь над вільною групою скінченного 
або зліченного рангу у класі скінченних 
^-періодичних абелевих груп підстановок 
натурального ряду, які ілю струю ться на 
конкретних прикладах систем рівнянь над 
вільними групами, що дозволяє зовсім про
сто дослідж увати їх апроксимовність у да
ному класі скінченних груп.

2. Апроксимування рівнянь над 
вільними групами скінченного рангу. 
Над вільною групою Яг рангу г Є N розгля
немо рівняння у(~д,х) =  1. При цьому вва
жатимемо, щ о його коефіцієнти ді, д2 , д п 
є елементами бази вільної групи Тг, бо у ін
шому випадку можемо виразити відповідні 
коефіцієнти через елементи цієї бази (тоді 
п <  г).

Нехай ві -  сума показників, з якими кое
фіцієнт д^ входить у запис слова V (і =  1, п). 
Аналогічно, нехай -  сума показників, з 
якими невідома х^  і  =  1 ,т , входить у за
пис цього ж  слова V. Надалі потрібні будуть 
такі числа

п
в  =  ^  вк , 6  =  НСД(|аі|, | а 2 | , \ат\).

к= 1

Я кщ о набір чисел (а 1 , а 2, . . . ,а т) не є ну
льовим, то рівняння v(g,X)  =  1  називатиме
мо неособливим.

Число А називатимемо показником де
д

пи С, якщ о елемент д можна подати будь- 
яким чином у вигляді добутку твірних еле
ментів цієї групи так, щ об сума всіх відпо-

А
Зазначимо, що одному і тому ж  елементу 

деякої скінченно породженої групи м ож уть 
відповідати різні його показники. Напри
клад, для циклічної групи другого порядку 
<  д l д2 =  1 >  маємо: всі числа 2 А - 1 , А Є 2 , є 
показниками елемента д, бо д =  д 2Х-1, А Є 2 , 
і всі числа 2 \  А Є 2 , є показниками одини
чного елемента, бо 1 =  д 2Х, А Є 2 .

Правильним є наступне твердження, яке 
також має окремий інтерес.

Лема 1. Я кщо  неособливе рівняння  
v(g,X)  =  1  є р о зв ’язним у вільніи групі Яг 
рангу г Є N і визначені числа в  та д, то

виконуєт ься подільніст ь в'-д.
Доведення. Нехай У  =  { у 1 , у 2, ■■■,уг}  -  

база вільної групи Яг. Визначимо відобра
ження р, яке кожному елементу Уі, І =  1 ,г,  

У
позицію симетричної групи підстановок на
турального ряду Б ( ^ ,  яка за допом огою  ци
клу записується так: ті =  (2 І — 1 , 2 І), І =  1 ,г.  
Тоді, так визначене відображення р  продов
ж ується до епіморфізму груп ф : Яг ^  И,  
де И  = <  ті 11 =  1,г  >.  При цьому помічає- 

И
група підстановок натурального ряду.

Нехай к =  ф(д).  Із розв ’язності рівняння 
v(g,X)  =  1  у вільній групі Яг випливає, що 
рівняння v(к,X)  =  1  є розв ’язним у абеле- 
вій групі И.  При цьому рівняння v(к,X)  =  1 
можемо записати у такому вигляді:

х«1 х«2 хат кв 1 кв2 квп =  1 (3)
х 1 х 2 ■■■х т к 1 к 2 ■■■кп — 1  (3)

Нехай х  =  (г 1 , г 2, ■■■,гт) -  розв ’язок рів- 
И

га  га2  ■■■т кв1 кв2 ■■■кПг =  1■ (4)

Зазначимо, що {к 1 , к2, ■■■, кп}  С {ті 11 =  1 , г }  
і гк =  гк(т1 ,т2, ■■■,тг) ,к  =  1 ,т ■ О тж е, ліва 
частина рівності (4) подається у вигляді до
бутку твірних елементів {ті 1 1 =  1 , г }  групи 
И
ків, з якими входить довільна транспозиція
ті
нює 0.

Ак гк
із групи И  для кожного к =  1,т . Тоді при
ходимо до рівності

т п
^   ̂а к Ак І ^   ̂в і 0
к=1 і=1

або
т

а кАк +  в  =  0, (5)
к=1
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де ліва частина цієї рівності -  це сума всіх 
показників для кожного твірного елемен
та ті, l =  1 ,r ,  щ о входить у ліву части
ну рівності (4). Рівняння (4) є лінійним 
діофантовим рівнянням відносно невідомих 
A i,A 2,. . . ,Ат. Тоді, як відомо, для існуван
ня цілочисельного розв ’язку цього рівняння 
необхідно, щоб число в  ділилося націло на 
d =  НСД(|а!і|, \а2 \,..., |ат |). Отже, отрима
ли те, щ о й потрібно було довести. □

Один із основних результатів даної робо
ти сф ормулюємо у такому вигляді.

Теорема 1. Якщо для неособливого рів
няння v ( g , x )  =  І над вільною групою Fr 
рангу r Є N визначені числа в  та d та
кі, що в  не ділиться націло на d, причому

існує таке натуральне число s, що d\s, але 
в  не ділиться націло на s, то дане рівняння 
апроксимует ься у деякому класі K s скінчен- 

s
вок натурального ряду.

Доведення. Нехай Y  =  { у 1 , у 2 , .. .,y r }  -
Fr

ження р  : Y  ^  S (N) за таким правилом: 
р(уі ) =  Ts,l, де

Tsi =  (s(l — І) +  І, s(l — І) +  2 ,..., sl ) , l  =  І, r,

-  цикли довжини s. Відображення р  продов
ж ується до епіморфізму груп ф : Fr ^  H s, 
де символом H s позначено групу, породже
ну всіма циклами Ts>l, l =  І, r. Зазначимо, що 

Hs s
вою групою підстановок натурального ряду.

Нехай h =  ф(ф). Тоді розглянемо рівня
ння v ( h , x )  =  І відносно кофіцієнтів-образів 
при епіморфізмі ф. Припустимо, що воно є 
розв ’язним у групі H s. Оскільки група H s 
є абелевою, то  рівняння v ( h , x )  =  І можемо 
записати у вигляді

x«i x«2 x am іЩ i @2 ьЩ =  Іtv і tv 2 • • • tv 1 1 2̂ *̂* і 4 *

Якщ о x  =  (r 1 , r 2 , . . . ,r m) -  розв ’язок цього
H s

Ак показник елемента rk Є H s для кожного 
k =  І , т,  аналогічно як і при доведенні леми 
1, прийдемо до рівності

m
а кАк +  в  =  0.

к= 1

Звідси отримуємо порівняння
m

У  ак Ак =  —в  (mod s). (6 )
к= 1

s
m

мо, щ о а кА р s, а в  Ф 0(mods) .  Отрима-
к= 1

ли суперечність щодо виконання порівняння
(6). Тоді рівняння v ( h , x )  =  І нерозв’язне у 
групі H s і, у деякому класі K s скінченних 
s
становок S (N) такому, що H s Є K s, апрокси- 
мує рівняння v ( g , x )  =  І над Fr. □

3. Апроксимування систем рівнянь 
над вільними групами скінченного

Fr
гу r Є N розглядається система рівнянь 
vi(g, X) =  І, і Є I, причому коефіцієнти 
g1, g2, ..., gn належать до бази групи Fr (тоді 
n <  r).

Нехай вік означає суму всіх показників, 
з якими коефіцієнт дк входить у запис сло
ва vp аналогічно символ a ij означає суму 
показників, з якими входить невідома Xj у 
запис цього ж  слова vi. Визначимо числа  П
в  і /Т в ір di Н С Д ( | а і1 |, | а і2 |, ..., | а іт|)

к= 1
для кожного і Є I. Тоді застосувавши лему 
1 та теорему 1 до кожного із рівнянь систе
ми v,i(~g,X) =  І, і Є I, прийдемо до таких 
результатів.

Лема 2 .  Я кщо системи, неособливих рів
нянь v,i(g,X) =  І  і Є I, є р озв ’язною у віль
ній групі Fr ранг у r Є N і визначені числа 
ві, dp і Є I, то для кож  ного і Є I  виконує

т ься подільніст ь в і 'Д.
Теорема 2. Якщо для системи неосо

бливих рівнянь vj,(g,x) =  І  і Є I, над віль
ною групою Fr рангу r Є N визначені чи
сла в і, dp і Є I, такі, що для деякого інде
ксу і0 Є I  число в і0 не ділиться націло на 
dp, причому існує таке натуральне число

s, що dp:s,  але в і0 не ділиться націло на s, 
то ця системи апроксимуеться у деякому 
класі K s скінченних s -періодичних абелевих 
груп підстановок натурального ряду.

4- Апроксимування систем рівнянь 
над вільними групами зліченного ран
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вилом: p( y l) Тоді від-

гу . Нехай над вільною групою Г ж злічен- 
ного рангу розглядається система рівнянь 
уі (д ,х )  =  1, і Є I, причому коефіцієнти 
д і , д2, дп належать до бази групи Гж. Ба
зу групи Гж подамо так: У  =  [ у 1,у 2 , ■■■}, де 
Уі =  дь, І =  1,п.  Нехай Уп =  ІУі,У2 , . . . ,Уп}- 
Визначимо відображення р  : У  ^  Уп за пра- 

Уі, якщ о І <  п,
1, ЯКЩ О І >  п ■ 

ображення р  продовж ується до епіморфізму 
груп ф : Г ж ^  Гп, де Гп — вільна група ран
гу п з базою  Уп. Зазначимо, щ о д =  ф (д). То
ді відносно коефіцієнтів-образів при епімор- 
фізмі ф система рівнянь ь і (д , х )  =  1  і Є I, 
не зміниться.

Має місце наступне твердження.
Т еор ем а  3. Якщо систем,а рівнянь 

ь і (д , х )  =  1  і Є I, є нерозв’язною у групі 
Г ж, то ця систем,а рівнянь є також неро-

Гп
Д о в е д е н н я .  Припустимо, що система 

рівнянь Уі(д , х )  =  1, і Є I, є нерозв’язною 
у групі Г ж і нехай г -  розв ’язок цієї систе
ми рівнянь у групі Гп. Оскільки Гп С Г ж, 
то набір елементів г буде розв ’язком даної 
системи рівнянь у групі Г ж. Отримали су
перечність. □

Таким чином, дослідження апроксимов- 
ності систем рівнянь над вільною групою 
зліченного рангу зводиться до дослідження 
апроксимовності систем рівнянь над вільни
ми групами скінченного рангу.

5. П р и к л а ди . 1) Рівняння х ^ х Х  =  /, 
де /  є елементом бази вільної групи Гг апро- 
ксимується у деякому класі скінченних 2- 
періодичних абелевих груп підстановок на
турального ряду. Справді, у даному випад
ку і =  1, 3 =  2, в =  2 і всі умови теореми 
1 виконуються. При цьому, згідно із лемою 
1, дане рівняння є нерозв’язним у групі Г г,

оскільки не виконується подільність (3:3.
2) Система рівнянь

/у »6/у »6/у» 6 -С ------ 1x 1x 2x 3 J =  1,
x - 3x 2g =  1 ,
~-15 15~15 f 2 _  x 3 x 2 x 1 J = 1 ,

груп підстановок натурального ряду K 3, К 5 

та K 15. Справді, у даному випадку можна 
визначити числа

в  1 =  в 2 =  1 ,в 3 =  2, d1 =  6 ,d 2 =  3 ,3 3 =  15,

io =  3, s Є {3 , 5 ,15}

таким чином, що виконуються умови теоре
ми 2, але не виконуються умови леми 2.

3) Безкоефіцієнтне рівняння x k =  f  над 
вільною групою Fr апроксимується у деяко
му класі K k скінченних k-періодичних абе
левих підгруп в S (N) за умови, щ о довж и- 

J Fr
на k.
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над вільною групою Д2 з вільною базою 
{ / , д } ,  є нерозв’язною у даній групі і апро
ксимується, наприклад, у класах скінченних
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