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З А Д А Ч І  К О Ш І  З Н Е Є Д И Н И М И  Р О З В ’ Я З К А М И

Доведено наступну теорему. Нехай G -  область в просторі R2 і f  : G ^  R -  довільна 
неперервна функція. Для довільних точки (t0,x 0) Є G і числа є > 0 існує така неперервна
функція g : G ^  R, що sup \g(t,x) — f  (t,x)\ ^ є і задача Коші ( ) =  g(t,z(t)), z(t0) =  x 0

(t,x)eo dt
має більше, ніж один розв’язок.

We prove the following theorem. Let G be a domain in the space R2 and f  : G ^  R be an 
arbitrary continuous map. For an arbitrary point (t0, x 0) Є G and a number є > 0 there exists 
a continuous map g : G ^  R such that sup \g(t,x) — f(t,x)\ < є and the Cauchy problem

(t,x)^G

——— = g(t, z(t)), z(t0) =  x0 has more than one solution.

Важливою в теорії звичайних диференці- д : С  ^  Е , що  
альних рівнянь є

Т е о р е м а  1 (Пеано, [1]). Нехай С  -  об
ласть простору Е 2 і д : С  ^  Е  -  довільна 
неперервна функція. Д ля довільної точки 
(Ь0 , х 0) Є С  задача Коші

sup \g{t,x) -  f  {t,x)\ У є (2 )
(t,x)eG

dz (t ) 
dt 

z(to) --

g ( t , z ( t ) ) , (1)
Xo

і задача (1) мае більше, ніж  один р озв ’язок.
Д о в е д е н н я .  Використаємо приклад неє- 

диності Ф. Хартмана [2]. Ф. Хартманом по
будовано неперервну функцію и  : Е 2 ^  Е, 
таку, що для кожної точки (Ь0 , х 0) Є Е 2 за
дача Коші

має хоча б один розв ’язок.
У  випадку виконання умов цієї теореми 

задача (1 ) може мати неєдиний розв ’язок, 
що підтвердж ується наступним прикладом 
диференціального рівняння

dx 
dt

з нескінченним числом розв ’язків, для кож 
ного з яких x ( 0 ) =  0 .

Задачі Коші з неєдиними розв ’язками не 
є рідкістю. Такі задачі ут ворюют ь м нож и
ну, що є щільною у м нож ині всіх: задач К о
ші. Це ми покажемо далі.

М етою статті є доведення наступного 
твердження.

Т е о р е м а  2. Нехай G -  область простору 
R 2 2 f  : G ^  R  -  довільна неперервна функ
ція. Д ля довільних точки (t0 , x 0) Є G і чи
сла є >  0 існує така неперервна функція,

dx(t)
U(t,  x( t ) ) ,

дЬ
х(Ьо) =  Хо

має більше, ніж один розв ’язок на кожному 
відрізку [Ьо,Ьо +  т П  [Ьо -  тЦо], 1  >  0 .

Очевидно, щ о аналогічну властивість має 
і задача Коші

dx(t)
=  U(t  +  а, x( t )  +  в ),

дЬ
х(Ьо) =  хо

для довільних дійсних чисел а  і в-
Нехай $і, 82 і 83 такі дійсні числа, що

Ы  <  о

f  (to, xo)  +  81 =  0

U ( t 0 +  8 2 , x 0 +  ©  =  0 -

(3)
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Визначимо неперервну функцію д : С  ^  К  Використаємо нову змінну 
за допом огою  рівності

д (Ь,х) =

дг (Ь, х)ки(Ьо +  82 +  к(Ь — Ьо), х  +  5з) +  

+ ( 1  — дг (t , x ) ) f  (і , х ) ,

т =  Ьо +  к(Ь — Ьо). 

Ураховуючи, що

і =  іо +  к 1(т — іо) ,

(0  ) к f  (іо, х о) +  81 отримаємо, що задача Кош і (4) по відноше-
де г Є ( , =  и (ьо +  82 , хо +  83) , нню Д° нової функції

дг (Ь, х ) =  ш(т) =  г(Ьо +  к- 1 (т — Ьо)) (5)

МЯЄ ВИГЛЯД1 , якщ о /і(Ь, х )  ^  г,
и(Ь,х) . .

2 -------------- , якщ о г <  / 1 (Ь,х) <  2 г, (  —ш (т)
и  (т +  82 ,т(т) +  83),

0 , якщ о ц(Ь,х)  ^  2 г, < —т

і ц(Ь,х) =  у / (Ь — Ьо) 2 +  (х — х о) 2 . Очевидно,  ̂ х о
Щ° Ця задача для кожного досить малого числа

\д(Ь,х) — f  (Ь,х)\ =  ^ >  0 має на кожному відрізку [Ьо ,Ьо +  і
=  дг (Ь,х)\ки(Ьо +  82 +  к(Ь — Ьо) , х  +  83) — [Ьо — і М  більше, ніж один розв ’язок. Тому

в силу (5) задача Кош і (4) має аналогічну 
властивість.—!̂  (Ь,х)\ =

=  дг(Ь,х)\ки(Ьо +  82 +  к(Ь — Ьо),х +  83) — Отже, задача Коші (1 ) має більше, ніж
— ( f  (Ьо, х о) +  8Ц +  ( f  (Ьо, х о) — f  (Ь, х) )  +  8 ^ ^  один розв язок.

Теорему 2 доведено.
^  дг (t , x ) ( \f (Ьо,хо) +  8 і \и(Ь,х)+  Зазначимо, що для диференціальних рів-

+  \f(Ьо, х о) — f (Ь,х)\ +  \81\. нянь у нескінченновимірному банаховому
просторі множина р озв ’язків задачі Коші  
м,оже бути порожньою  (див. [3]) і м н ож и 
на задач Коші з порожньою множиною роз- 
в ’язків є щільною у множині всіх задач К о 
ші (це показано автором у [4]).

Д 6

и (Ьо +  82 +  к(Ь — Ьо), х  +  83)
ш(Ь, х)  =

и (Ьо +  8 2 , хо +  83)
1

Звідси, визначення дг ( Ь , х ) , нерівності (3) та
неперервності f  і и  випливає виконання СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ
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—-( - )  =  ки (Ь о +  8 2 +  к(Ь — і о ), z (Ь) +  83 ),
—Ь

г(Ьо) =  хо.

(4)
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