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Д В О Т О Ч К О В А  З А Д А Ч А  Д Л Я  Л ІН ІЙ Н О Г О  С Т О Х А С Т И Ч Н О Г О  
П А Р А Б О Л І Ч Н О Г О  Р І В Н Я Н Н Я М  З Н Е П Е Р Е Р В Н И М И  З Б У Р Е Н Н Я М И

Встановлено існування з імовірністю 1 функції Гріна двоточкової задачі для лінійного стоха- 
стичного параболічного рівняння з коефіцієнтами, які залежать від і, та випадковими збуре
ннями неперервного типу.

The existence with the probability 1 of a Green’s function for the two-point problem for a linear 
stochastic parabolic equation with coefficients that depend on t, and perturbations of continuous 
type is established.

Нелокальні багатоточкові параболічні 
сингулярні крайові задачі для детерміно
ваних рівнянь глибоко вивчені у праці 
М.І. М атійчука [1]. Крайові задачі для рів
нянь другого порядку параболічного ти
пу з неперервними збуреннями типу біло
го шуму різними методами досліджували
ся у працях 11.1. Гіхмана та 1.11. Гіхмана
[2], [3]. Д ослідженню властивостей розв ’яз
ку задачі Кош і для лінійного стохастичного 
диференціально-різницевого рівняння з ча
стинними похідними і марковськими пара
метрами присвячена праця В.К. Ясинсько- 
го, Н.П. Бодрик [4], коректність задачі К о
ші для лінійного стохастичного рівняння па
раболічного типу з неперервними збурення
ми, розв ’язки якої в фіксовані моменти ча
су зазнають імпульсних збурень, вивчалася 
у статті [5].

Нехай визначено ймовірнісний простір 
( П , Е , Р ) з неспадним потоком а-алгебр 

>  0 }, С Д 2 для Д <  Д.
Випадкова функція и ( ї ,х ,ш )  визначена 

на [0, Т ] х Е п х П =  П х П, вимірна відносно 
а -^ г е б р и  Еі з ймовірністю 1 є розв ’язком 
двоточкової задачі

dtu ( t , x , u )  =   ̂ Лк(t )D%u(t ,x ,u )
\к\<2Ь

dt+

+   ̂ Ск(t )D%u(t ,x ,u )  dw(t ,u ) ,  (1)
\к\<Ь

x  G En ,t  >  0, и  G Q ,

и( і ,х ,и )\ і=0 -  ци(і,х,и)\і=т =  р(х ,ш) ,

х  Є Еп,ш Є П. (2)

Т ут  Лк (і)0% та Ск (і)0% -  дифе-
\к\<2Ь \к\<Ь

ренціальні комплексно значні многочлени зі 
змінними за ї та неперервними коефіцієнта
ми; р (х )  з імовірністю 1 допускає перетворе
ння Ф ур ’є, 'ш(ї,и) -  скалярний вінерівський 
процес; ц -  параметр.

Т е о р е м а . Нехай коефіцієнти Лк (ї), 
С к (ї) рівняння (1) -  неперервні функції на 
[0, Т ]; виконується умова параболічності

^  Лк(ї )( іа)к +  7;-(іт ^  Ск(і )( іа )к  ̂ <
\к\=2Ь \к\=Ь

Д —8і |a| +  82,81,82 >  0 ,a  G En, (3)

при кожному a G En, и  G Q сравджується  
нерівність

Іу e x p jS  ( 0 , T , a , u ) } l  <  1, (4)

T

S ( 0 ,T ,a ,u )  =  E  ^ 2  Лк(s ) ( ia )
0 \к\<2Ь

— 2  ^  Ск ( s ) ( ia )^  ds +
\к\<Ь

T

+  І  ^  Ск( s ) ( ia )кdw.
0 \к\<Ь
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Тоді існує з імовірністю 1 функція Гріна 
Є ( і ,т ,Т ,х ,ш )  двоточкової задачі ( 1 ),  (2). З 
ї ї  допомогою р озв ’язок задачі ( 1 ), (2)  визна
чається формулою

и ( і , х М  =  І  а ц ,

Еп

і його норм,а допускає оцінку

к
\МВХи ( і , х , и ) \< С і - 2 \р\с{Еп)) (6)

х  ехр І Б (0, Ь, а, и )|  ф(а). 

Довизначимо Б(т,Т ,а ,и)  ф ормулою

т

Б(т, Т, а, и) / ( X I Ак (з)(іа)
\к\<2Ь

М  
ня (МС).

Доведення. Ш укатимемо розв ’язок за- Позначимо через 
дачі (1), (2) у вигляді оберненого перетворе
ння Ф ур ’є від деякої функції и(і, а, ш):

Ск(в)(іа)к) д в +
\к\<Ь
т

+  І  C s(s ) ( iа )kди.
Т \к\<Ь

п(і, х, и )  =  Бафхь(і ,  а, и)

0\(і ,  т, Т, а, ш) =

=  ^1 — у  е х р {5 (0 ,Т , а, ш }  х

х е х р {Д т , і, а, ш)}

нормальний фундаментальний розв ’язок
(Н ФР) двоточкової задачі. З імовірністю 1 

Тоді отримаємо двоточкову стохастичну за- =  1. Отже, розв’язок задачі
дачу в о разах ур є і З і (9) запишемо у вигляді

вгахь(і ,  а ,и )д х ,  а Є Еп. (7)

Еп

дьи(Ь,а,и) =   ̂ А к(іа)ки(Ь,а,и)
\к\<2Ь

дЬ+ у(Ь, т; Т, а, и )  =  Ql( t ,  т, Т, а, и)ф(а).  (10)

Нехай 0(Ь, т, Т, х, и )  -  функція Гріна, яка
+  Г с  (Ь)(іа )кц(ь а и)  ди) (8) е оберненим перетворенням Ф ур ’є функції

к ’ & і  п ,  Т  іЄ(Ь, т, Т , х , и )  =
у\і=0 -  уу\і=т =  ф(а), а Є Еп, и  Є ії. (9) 1
Загальний розв ’язок рівняння (8) визна

чається ф ормулою [6] і має вигляд
(2п )п

Q 1 ( t ,т ,а ,и )eгaxdа. (11)

Еп

О бґрунтуєм о формулу (11). Перепишемо

{ Г /  к ї ї  по-іншому. При виконанні умови (4) теоре-
J  (  М  Ак(в) ( іа) — ми величину (1 — у е х р {Б (0 , Т , а , и ) } ) ~1 мо- 
о \к\<2Ь жна розкласти у збіжний ряд за степенями

параметра у  [1]. М ожемо записати
^  Ск(з)(іа)к} 2) д з +
\ к \ <Ь Q 1 ( t ,т ,T ,а ,и )  =  у р е х р { р Б  (0 ,Т ,а ,и ,Ь )  +

р=0
+  1 ^ 2  С к(в )( іа )кдю

0 І к\<Ь

Задовольнивши крайові умови (9) , отри
маємо розв ’язок задачі (8), (9)

+ Б (т, Ь, а, и ) }

1 ВІДПОВІДНО

С ( і , Т , и , и )  =  - — — У '  у ” Со(рТ  +  І.,х ,и ) .
/ г і \ - і  (2т>п ‘2 о

и ( Ь , а , и ) = І 1  — у  ехр < Б ( 0 ,Т ,а ,и ) > \  х  ( 1 2 )
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де х,  ш) -  функція Гріна стохастичного За лемою 1.1 [7] про існування перетворе- 
рівняння (1). ння Ф ур ’є від цілих функцій для аргумента

Перепишемо останню формулу у розгор- х  +  іу  можемо записати 
нутому вигляді. М аємо

\Fa^ xM {фр(г ,Т ,а  +  іч,и)}\ <  

<  B  e x p {—c\\x\q( (Т  — т)p+

— т)) +  Сп\чі\q ( (Т  — т )р +  (t —

в ф ,  т, Т, х,  и)  =

=  Г ^ П  [  * *  Е  ЦР ехр^  ■ $ ( т , Т , а , и ) +  + (ї — т ) ) +  с2\у\д ( (Т  — т)Р + (ї — т ) ) }  (І4)
(2п)ПЕ р=о 2Ь

"  с і >  0 ,б =  2Ь_  •
+ Д (т,ї, а, и ) }ба .  2Ь

^  . . Використовуючи вже згадану власти-
Помш яємо місцями суму та інтеграл, тоді . , ̂ ’ вість інтеграла Вінера-Іто маємо

G(t,  т, Т, х,  и)  =
M { Q i ( t ,  т, Т, а, и ) }  =  ^  у рх

eiax e x p { p S (т ,Т ,а ,и )+  p=0
p=0 En  T

+ S  ( r , t , a , u ) ] d a  =  x  exp  |p j ^ 2  Ak (s ) ( ia )k ds+
<x „ T \k\<2b

=  Y 1  eiax^P(T, t , T , a , u )da. (13) t x

p=° En + J E  Ak (s ) ( i v ) kd s I  =  ^ 2  dPQp ( t , r , T , a ) ,
Розглянемо MC від \фр(r , t ,T ,  а, ш)\ . Згі- T k<2b p=°

дно з властивістю інтеграла Вінера-Іто [6] та де Q p ( t , r ,T ,a )  -  НФР відповідної детер- 
модуля комплексно значної функції, можемо мінованої задачі. А  для ф ункції Гріна
знаити G(t,  т, t , х , ш) справдж ується

M{\^p(T , t ,T ,(i,u)\} =  м  { G ( t , r , T , x , u ) }  =

T і ™
=  e x p ^ p  ( B e  ^ 2  A k (s ) ( ia )k +  =  dpG ° (pT  +  t , x ) . (15)

T \k\<2b ( p=°

+  2 (C  **( s , a )̂ ')2  ̂ds+
І ^  2\ Т ут  О0(рТ  +  ї , х )  -  функція Гріна детермі-
2 (С  (в ,а ))  нованої задачі.

Враховуючи останнє, на основі теореми 
1.1 [7] про опис функції Гріна та можливість 
диференціювання ряду (13), дістанемо оцін
ки похідних

+  І fR e  Лк(в )( їа )к+
Т \к\<2Ь

+ -  ^Im ф )(га)к)  ^ d s } .  \ M { D k G ^ ^ x u ) } ^

Функція фр Є ЦІЛОЮ ф ун кц ією  ВІДНОСНО а І <  Ск ( ї - т  ) - Е1тф- ехр і  — 0 ^ 2  \хк\д ( ї - т ) -  
для комплексних а =  а  +  і^ допускає оцінку  ̂ к=1
И ’ ^  ск >  0, с >  0.

\М {фр ф ,Т , а +  іг̂ ,и ) } \ <  с е х р {—6і\а \2Ьх За допом огою  функції Гріна розв ’язок за-
2Ьу,((1 —т)р+( ї—т))+^2 л ((Т —т)р+(ї—т)) [,2

ф  >  0. рівність (6).
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Зауваження, функція Гріна ДОЗВОЛЯЄ марковеькими параметрами / /  Наук, вісник Черні- 
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2011.
5. Перун Г.М. Задача з імпульсною дією для лі- 

dt+  нійного стохастичного параболічного рівняння ви
щого порядку / /  Укр. мат. жури., 2008, т. 60, У8 10.

dtu(t, x,  и )  = Ak (t )Dk u + f  ( t ,x )
| k | <2b

+  Ck(t)Dk u +  g ( t ,x )
k <b

її розв ’язок, згідно з [6], має вигляд

6. Гихман И.П., Скороход A.B. Введение в тео
рию случайных процессов. -  М.: Наука, 1977. -  567 с. 

dw(t, и) .  (16) 1- Эйдельман С.Д. Параболические системы. -
М.: Наука, 1964. -  444 с.

u ( t , x , u )  =  J  G{t,  0, x  -  Ç, u ) p{Ç)dÇ+

En

t

+  J  J  G ( t , s , x  — ç , u ) [ f  ( s , 0 -

0 En

-  Ck(s ) D kg(s ,Ç) ]dxds+
I k I <b

t

+  / /  G ( t , s , x  -  C,u ) g ( s ,C) d w ( s , u ) , (17)
0 En

і за умови, що f  Є Са(П)  та Е Ck(t)Dkg є
IkI<b

Са{П),  0 <  а  <  1 похідні до порядку 2b до
пускають оцінку

s u p \м{D k  u ( t , x , u ) }\ <  t~ м  {|^|} +  \f  а +
п

+| Ck(t )D xg
IkI<b
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