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ПРО АП РО КСИ М АЦ ІЮ  СИ СТЕМ И РІЗНИЦЕВИХ ТА 
ДИФ ЕРЕНЦІАЛЬНО-РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ

Для системи різницевих та диференціально-різницевих рівнянь з багатьма запізненнями 
побудовано апроксимуючу систему звичайних диференціальних рівнянь. Досліджено точність 
апроксимації при виконанні класичних припущень існування розв’язку вихідної системи рів­
нянь.

The approximating system of ordinary differential equations for a system of difference and 
differential-differenee equations with many delays was built. The accuracy of approximations for 
the performance of classical assumptions of the existence of solution of the original system of 
equations was investigated.

Вступ. Розглянемо систему
диференціально-різницевого та різнице­
вого рівняння

х '(ї) =  І ( і ,  х ( і ) , х ( і  — Г\), , х ( і  — тр),
у (і — ті ) , . . . , у (і — ТР) ) , (1)

у (і) =  д(і ,  х ( і ) , х ( і  — Т і ) , . . . , х ( г  — Тр),

у (і — ті ) , . . . , у (ї — тр) ) , (2 )

і Є [іо,Т], р  >  1,д >  1, 

з початковими умовами

х( і )  =  р і ( і ) , у ( і )  =  р 2 ( і ) , і  Є [їо — тДо], (3)

т; І  ( і ,и о , . . .  , иVI
непе-

де 0 <  т1 <  . . .  <  тр 
,ш1 , . . . ,  тр), д(і,  и0 , . . . ,  ир,'ш1 , . . . ,  ,юр) 

ї
глобальну умову Ліпшица по и0 , . . . , и р, 
іт0 , . . . , ітд; р і (і), р 2 (і) -  задані неперервні

ї Є [їо — т, їо ]
д у  

стема (1)-(2) зводиться до диференціального 
рівняння із запізненням. Я кщ о перше рівня­
ння системи (1)-(2) можна розв ’язати відно- 

у
ня нейтрального типу.

Частинний випадок системи (1)-(2 ), коли 
змінна х( і )  не містить відхилення аргумен­
ту, дослідж увався в працях [1, 2].

Я кщ о справдж ується умова "склейки"

Р2 (і0) =  g (і0 , Рі (і0), Р і (і0 — тl ), . . . ,
Р і (і0 — тp), Р2 (і0 — т1 ), . . . , Р2 (і0 — тр) ) . (4)

система (1)-(2) дослідж увалась в роботі [3].
У  даній роботі вивчається схема апрокси­

мації розв ’язків початкової задачі (1)-(3) в 
припущенні, щ о умова (4) не виконується.

Наближена заміна різницевих та
диференціально-різницевих рівнянь по­
слідовністю систем звичайних диференці­
альних рівнянь вивчалась в роботах [1, 4, 5, 
6, 7].

1. Схема апроксимації. Визначимо 
функції г)( і ) ,  і  =  0 ,ш , 'іТ)(і),і =  1 ,т  як 
розв ’язки системи звичайних диференціаль­
них рівнянь

*0 (і) =  1  ( і , г 0( і ) , г 1і ( і ) , . . . , г р (і),
Щ-1 (і)),

(і) =  у ^ - і (і) — Zj(і)),  і  =  1,т  (5) 

Ч (і) =  у [g (і, г0 ( і ) , гк ( і ) , . . . , г іР (і), 
Wl1 ( і ) , . .. ^ і р ( і ) )  — Wl],

їй)(і) =  у ^ ) - і (і) — 'іИ)(і)), і  =  2 , т  (6) 

з початковими умовами

т і -Zj(to) =  <pi(to ), j  =  0 ,m
m
- j -

Wj(to) =  у 2 (to -  m ) , j  =  l , m ,  (7)

m
де m  Є N,  у  =  — , а індекси lj однозначно 

т
визначаються нерівностями

Tlj ^  -  < т(lj +  Х)— - j <  •m m (8)
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Я кщ о умова "склейки" (4) не викону­
ється, то  будемо говорити, що розв ’язки 
А (ї)> 3 =  0 ,т,  (ї), 3  =  1 ,т  задачі К о­
ші для системи звичайних диференціаль­
них рівнянь (5)-(7) апроксимують розв ’язок 
х(г ) ,у( г )  початкової задачі (1 )-(3), якщ о бу­
дуть виконуватись співвідношення

\х(г -  ) -  X](г)\ ^  0 , 3  =  0 ,т,  г є  [Ьо,т],
т

wi (t) =  ß(y( t )  +  g(t,  Zo(t) ,zh ( t ) , Z t p (t), 
wh ( t ) , .. . ,wip (t)) — g ( t , x ( t ) , x ( t  — Ti), 
x ( t  — TP) , y (t — Ti ) , ■■■, y (t — tp) — w i ( t ) ) ,

wj (t )  =  ß (w j- i  — Wj), j  =  2 ,m,  

T j -Zj(to) =  V i ( t o --------), j  =  0 ,m,
m

T j -wj (to) =  (f2 ( t o  ), j  =  1 , m.
m

T

to

Визначимо функції Uj(t),  j  =  l , m  як 
ly(t — 'Tj- ) — wj(t)\dt 0 , j  =  l ,m  (9) розв ’язки такої системи диференціальних

при m  ^  то, де x( t )  Є C[t0 — t , T ], y(t )  -  
кусково-неперервна функція на [t0 , Т ].

2. О б г р у н т у в а н н я  сх ем и  а п р о к с и м а ­
ц ії ____

Т е о р е м а . Нехай Zj (t), j  =  0 , m ;  Wj (t), 
j  =  l , m  -  р о зв ’язок задачі Кош і (5 )-(7 ), a 
x ( t ) , y ( t )  -  р озв ’язок початкової задачі ( 1 ) -  
(3). Припустимо, що справдж уют ься не­
рівності

\f ( t , U o . , U 2p) — f  (t,Vo, .. . ,V2p)\ <
2p

<  \ui — Vi\,
i=0

\g(t,uo, . . .  ,U2p) — g ( t , v o , . . .  ,V2p)\ <
2p

<  \ui — Vi\,
i=0

L >  0, R  >  0, pL <  1.

Тоді мают ь місце співвідношення

\x (t )  — Zo( t )\ <  Р\(T ) , 
m

рівнянь

ui (t) =  d (y (t) — u i ) ,

uj (t) =  y (u j - i  — Uj ), j  =  2 ,m , (11)

u (to) =  y j (to) =  T2 (to — — ) , j  =  l , m . (12)m

Нехай

Tj
Nj (t) =  т < і \x (s  — m ) — zj ( s ) 1, j  =  0 ,m -(13)

Аналогічно, як в [8], нескладно показати, 
що справдж уються оцінки

T
Nj (t) <  No(t) +  ß i(  m  ) , j  =  l , m ,  t Є [to,T  ],(14)

T
\x(t — Tj) — Zij(t)\ <  Ni.(t)  +  v ( x , — ) <

T T m T

\x (t  — — ) — Zj ( t ) \ <  ß 2 ( T  ) , j  =  l , m , (10)m m
T

Tj T

<  N0(t) +  ß 4(— ) +  <Z( x , — ) =  N0(t) +  Y i( — ) ,
m  m  m

T T  T T
де уф  — ) =  ß4 (—  ) +  u(x ,  — ), ß 4 ( — ) -  MOHO- 

m  m  m m
тонно неспадна функція і lim ß 4 (r) =  0..r^0

Визначимо функції Vj (t) =  uj (t) — wj (t),
\y(t-------- ) — wj(t)\dt <  ß 3(— ), j  =  l, m. j  =  l , m  як розв ’язки системи рівнянь

m m
to

Функції ßi(r) ,  i =  1, 3 монотонно неспа- 
дні і lim ßi(r)  =  0.

Д о в е д е н н я . Перепишемо систему (5)-(7) 
у вигляді

zü(t) =  f  (t,Zü(t) ,Zh (t) , . . . , Z i p (t) ,
wh ( t ) , . . . , W i p ( t ) ) ,

Zj (t) =  ß { zj - i { t ) -  zj ( t ) ) , j  =  l , m ,

vj( t )  =  ß(g(t ,  x ( t ) , x ( t  — t 1 ), . . . ,  x ( t  — Tp), 
y (t — Ti ) , . . . , y (t — tp)) — g ( t , Zo(t) ,Zh ( t ) ,

( t ) ,wh ( t ) , . . . ,wiv (t)) — v i (t)),  (15)

Vj (t) =  y (vj - i (t) — vj ( t ) ) , j  =  2 , m ,

108

V] (го) =  0 , і  =  1 ,т.  (16)
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Використовуючи властивості функції 
д ( і , и 0 , и і , . . .  ,ир^ і , . . .  ^ р) та лему [8], 
маємо в цьому випадку

Позначивши v =  m ax \vj(s)\ds, одер-
j=l,m J 

to
ж имо нерівність

\vj ( t ) \ — у
1

to
(j  -  1)!

[y(t -  s)]j - l e - ^[t-s)x t
т

\g(s , x ( s ) , x ( s  -  —1 ), . . . , x ( s  -  —p) , y ( t  -  ті),
■■■, y (t -  —p)) -  g (s, zo( s ) , zh ( s ) , ~■■, zip (s),
wh (s), ■ ■ ■ ,wi (t))\ds —ll \ ~ / 7 ' ' ' lp

t

— y L і  \ i , [y (t -  s )P _ l e

v — L ((p +  1)No(s) +  p Y i(— ) ) ds+
m

to

V t
+ L ^  /  \y(s -  —k) -  uik(s)\ds +  pLv,

j - l e - u(t-s)
к=і to

to
(j  -  1)!

£  \x (s  -  —k) -  zik ( s )\ +
k=0
p

J 2 \y(s -  —k) -  wik ( s ) \)ds —
к=і

— y L

яку, враховуючи, щ о рЬ <  1, можна перепи­
сати у вигляді

L [  т
v —   f ( ((Р + 1 ) No(s ) +  PYi( — ))ds +1 -  pL m

to

to
(j  -  1)!

[y (t -  s)]j ej - l e - u(t-s)
p t

+  ^  f  \y(s -  тк) -  UikЧ И Ч (1 7 )
к= 1 І

£  \x (s  -  тк) -  zik ( s )\+
k=0
p

X ! ( \y(s -  тк) -  uik ( s )\ +  \vik ( s ) \) )ds■

Оцінимо другий доданок у правій частині 
(17), маємо

к= 1

і0 і
чи порядок інтегрування та використовую­
чи оцінку

to
T

to
y

(j -  1)!
[y(t -  s)]j - l e - ^ t-s )ds — 1 ,

T

to
одержимо

t

(s -  тк) -  uik(s)\ds —

(s -  тк) -  uik(s)\ds

(s -  тк) -  y (s -  щ ) +
to
y (s -  4 k) -  uik( s )\ds —

T

to
\vj ( s )\ds — L (^  / \x (s  -  тк) -  zik ( s )\ds+

к= 0 І

v f
( \y(s -  тк) -  uik ( s )\ +  \vik ( s ) \))ds —

to
T

к= 1 to to

(s -  тк) -  y (s -  щ ) \ds+

(s -  4k) -  uik ( s )\ds,

т
т

— L ( ((p +  1)No(s) +  pYi( — ) ) ds+
m

to 
p і

тут \тк — т1к \ <  — . Введемо до розгляду 
функцію

m

T

+  ^  ( \y(s -  тк) -  uik ( s )\ +  \vik ( s )\)d s )  Yo( r ) =  sup \y(t -  t i ) -  y (t -  t2 ) \dtm
' \tl-t2\<r.'к= 1 to to
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T * -  2 2k ^ +2
p(t)d t p (t)d t +  / p (t)d t+

де у (ї) -  розв ’язок задачі (1 )-(3), який в за- ших точок розриву за винятком і̂7 маємо 
гальному випадку має скінчене число точок 
розриву на [Ь0 , Т ]. Без обмежень загальності 
покладемо, що Ьі <  Ь2 і г1*,Ь2*, ■ ■ ■ * -  то­
чки розриву у(Ь)- Тоді підінтегральна функ­
ція \у(Ь — Ьі ) — у(Ь — Ь2)\ має розриви першо­
го роду в точках Ьі* +  і 1 ,Ьі* +  Ь2 , і =  1 ,к,
0 < Ь і , і 2 <  т.

Одерж имо оцінку для функції Уо(г)-

to+t2

2k- 1

Е
i= 1

to +t2 i= 1
ь -  2й rKi+1 - 2 T

p(t)d t +  p (t)d t <

b + 2 ?2fc + 2

T

Yo(r) =  sup \y(t -  ti) -  y (t  -  t 2 )\dt <
|tl-t2 |<r J

to
to +tl

<  sup
|tl-t2|<r

to
to+t2

+  sup
|ti-t2|<r

to+tl 
T

+  sup
|ti-t2|<r

to+t2
to+tl

sup
|tl-t2|<r

to
to+t2

+  sup
|tl-t2|<r

\y (t  — t 1 ) — y (t  — t2 ) \dt+  

\y (t  — t 1 ) — y (t  — t2 ) \dt+  

\y(t -  t 1 ) -  y (t -  t2 ) \dt =  

\p(t — П) — p (t  — t2 )\dt+

( \y (t  — t 1 )\ +  W (t — t2 ) \)dt+
to+tl

T

+  sup
|tl-t2|<r

\y(t -  t 1 ) -  y (t -  t2 ) \dt <
to+t2

<  u ( p ,  r ) t 1 +  2 M r  +
T

+  sup
|tl-t2|<r

to +t2

M m ax{ sup p(t) ,  sup y( t ) } ,
te[to-r,to] te[to,T]

ш(р,  r) -  модуль неперервності функції p(t) .
Оцінимо тепер останній доданок у пра­

вій частині нерівності (19). Нехай ф , . . .  , ^ 2к 
-  впорядковані за зростанням точки розриву 
підінтегральної функції. Позначимо p(t)  =  
\y(t — t\) — y (t  — t2 )\. Тоді, локалізуючи то-

r
щ об інтервали І і̂ — — ,£ і ^  - )  не містили ін-

<  (ф  — 2  — t 2 — to)&o(y,r)  +  2 M r2 k +
2k- 1

+  (Ci+1 — 2  — ^ i— 2  )u i (y ’ r ) +
i= 1 r

+ (T  — b k — 2 )u 2k(y ,r)  <
<  (T — t0)u(y,  r) +  4kM r,

де u 0 (y , r )  -  модуль неперервності функції
r

y(t)  на інтервалі [t0 +  t2 ,^1 — 2 L u i (y, r) ,

i =  1 , 2 k — 1  -  модуль неперервності функції
y(t) на інтервалі [& +  2  , 6 + 1  — 2 ^ u 2k(y, r)  -
модуль неперервності функції y(t)  на інтер- 

r
валі [&k +  - , T ], u ( y , r )  =  max

2  i=0,2k
Отже,

Yo(r) <  t 1 u ( p , r ) + 2 M r ( 2 k + 1 ) +  ( T —t o ) u ( y , r ).

З останньої нерівності одержуємо, що 
jo (r )  монотонно зростаю ча функція і 
lim Y0 (r) =  0 .r^0

Використовуючи точність апроксимації 
елемента запізнення для кусково неперерв­
них вхідних функцій [2]

T

{s — тгк) — щк(s ) \ds <  ß 5 ( ) ,
\ m

\y(t — t 1 ) — y (t — t 2 ) \dt, (19)
to

одержуємо нерівності
T

J  \y(s — Tk) — Ulk( s )\ds <

to т т т
<  Yo(- ) +  ßb( - ) =  ß e ( - ) ,  m  m  m

де функції ßi (r),  i =  5, 6 монотонно неспадні 
і lim ßi (r) =  0 ,

0

v < L t ( I ((p  + 1 ) No(s) +  pY1 ( T ) ) d s +  
1 — pL J m

to

110
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+ р /36(— )) (20) Оцінимо тепер різницю \х(і)—г0(і)\. Пере-
т

Враховуючи тепер оцінку (17) та умови, форми, знаходимо 
наведені в теоремі, одержуємо оцінки і

іо
\у( ,8 — ш ) — Щ ( 8 ) \68 <

ті
<  \у(8 — — ) — и ( 8 ) \68 +  \у ) ( 8 ) \68 <т

tо іо
т

\х(і) — *0 (і)\ < у  \І(і, х ( і ) , х ( і  — ті),

іо
х ( і  — тР) , у (і — ті) , . . . , у (і — тр)) —
— І  ( і , г 0( і ) , г іі ( і ) , . . . , г ір(і),
Щіі (і), . . . , Щр (і)))\б8 <

і

<  Я  !  \х(і) — г0(і)\б8+

іо
+  <  Р5( —   Ь ( [  ((р+ 1 ) ^ 0(8)р'Уі( — ) ) б 8  +  ^  , , , , , ,

ш  1  — рЬ 6 — І  \х(і — тк) — гік(і)\б8+
к=і .

І
іо

іо
т Ь(р +  1) [  т р г

+ рвб(— ) ) =  1  — р ь  ]  ^ (8)68  + 1 2(— ) , + я ^  І  \у(і — тк) — Щік(Ш 8 <
іо к= 1

т і 2 (т ) =  в (т ) +  т ~ ~ Г ( (Т  — і0) р і і (— ) +  <  Н /  ^ (8)68 +  І (Щ (8) +  Чі(— ) ) б8+— — 1 рЬ — —

(21)
іо

—

ррв( т ) ) ; —

іо

іо

— 1 — рЬ

(8 — тк) — Щік (8 )\6 і <

\у(8 — тк) — у (8 — тік ) +

іо к= 1 іо

В N0 (8)68  +  ■»( Т- )) =
к = 1  1 — рЬ —

іо

А  N0(8)68  +  74(— ).
—

іо

(22 )

у (8 -  тік ) -  Щік ( з)\65 <
і

<  J  \у(8 — тк) — у (8 — тк ) \б8+
іо

т
\у(8 — тік) — Щік( 8 ) \68 <  І 0( — ) +

іо

+ [  N0 (8)68  + 12( т ) =
1 — рЬ —

іо

де А  =  П (р + 1)(1+  рЬ  ^ у ф т )  =  Я р ((Т — 
1 — рЬ —

т т
і0) ( я (— ) +  Чз(— ))• Нерівність (22) справе­

— —
длива для всіх і Є [і0, Т ], тому, враховуючи 
позначення (13), маємо

і

N 0 (і) <  А  І  N 0 (8)68 +  ^а(т ). (23)
—

іо
Застосовуючи нерівність Г ронуолла-

Беллмана, дістаємо

^ ( і ) <  І 4 ( - ) е А(т-іо). (24)
—

Із нерівностей (14), (21) та (24) маємо

N  (і) <  ц ( — ) е АТ-іо) +  ш  N ).

(25)
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Ь-\( р + Ь І  ^ (8)68 + із (  т ),1 — Ь —
іо

т т т
де Чз( — ) =  7 0 ( — ) +  І 2 (— ) 

— — —

—

і Є [і0 , Т ], і  =  1,—

І

І І

І

І

І

І

І



і

/ \у(8 -  — ) -  'Шз {з)\ё,8 <

Враховуючи вигляд уЛ— ), і =  1, 4, та оцін-
т

ки (24 )-(26 ) одержуємо оцінки (10).
т

Теорема доведена.
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