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Н Е С К І Н Ч Е Н Н І  ІГ Р И  Т А  Ї Х  Д О Б У Т К И

Ми вводимо поняття абстрактних нескінченних ігор та їх ізоморфізмів і показуємо, що 
кожна нескінченна гра ізоморфна до деякого аналогу гри Банаха-Мазура. Крім того, ми 
вводимо поняття добутку нескінченних ігор і показуємо, що добуток а-еприятливих ігор буде 
a -сприятливим, а добуток а-сприятливої і Д  несприятливої ігор є в  несприятливою грою.

We introduce the notion of infinity games and and its isomorphisms and we show that each 
infinity game isomorphic to some analogue of the Banach-Mazur game. Besides, we introduce the 
notion of the product of infinity games and we prove that the product of a-favorable games is 
a-favorable and the product of an a -favorable game and в -unfavorable game is ^-unfavorable.

1. В с т у п . Топологічні ігри, вивчення 
яких бере свій початок від робіт [1 , 2 ], на 
даний час є важливим інструментом при ви­
вченні різного роду задач (див. наприклад 
[З, 4, 5]). Останнім часом з ’явилось дуж е ба­
гато різновидів відомих ігор. Проте метою 
цієї статті є зовсім не класифікація ігор, які 
застосовую ться при розв ’язуванні тих чи ін­
ших задач. Ми хочемо поглянути на гру, як 
на абстрактний о б ’єкт. Проте, як виявиться, 
що незважаючи на дуж е загальний підхід 
до поняття гри, кожна нескінченна гра буде 
в певному розумінні ізоморф ною до одного 
аналогу класичної гри Банаха-М азура [1].

Крім того, ми водимо поняття добутку 
ігор і доводимо мультиплікативну теорему 
для загальних ігор: добуток  а-сприятливих 
ігор буде а-сприятливим, а добуток  а - 
сприятливої і ^-несприятливої ігор Є в ~ 
несприятливою грою.

2. Д е р е в а . Для множини А  і ординалу 
V покладемо

V , .
X  =  {(х і ) і< и : х 1 Є X  для і <  V } ,

X
<v

JK<VX X
<v

X
<V + 1

V
Для ординалів к  <  V і х  =  ( х і) і<и Є X
покладемо 1 (х) =  V, х\к =  ( х 1 )1<к (зокрема,
\0 \ =  0 і х\о =  0 ) -  Крім того, для довільних 

— их , у  Є X  запис х  ^  у  означає, що 1(х) <  
І (у) і у\і(х) =  х. Далі, для довільної множини 
ординалів N  і ординалу V виберемо ту  єдину

зростаю чу трансфінітну послідовність орди­
налів (ß L) L< K, для якої N  П v =  { ß L : і <  к } .

V
Тепер, для довільного x  =  (x L)<  Є X  по-

К
кладемо x\ n  =  \X̂ L) і < К Є X

Ч астково впорядковану множину (T, < )  
називатимемо деревом, якщ о існує min T  і 
для для кожного x  Є T  множина Sx  =  
{ t  Є T  : t <  x }  цілком впорядкована. Орди­
нал l (x) ,  який є порядковим типом множи-

Sx

x  Є T.  Через h ( T ) позначимо найменший з 
ординарів, який строго більший за усі l(x),  
x  Є T

T T
T

то, якщо для довільного x  Є T  існує Y  Є T,  
для якого x  <  y.

X v
T

< V
множини ( X  , X)  називатимемо v -деревом, 
якщо для довільного x  Є T i  к  <  l(x)  ви­
конується, щ о x\K Є T.  Ясно, що кожне V­

T  h(T)  <  v
причому 0  =  min T  Є T,  якщ о T  =  0  і 
l(x)  =  l (x)  для кожи ого x  Є T.

T
во і v =  h ( T ). Тоді існує деяке v -дерево T  і 
зростаюча бієкція т : T  ^  T.

x  Є T  
Sx  =  {  t Є T  : t <  x }  

ком впорядкована, і має порядковий тип 
l(x)  <  v, то існує єдина строго зро-
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стаю ча трансфінітна послідовність т (х ) =
<Е

(ті( х ) ) і<г(х) Є Т  , для якої Бх =  {тфх) : і <  
/ ( і ) } .  Візьмемо тепер два елементи х , у  Є Т  з 
х  <  у. Тоді x  Є Бу. Отже, існує к  <  І (у) таке, 
що х  =  тк(у).  Тоді Бх =  {тфу) : і <  к } .  Та­
ким чином, за рахунок єдиності зображен­
ня цілком впорядкованої множини у вигляді 
трансфінітної послідовності, матимемо, що 
т1(х) =  т1(у) при і <  и, тобто  т(х) Б т(у).

~  <и
Покладемо Т  =  т(Т) С Т  . Перевіримо, що 
Т  є и-деревом. Справді, якщ о х  =  т(х) Є Т,  
ТО 1(х) =  ї(х).  Тому для довільного к  <  ї (х) ,  
матимемо, що у =  тк(х) <  х,  а значить, 
т(у) Б т(х). Звідки матимемо, що х\к =
(ті( х ) ) і<к =  (ті (У) ) і<1(у) =  т(У) Є Т -

Надалі ми розглядатимемо тільки и-  
дерева і (и +  1)-дерева.

3. Р е к у р е н т н і п р а в и л а  і и -м н о ж и н и .
Казатимемо, щ о Б  є многозначним від­
ображенням, якщ о існують такі множини 
X  та У , що Б  С X V .  Для многозна­
чного відображення Б , елемента х  і мно­
жини А  ми, як звичайно, записуватимемо 
Б  (х) =  { у  : ( х , у )  Є Б }  і Б  (А) =  ШхелБ (х).  
М ножину бош Р  =  { х  : Б ( х )  =  0 }  на­
зиватимемо областю визначення, многозна­
чного відображення Б, а множину іш Б  =  
Б (б о ш Р ) -  його областю значень. Запис 
Б  : X  ^  V  означає, що Б  є многозна­
чним відображенням, для якого дош Б  =  X  
і іш Б С V .

Розглянемо деяку множину X  і многозна-
<ш

чне відображення Г  С X  X .  Для довіль­
ного п <  и  покладемо

и
и Т

<Ш
Г  (,(х к')к<п) \̂х п : ( хк)к—п Є Т }  ) х  Є X

задаєт ься деяке рекурентне правило для
<ш

якого виконуєт ься, що ПгТ =  Т .
Зауважимо, щ о з рекурентним правилом

— ШГ  пов’язане та кож (и  +  1)-дерево Пг  . Але 
для нас в подальшому значно важливішу

Ш
роль відіграватимуть множини Пг .

Множину Е  будемо називати
и
на X ,  Для якої Е  С X Ш. Для довільних 
х  =  (хп)п<Ш і т  Є и  покладемо пт(х) =  х т. 
На множині X Ш, можна природнім чином 
ввести метрику, докладаючи д ( х , у )  =  2 - п , 
якщо х  =  у  і п =  шах { к  Є и  : х\к =  у\к}. 
При цьому ( X Ш ,д )  буде повним метричним 
простором. Крім того, топологія, щ о поро­
джена метрикою д  збігається зі звичайною 
тиховською топологією  добутку, якщ о на 
X  розглядати дискретну топологію . Роз­
глянемо на и-множині Е  метрику яка 
є звуженням метрики д. Казатимемо, що 
Б  є замкненою и-м нож иною , якщ о Б  є 
и-множ иною і метрика д Е повна. Таким 

и
ні підпростори X Ш. Має місце наступний 
нескладний факт.

Т в е р д ж е н н я  3. Д ля довільного рекурен-Ш
тного правила Г  множ ина  Пг  є замкне- 

и
замкненої и -м нож ини Б  формулою

Г ч <ш
Ппг  =  { х = ( х к ) к<пЄХ : Ук<п  \ хкЄГ(х\к) }  , Гр(х )  =  Ы х ) (у) : х  <  У Є Б } ,  х  Є X  ,

<ш п — Ш
М г  І П г =  ^п<шП

п
Ш Пг .1Г К'-'Іп<ш± ±г  Г

Г
мо рекурентним правилом,, якщ о бош Г  =

<Ш
Пг  . Для рекурентного правила Г  еле-

п
менти х  Є Пг  називаються частковими Г  - 

п <  и  Г
п = и  

пний простий факт.
Т в е р д ж е н н я  2. Д ля довільного реку-

<Ш
рентного правила Г  м нож и на Пг  є нескін-

задает ься деяке рекурентне правило, дляШ
якого П г , =  Р .

Зауважимо, що в попередньому твер­
дженні замкненість ^-множини Р  викори­
стовується тільки при доведенні рівностіШ
П г, =  Р-

4. Н е ск ін ч е н н і ігр и . Зафіксуємо два рі­
зні елементи а  та в , які ми будемо називати 
гравцями (скажімо а  =  0 і в  = 1 ) -  Нескін­
ченною грою двох гравців а  та в  (або просто 
грою) ми називатимемо пару Г =  (Г , у ), де

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 4■ 101



Г  -  деяке рекурентне правило, яке ми нази-
— Шватимемо правим,ом гри Г і 7  : ПГ ^  {а , в }  

-  функція, яку ми називатимемо функцію
<ш

гравців, причому для довільного х  Є ПГ
<Ш

існує у Є ПГ , для якого х  7  у і у ( х ) =  
7 (у ). /Ч а стк о в і/ Г -партії ми будемо назива-

Г

Нехай £ Є {а ,  в }  """""" один наших із гравців.
х Г

— Ш
вець ^ ^ щ о  7 ( х )=£.  Для х = ( х п)єП Г  еле­
мент х п, п <  1 (х) ,  називатимемо ходом грав­
ця С у / частковій /  партії, якщ о ч(х\п) =  С 
Якщ о крім того кількість таких т  <  п, що 
х т є ходом гравця £ У /ч а стк ов ій / партії х, 
рівна к, то казатимемо, що х п -  к-ии хід  
гравця С У / частковій /  партії х. Симво­
лом [ак, Ьк\к<ш позначатимемо таку партію

Ш
х  =  (хп) Є П^, для якої ак та Ьк -  це к-ті

а в
а

рез М а, а грав ця в  через Мв  і також покла­
демо М = М аиМр.  Тоді М а =  Ш1 (Х)=аГ( х ) ,  
Мв =  ^ 7 (х)=вГ (х) і М  =  и хГ (х) =  і ш Г , де 
о б ’єднання беруться по всіх часткових пар­
тіях х  Є б ош Г  =  П 
стивостями.

<Ш
г З ВІДПОВІДНИМИ ВЛ сі-

Стратегією для гравця С У грі Г нази­
вається таке рекурентне правило Б С Г , що

<Ш
Б(х)  =  Г  (х) для довільного х  Є П^ з 
1 (х) =  £■ Іншими словами, для партії х  ЄШ
П5  гравець С вибирає свої ходи підпоряд-

Б
Г

суперник може вибирати свої ходи довіль­
ним чином, тільки би не порушувати пра- 

Г
Ш

ТКОВ1И/

називатимемо С-неспРиятмивою.
К ористую чись аксіомою вибору, для до­

вільної стратегії Б для гравця £ можна ви­
брати таку стратегію  Е С Б  щ о \Е(х)\ =  1,

<Ш
якщо х  Є Пг  і у ( х ) =  £. Таку стратегію  Е  
ми називатимемо однозначною стратегією.

Б
гравця £, то такою ж  буде і кожна (однозна­
чна) стратегія Е  С Б.

Дві гри Г =  ( Г , 7 ) та Д  =  (А,  5) нази­
ватимемо тотожними (при цьому пишемо

—Ш
П

—Ш

партії х  Є ПГ гравець £ гРає за
—Ш

стратегією  ^ ^ щ о  х  Є П5 . Стратегія Б
С

/ Ш ч
7  П ^  С { £ } . Іншими словами, стратегія Б

х
Г С Б

Г С  
С

Б С
Г

Г =  Д ), якщо існує бієкція /  : ПГ ^  п л ,
яка зберігає порядок 7 ,  причому 1(/(х)) =

—Ш
І(х) і 8(/(х)) = 7 (х) для довільного х Є ПГ ■ 
Таким чином, тотож ні ігри -  це такі ігри, 
які отримую ться одна з одної шляхом замі­
ни “ф ігур” зі збереженням правил.

Поняття тотож ності ігор є насправді ду­
же ж орстким, адже якщо, наприклад, в пар­
тії х = (хп )п < Ш ходи х4к та х4к+1 є ходами 
а , а ходи х 4к+ 2 та х4к+ з є ходами в) то та_ 
ку партію природно ототож нити з партією 
х = (хк)к<ш, де х 2к = (х4к , х4к+і) -  це ХОДИ 
а, а х 2к = (х4к+2 , х4к+з) -  це ходи в , але вве­
дене нами поняття тотож ності ігор не дає 
можливості цього зробити. Для цього нам 
знадобиться поняття ізоморфності ігор, до 
введення якого ми зараз і приступимо. 

Нехай Г = ( Г ) -  деяка гра і £ є { а ,в } -
Ш

Множину Б С ПГ називатимемо С~стРа~ 
Г

Е  = Гд є стратегією  для г равця £ У гр і Г.
С Г  

жин позначимо 5^-
Нехай Г =  (Г ,у) та Д  =  (А , 5) -  деякі

Ш Ш
ігри. Неперервне відображення /  : ПГ ^  Пл 

С
довільного Б Є виконується, що

1 £ ш/ - 1(Б ) є  5Г, і для довільного х Є ПГ з то­
го, що 5 / (х )) =  С випливає, щ о ч (х ) =  С 

/
а в

Ш Ш
Бієкцію /  : ПГ ^  Пл називатимемо ізомор- 

Г Д /
/ - і Г Д

ються ізоморфними, якщ о існує ізоморфізм
Ш Ш

/  : ПГ ^  Пл . Ясно, що тотож ні ігри завжди
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будуть ізоморфними.
Твердження 4. Нехай  Г =  ( Г , р )  

та А  =  (А,  6 ) -  деякі ігри, £ Є {а , в }  і
Ш Ш

/ : ПГ ^  П^ -  £ -стратегічне відображ ен­
ня. Тоді, якщо гра А  є £ -сприятливою, то 
гра Г також є £ -сприятливою.

Доведення. Нехай Е  -  виграшна стра-
~  Ш

тегія для £ у грі А . Тоді множина Б =  П^ є 
^-стратегічною для А , причому 6 (Б ) С {£} .  
Але відображення / є £-стратегічним. Тому 
множина Б =  / - і ( в ) є £-стратегічною для Г, 
причому 7 (Б) С {£ } .  Тоді рекурентне прави­
ло Е  =  Гз є виграшною стратегією  для £.

Г А
будут ь а-сприятливими /в-сприят ливи­
ми, а-иесприятливими, в~неспРиятливи- 
ми/ одночасно.

Г
а в

в  і а/, якщ о ч (0 ) =  а  /ч и , відповідно, 
7 (0 ) =  в/  і 1  (х \п) =  1  (х \п+і) Для довіль-Ш
них п Є и  і х  Є ПГ . Насправді в тих конкре­
тних іграх, які нам будуть потрібні в подаль-

в
нехай Г деяка почергова гра гравців Д  а. 
Зауважимо, що кожна однозначна страте- 

Е в  
Г

<Ш
єю  а : М а ^  Мв за допом огою  формули

<Ш
Е ( х )  =  { а ( х ] А) }  для х  Є Пг  з 7 (х)  =  а,  
де А  =  {2к : к Є и } .  Тобто, якщо в партії 
х  =  [ак, Ьк]к<Ш гравець в  грає за цією стра­
тегією, то  Ь0 =  а (0 ) і Ьк =  а ( а і , . . .  , ак - і ) 
при к >  0. Аналогічним чином, що кожна

Е а
Г

<Ш
якою функцією а : Мв ^  М а за допомо-

<Ш
гою  формули Е ( х )  =  { а ( х \в ) }  для х  Є Пг  
з 7 (х) =  а , де В  =  {2к +  1 : к Є и } .  Тобто, 
якщ о в партії х  =  [ак,Ьк]к<Ш гравець а  грає 
за цією стратегією , то Ьк =  а ( а і } . . . ,  ак) для 
кожного к <  и. Насправді, функція а ви­
значена на дещ о вужчій множині, але для 
тих наборів, які не зустрічаються в нашій

а
а

мо функціональною стратегією  для гравця

а в
танини, просто стратегією. Як правило в 
почергових іграх ми розглядатимемо лише 
функціональні стратегії.

І насамкінець цього пункту давайте зро­
зуміємо, щ о при потребі кожну гру мо­
жна вважати почерговою. Справді, для до­
вільної гри Г =  ( Г , р)  можна розгля­
нути таку почергову гру Г =  ( Г ,/),

Г Г  
тим, що у неї ті ходи одного гравця, що 
ідуть підряд, згруповані в один набір. То­
чніше, через Г  позначимо множину усіх 
пар {/Xj )і<к , х к), для яких існують номе­
ри 0 =  т 0 <  т і <  ■ ■ ■ <  т к+і <  и  і частко-

<Ш
ва партія х  =  (хп)п<тк+1 Є ПГ , такі, що
Xj (х т, +£)£<т,+і-т, Д Л Я j  А к ) Ч( х \т, +£)
7 (х\т ) для j  <  к і £ <  m j+ 1 — m j, а та­
кож ^(х\т, ) =  7 (х\т,- і) ДЛЯ 0 <  j  <  к.

х =
<Ш

(Xj ) j<k Є ПГ , к <  и,  через х  =  р ( х )  по-
х =

<Ш
(хп)п<тк є ПГ (тут тк =  и , якщ о к =  и ),
ДЛЯ ЯКОЇ Xj =  (хті +£) £<т, + 1 - т ,  ДЛЯ j  <  к.
Тепер покладаємо 7 (х ) =  7 ( р ( х ) )  для до-

<Ш
вільного х  Є ПГ . Так побудовану гру Г бу­
демо називати відповідною почерговою грою  
до гри Г. Ігри Г та Г, очевидним чином, ізо-Ш
морфні, адже звуження р  на П ,̂ є ізоморфі­
змом.

Г
А

в а
Доведення. Не буде обмеженням вважа- 

Г
то можна замінити Г на Г . Я кщ о у грі С  
починає в  (тобто, якщ о 7 (0 ) =  в ) ,  то слід 
взяти А  =  Г. Припустимо, щ о д ( 0 ) =  0 . 
Розглянемо деякий елемент а Є і т Г .  Ви­
значимо рекурентне правило А  покладаючи 
А ( 0 ) =  { а }  і А ( (ук)к<п) =  Г ( (ук+і)к<п-і))•

<Ш
Для довільного у Є Пл покладе мо 6 (у) =  
в , якщ о І (у) =  2 п <  и\ 6 (у) =  а , якщо 
І(у) =  2 п +  1  <  и;  6 (у) =  7 ( (ук+і)к<ш) ,  якщо 
І (у) =  и. Ясно, що гра Г буде еквівален- 

А  =  (А , 6 )
Ш Ш

ПЛ 3 (уп)п<ш ^  (уп+і)п<ш є Пг  є ізоморфіз­
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мом ігор А  та Г.

6 . и-гра Банаха-Мазура. Розглянемо 
деякий топологічний простір А . Послідов­
ність и =  (ип)п<ш відкритих систем и п про­
стору А  називатимемо допустимою, якщо 
для довільних п <  и  і и  Є и п існує V  Є и п+\ 
з V  С и . Нехай А  <  А  В  =  А  \ А  і 
и =  (ип) п<Ш -  деяк допустиму послідовність. 
Покладемо Г (0 ) =  и 0 і для довільної спа­
дної послідовності и =  (и к)к<п, п >  0 , та­
кої, що и к Є и к для довільного к, покладе­
мо Г(и)  =  { и п Є и п : ип С ип- і }.  Ясно, 

Г Ш
ної партії и =  (ик)к<Ш Є Пг  покладаємо 
7 (и) =  ^ ^ щ о  А < Шип П А  =  0  і 7 (и) =  в , 
якщ о А < Ш ип С В. Почергову гру Г =  ( Г , ^ )  
гравців в  і а , називатимемо и -грою Банаха- 
Мазура і позначатимемо ї ї  В М и(А , А ).

У  класичній грі Банаха-Мазура 
В М (А , А) покриття и п -  це система 
всіх відкритих непорожніх підмножин 
А
випадок гри Банаха-М азура -  гра Ш оке 
С Ь (А ) =  В М (А , А ). Наступна теорема
доводиться в точності так само, як і для 
випадку класичної гри Банаха-Мазура.

А
А С А  и =(ип)п<Ш 

шість, що для довільного п <  и  систем а и п 
є псевдобазою А . Тоді гра В М и(А , А) є в-ме-

А
А

Виявляється, що кожна нескінченна гра 
и

[11-
Теорема 2. Нехай  Г =  ( Г , 7 ) -  

деяка гра. Тоді існує повний метри- 
А

и п =  { В ( х ,  2 1 -п ) : х  Є А }  ди з ’юнктні і 
гра Г ізоморфна до гри В М и(А ,А )  для 
и =  (ип)п<Ш А  С А

Доведення. За твердженням 5 можна 
Г Ш

в  та а  Покладемо А  =  Пг  і і Д  =  { х  Є А  :
<Ш

і А х }  для довільн ого і Є П г  . Н ехай д =
А

п
для довільних і Є П г  і х  Є Н  матимемо, що 
И  =  В[х,  2 - п ] =  В( х ,  21-п). Тоді ип =  { и  :

п
і Є П г }  для довільн ого п <  и. Нехай А  =  
А П7 - 1 (а ) і А  =  В М и(А , А ). Тоді відображе-

Ш
ння Пг  Э х  ^  f  ( х ) =  (и х\п) п<Ш

— Ш
Є Пл збе­

рігає порядок А і 5 ◦  f  =  д. Отже, ігри Г та 
А

З а у в а ж е н н я . Ми не можемо застосува­
ти теорему 1 до гри, що виникає в теоремі 

ип А

7. Д о б у т к и  іг о р . Розглянемо набір і =  
(іп) Є { 1 , 2 } Ш, для якого множини Мі =  
і- 1 (і) =  { п  Є и  : іп =  і} ,  і =  1, 2, нескін­
ченні. Насправді нас в подальшому будуть 
цікавити лише періодичні набори і. НабірШ
і =  (іп)пеШ Є { 1 , 2 } , для якого існує таке 
р Є N  Щ О іп+р =  іп Дл я  кожного п Є и, на­
зиватимемо р-періодичним  і позначатимемо
ЙОГО і =  (і0і 1 ■ ■ ■ ір-1)-

Г і
добутком, рекурент них правил Д  та Г2 (при
цьому пишемо, Г  =  Г 1 іГ2), якщ о для до­

п
вільних і =  1,2, п Є М, та х  Є М  , де
М  =  і т Г 1 и і т Г 2, виконується, що Г ( х )  =
Гі (х ]х .)■ Зокрема, ми будемо мати, що для

п
довільного і =  1, 2, п <  и  та х  Є П г  внкону-

п
ється, щ о х ] м. Є Пг ,. Фактично, правило Г
по номерах з множини М, д і є  як правило Гі,

— Ші =  1, 2. Для функцій т і : Пг . ^  {а ,  в }  ви­
— Шзначаємо функцію 7  =  7 и у 2 : П г  ^  {а ,  в }

—Ш
х  Є П

у випадку, коли 1 (х) <  ж , то покладаємо 
7 (х) =  йі (х ]Хі)  якщо 1(х) Є М,, д л я  деякого 
і =  1 , 2 ] для випадку 1 (х)  =  и  покладаємо, 
7 (х) =  а  якщ о й ,(х ]х . ) =  а  Дл я  довільного 
і =  1, 2 і 7 (х) =  в) якщ о й ,(х ]х . ) =  в) Дл я  

і =  1 , 2

Гру Г =  ( Г , 7 ) для гравців а  та в  назива­
тимемо і-добутком ігор Г, =  (Г,, А ,  і =  1, 2 , 
і при цьому записуватимемо Г =  Г 1 іГ2 , якщо 
Г  =  Г ц Г Д  7  =  7 п 7 2 - Гр у Г =  ГЦГ2 ми на-

і Г
-  відповідна почергова гра до гри Г =  Г 1іГ 2.

Т е о р е м а  3. Нехай Г, =  (Г, ,%) ,  і =  1, 2 ,
-  ігри для гравців а  та в , табір і Є {1 , 2 } Ш, 
такий, що множини М, =  і - 1  (і), і =  1 , 2 , не­
скінченні, і Г =  ( Г , ^ )  =  Г и Г 2. Тоді

(і) Г 1 Г 2 а
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Г а
(ii) якщ о одна з ігор Г і та Г 2 є а ­

в Г
в

(iii) Г в
то обидві гри Г і та Г 2 також є в~ 
несприятливими.

Д о в е д е н н я . Під час доведення цієї те­
ореми ми будемо користуватися позначен­
нями, що введені при означенні і-добутку.
Ми детально розглянемо тільки найцікаві-

(іі)
ших випадків, то доведення їх набагато про­
стіше і тому ми обмеж имось тільки коротки­
ми вказівками.

(іі) Нехай для певності а-сприятлива Якщ о ж  у ( х )
Г2 в  Г в

несприятливою. Нехай це не так і існує ви­
грашна стратегія Е  для грав ця в  У гр і Г.
Розглянемо також виграшну стратегію  Е і 
для гравця а  в гр і Г і . Причому, як ми за­
уважували в попередньому пункті, не буде 
обмеження вважати, що стратегії Е  та Е і

Якщ о ж  7 (х) =  а,  то знову матимемо, що 
1 і (х ]и1) =  а.  Отже,

Е' (х )  =  Е  (х)  П Еі(х\Иі) =

=  Г ( х )  П { а і (х1^ і ) }  =  { а і (х\мі) } >

адже а і (х\Мі ) є  Еі (х\Мі )С Г і(х\ Мі ) = Г  (х).  
Нехай тепер І(х) Є И 2 . Тоді,

Е  ' ( х ) = Е  ( х ) П(Еи Г2 ) ( х ) = Е  (х)ПГ2 (х\х2).

Якщ о 7 (х) =  в> то у 2 (х1М2) =  в) а значить,

Е ' ( х ) = Е (х)П Г2 (х1 ) = { а ( х ) } П Г 2 (х\ щ ) =

=  {  а ( х)  }  П Г (  х)  =  {  а ( х)  }  .

а , то у 2(х\М2) =  а ■ Але 
Г ( х )  =  Г2 (х\М2 ). Тому

Е' (х )  =  Е ( х )  П Г 2 (х\И2 ) =

=  Г  (х ) П Г 2 (х\м2 ) =  Г 2 (х \ М2 ) .

Таким чином, підсумовуючи вищесказа-

<Ш
не, одержимо, що існує така функція а'

<Ш
однозначні, тобто для довільних х  Є ПЕ і

<Ш
у Є ПЕі будемо мати, що 

Е  (х) = М х ) }
Г  (х)

1 (х) 
1 (х)

в ;
а;

М < Ш ^  М , що для довільного х  Є ПЕ/ ви­
конується, що

Е г(х ) = 1  ) ’ х ^Є п 1  - 1 ( а ) ; м( ) \ { а ' ( х ) }  , інакше; ( )

Е 1 (У)
{ а і (У) }

Гі (у)
і і (у) =  а ; 
і і (у) =  в ;

причому а(х )  Є Г  (х) і а 1 (у) Є Г 1 (у) для від  
х у

'/   V  гл І \Лі1  2

(для тих наборів, для яких функція а' не ви­
значається правилом Е ї ї  значення можна 
вибрати довільним чином). В такому разі, 
оскільки Е ' С Е  і Е  виграшна для в , то

Ш
для довільної партії х  Є ПЕ, матимемо, що 

Покладемо Е ' =  Е  П (Е 1 Г 2) і зафіксуємо З (х) =  в  Крім того, ос кільки Е  С Е ііГ 2 , то
_ ._ тг<Ш для довільної партії х  Є П™ матимемо, щоДсЯКс х Є 11 /̂ . ш Е

Розглянемо спочатку випадок, коли хД  Є ПЕі • Тоді, за означенням функції уШ
1(х) Є N 1 . Врахувавши означення і-добутку матимемо, щ о для довільної партії х  Є ПЕ/

виконується одна із рівностій у 2 (х] N2) =  в  
або у 2 ( х ] щ ) =  в  Але стратегія Е 1 виграшна

Ш
для а . Тому y 1 (x }Nl) =  а  при х  Є ПЕ/ . Та-

правил, одержимо, що

Е ' (х) =  Е ( х )  П ( Еи Г2 ) (х)  =  Е ( х )  П Еі(х\Мі )

Якщ о 7 (х) =  в , то, за означенням функції ким чином ,Ч2 (х)м2) =  в  для довільної партії 
7 , одержимо, щ о у і (х\Мі) =  в- В такому ра­
зі, врахувавши, щ о Г  =  Г ііГ2 , будемо мати 
таке:

х  Є П
Занумеруємо множину N 2 =  {т к : к Є ш} 

так, щ о т к Т- Візьмемо к Є ш і у =  (у^)2<к Є

Е  ' ( х ) = Е  (х)П Е і(х\Мі ) = { а ( х ) } П Г і ( х ] Мі ) =

=  { а ( х ) }  П Г ( х )  =  { а (х ) } .
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ПГ2. Зараз за індукцією ми визначимо та-
2 тк

кий набір х  =  (хп)п<тк Є Пг , , що х т, =  yj 
для довільного j  <  к. Припустимо, що для

105



деякого n <  m k уже побудований набірП
(Xe)e<n Є Пг ,, ДЛЯ ЯКОГО x mi =  Уі якщо 
mi <  п. Побудуємо x n зі збереженням відпо­
відних властивостей. Я кщ о п =  m j для де­
якого j  <  к, то покладаємо x n =  yj. Я кщ о ж  
п Є N i, то  визнанаємо x n =  а '( (х ( )« П ) .  Вра-

П+1
хувавши (*),  матимемо, щ о (xß)^<n Є Пг , . 
Зауважимо, що за рахунок формули (*),  та- 

x
к

вільних к Є и  і у Є ПГ2 існує єдиний набір
р(у)  =  x  Є Пг k, ДЛЯ ЯКОГО р(у) )м2 =  У-

Покладемо тепер Е2 (у) =  Е' (р ( у ) ) ,  для
<ш

довільного у Є Пг2 . Доведемо, що Е2 — ви­
грашна для ß  стратегія у грі Г 2. По-перше, 
за рахунок (*), правило Т,2 справді є стра­
тегією  для ß  у грі Г2. Далі, візьмемо деяку 
партію у Є ПЕ2. Тоді за рахунок єдиності ма­
тимемо, що р(у\к)\т■ =  p ^ \ j) для довільних
j  <  к. Тому існує такий набір x  Є M  , для 
ЯКОГО x\mk =  р(у\к) для довільного к <  и. В 
такому разі x  Є Пг , і у  =  x\N . Тому, як ми 
зауважували вище, у 2 (у) =  ß. Таким чином, 
ß  виграє у партії x. Отже, стратегія Е2 ви- 

ß
Г 2 за умовою є ß -несприятливою.

(і) Нехай Si -  виграшні стратегії у грі Г і5 
і =  1, 2 . Покладемо S =  S1lS2 . Ясно, що тоді 
S  буде виграшною для а  стратегією.

(ііі). Нехай це те так і одна із ігор Г 1 
та Г 2 є ß -сприятливою. Скажімо, гра Г 1 -  
ß
гії S 1 у г рі Г 1 для грав ця ß.  Покладемо 
S =  S 1 Lr 2 . Ясно, що тоді S  буде виграшною

ß
ця ß  у гр і Г полягає в тому, що хоча би в 
одній із відповідних партій в іграх ^  та Г 2

ß
перечності.
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