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ВЕКТОРНІ ПРОСТОРИ З АД И ТИ ВНОЮ  ТОПОЛОГІЄЮ  І НАРІЗНО  
НЕПЕРЕРВНИМ М Н О Ж Е Н Н Я М  Н А СКАЛ ЯР

Введено поняття А -простору, тобто векторного простору з топологією, відносно якої дода
вання сукупно неперервне, а множення на скаляр нарізно неперервне, і поняття обмеженої 
множини в такому просторі. Встановлено таке узагальнення теореми Мазура-Орлича про 
сукупну неперервність множення на скаляр у Г -просторах: якщо X  -  А -простір, у  якому ко
жна збіжна послідовність обмежена, то множення на скаляр у цьому просторі секвенціально 
неперервне за сукупністю змінних.

The notion of A -space is introduced, ie A-space is a vector space with a topology, in which the 
addition operation is jointly continuous and multiplication on scalar is separately continuous. The 
notion of bounded set is also introduced in such a space. We obtain the following generalization of 
Mazur-Orlicz theorem about joint continuity of scalar multiplication in Aspaces: If X  is A-space
in which every convergent sequence is bounded, 
sequentially continuous.

1. У  наш час стало загальноприйня
тим при означенні топологічного векторного 
простору (скорочено: ТВ П ) вимагати, щоб 
топологія на векторному просторі узгод
жувалася з його обома операціями, додаван
ням і множенням на скаляр, у том у сенсі, 
що ці операції мають бути неперервними за 
сукупністю  змінних (див., наприклад, [8 ] і 
вказану там літературу). Але так було не 
завжди. Наприклад, С.Банах [1 , с .ЗО], вво
дячи клас просторів типу (F ) (тепер їх  на
зивають F -просторами), означає F -простір 
як повний метричний векторний простір з 
інваріантною відносно зсувів метрикою і на
різно неперервним множенням на скаляр. 
Втім, невдовзі по цьому С.М азур і В.Орлич

F
рівномірної обмеженості, як наслідок з ньо-

F
просторі насправді неперервне за сукупні
стю  змінних.

У  зв ’язку з цим результатом М азура- 
Орлича природно виникає загальна зада
ча про сукупну неперервність нарізно непе
рервної операції множення на скаляр у ве
кторному просторі з адитивною топологією, 
тобто  такою, що операція додавання суку-

then scalar multiplication in this space is jointly

пно неперервна. Вона є спеціальним випад
ком загальної задачі про сукупну неперерв
ність нарізно неперервних білінійних від
ображень f  : X  х У  ^  Д, яка досі роз
глядалася лише у випадку, коли Х , У  і Д 
-  це ТВП . Ця загальна задача бере свій по
чаток з класичного результату Е.Геллінґера 
і О.Тепліца [3] про неперервність біліній- 
ної форми на арифметичному гільбертово- 
му просторі Ц. У  відомих монографіях з 
функціонального аналізу (див. наприклад, 
праці [4-6]) їй присвячено спеціальні під
розділи, але наведені там результати ще 
далекі від свого завершення. Це або при
клади розривних нарізно неперервних білі
нійних функцій (як-от скалярний добуток  
(х , у )  на нескінченновимірному гільбертово- 
му просторі з слабкою топологією ), або тео
реми про сукупну неперервність таких фун
кцій, отримані з допом огою  принципу рівно
мірної обмеженості. Але нерозв’язаною за
лишається загальна проблема: які необхідні 
і достатні умови мають задовольняти ТВП  
Х , У  і Д, щоб кожне нарізно неперервне бі- 
лінійне відображення f  : X  х  У  ^  Д було 
сукупно неперервним?

Векторні простори з адитивною топо
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логією  і нарізно неперервним множенням 
на скаляр ми будемо коротко називати М-  
просторами. Як і для ТВП , топологічну 
структуру М -просторів можна задати з до
помогою спеціальних базисів околів нуля 
(теорема 1). Як це не дивно, але автор не 
знає відповіді на

П и тан н я  1. Чи існує N -простір, який не 
е ТВП ?

В М -просторах, як і в ТВП , можна вве
сти поняття обмеженої множини, як такої, 
що поглинається кожним околом нуля, і з 
допом огою  нього перенести на М -простори 
класичний принцип рівномірної обмежено
сті (теорема 2 ).

Д обре відомо, щ о в ТВ П  кожна збіжна 
послідовність точок утворю є обмежену мно
жину. Доведення цього ф акту спирається на 
наявність у довільному ТВ П  бази, що скла
дається з заокруглених околів нуля, а це в 
свою  чергу випливає з сукупної неперервно
сті множення на скаляр у точці (0, 0). Не ви
дно як нарізна неперервність множення на 
скаляр може забезпечити таку властивість і 
тому виникає

П и тан н я  2. Чи існує N -простір, у яко
м у є збіж на, але не обмеж ена послідов
ніст ь точок?

Зрозуміло, що з позитивної відповіді на 
питання 2 випливає позитивна відповідь і на 
питання 1 .

З допом огою  узагальненого принципу 
рівномірної обмеж еності ми встановлюємо 
такий результат (теорема 3): якщ о X  -  бе- 
рівський М -простір, У  -  топологічний про
стір, Д -  М -простір, у якому кожна збіжна 
послідовність обмежена, і f  : X  х  У  ^  Д 
-  нарізно неперервне відображення, яке лі
нійне відносно першої змінної, то f  секвен- 
ціально неперервне за сукупністю  змінних. 
Звідси, як наслідок, отримуємо таке уза
гальнення теореми М азура-Орлича (теоре
ма 4): якщ о X  -  це М -простір, у якому ко
жна збіжна послідовність обмежена, то мно
ження на скаляр в X  секвенціально непе
рервне за сукупністю  змінних У  зв ’язку з 
цим можна поставити ще

М
простір, який би не був ТВП ?

Попередня інформація на цю тему є в те
зах [7,13], причому в [7] поспішно було заяв
лено, щ о відповідь на питання 3 негативна, 
бо автор тоді за інерцією вважав, що в М- 
просторах збіжні послідовності будуть обме
женими, і ніхто зі слухачів його доповіді на 
конференції не спитав: а як це довести?

2. Перейдемо до детального викладу ого
лошених результатів. Символом К  ми позна
чаємо, як прийнято, поле К дійсних чисел 
або поле С комплексних чисел. Топологію 
Т  на векторному просторі X  над полем К  
ми називаємо адитивною, якщ о відносно неї 
операція додавання в : X 2 ^  X  в ( х , у )  =  
х  +  у, неперервна за сукупністю  змінних. Ве
кторний простір X  з адитивною топологією  
Т  ми назива ємо N  -простором, якщ о опера
ція множення на скаляр т  : К  х X  ^  X , 
т( А, х )  =  Ах, нарізно неперервна, тобто для 
кожного х  Є X  відображення т х : К  ^  X , 
т х (А) =  Ах, неперервне і для кожного А Є К  
відображення т х : X  ^  X ,  т х(х) =  Ах, 
теж  неперервне. Таким чином, М -простір -  
це такий топологічний і векторний простір 
X ,  у якому додавання в : X 2 ^  X  су
купно неперервне, а множення на скаляр 
т  : К  х X  ^  X  лише нарізно неперервне.

Зараз ми покажемо як задавати тополо
гічну структуру на М -просторі з допомогою  
певних баз околів нуля, подібно до того як це 
робиться для ТВ П  (щодо термінології див. 
праці [8- 12 ]).

Т е о р е м а  1. У кож ному N -просторі X  
існує база V околів нуля, яка має такі вла
стивості:

В1. К ож ний елемент V  з V є радіальною  
і симетричною м нож иною ;

В2. Д ля довільного скаляра А Є К  \ {0 }  
і довільного V  Є V м нож ина X V т еж  вхо
дить у V ;

ВЗ. Д ля  довільних двох елементів VI і У2 

з систем,и V існує тре тій V3 Є V , такий, 
що Тз С VI П V2;

В4- Д ля довільного V  Є V існує Ш Є V , 
таке, що Ш Ш С V.

Навпаки, для кож ної непорож ньої си
стеми V підмнож ин векторного простору 
X , яка задовольняє умови В 1  — В 4, відпо-
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вгдтстъ

х  ^ Ы х =  [ и х Є 2х  : (ЗУ є  V ) ( х  +  V ) С и х ]

задає топологічну структуру на X , відно
сно якої X  буде N -простором, а V базою 
околів нуля, у цьому просторі.

Д о в е д е н н я . Нехай X  -  ^ п р о с т ір  і и  
-  окіл нуля в X . Тоді з неперервності від
ображення т х (А) =  Ах в нулі випливає ра

и
таке б >  0  що Ах Є и  як тільки |А| <  8 . 
Якщ о число А =  0  то  і Аи  це окіл нуля 
в X .  Це випливає з неперервності відобра
жень т х (х) =  А-1 х  в нулі, адже тоді існує 
такий окіл нуля V , щ о А-1 У  С и , а, значить,
V  С Аи, а це і дає нам, щ о А и -  окіл нуля 
в X . Зокрема, прн А =  —1  отримаємо, що 
множина —и  =  (—1 ) и  це теж  окіл нуля в 
X .

Нехай V -  система всіх симетричних око
лів нуля в X . Всі елементи V  Є V будуть 
радіальними множинами і вона буде бази
сом околів нуля в X ,  бо в кожному око

и
ля V  =  и  П (—и ). Властивості В2 і ВЗ для
V  легко перевіряються. Властивість В4 не
гайно випливає з неперервності додавання в 
точці (0 , 0 ).

Навпаки, нехай V -  непорожня система 
множин в X ,  яка має властивості В1-В4 і 
х  ^  Ых -  визначене у формулюванні те
ореми відображеня. Оскільки всі множини
V  Є V  радіальні, то 0 Є V  для кожно
го V  Є V, а значить, х  Є и х для кожного 
их Є Ых
ються так само як у [8 , с. 17]. Таким чином, 
х  ^  Ых -  це топологічна структура на X ,  
а V, як легко бачити, -  базис околів нуля в 
цьому топологічному просторі X . Неперерв
ність операції додавання у векторному про
сторі X ,  наділеному цією топлогічною стру
ктурою , легко виводиться з властивості В І. 
неперервність відображень т х : К  ^  X  -  
з радіальності множин V  Є V, а неперерв
ність відображень т х : X  ^  X  з властиво
сті В2. Таким чином векторний простір X  
з уведеною топологічною структурою  -  це 
^ п р о с т ір .

3. Як і в топологічних векторних про
сторах, множину А  в ^ п р о с т о р і  X  нази
вають обмеж еною, якщ о вона поглинається 
будь-яким околом нуля в X ,  тобто для ко
ж ного околу нуля и  в X  існує такий скаляр 
^ >  0, що А  С А и  для всіх скалярів А, таких, 
що |А| >  7 .

Нехай X  і У  -  ^ п р о с т о р и  над одним і 
тим же полем і (/і) ієі -  сім ’я лінійних непе
рервних відображень /і : X  ^  У.  Вона на
зивається поточково обмеж еною, якщ о для 
кожного х  орбіт а { ^ ( х )  : і Є I }  -  це обме-

У
сім ’я ( І і) і і̂  одностайно неперервна, якщо 
для кожного околу нуля V  в У  існує такий 
окіл нуля и  в X ,  щ о /і (и ) С V  для кожного 
і Є I.

Відомий принцип рівномірної обмежено
сті для топологічних векторних просторів 
[9, с.64, теорема 3] можна перенести на N-  
простори.

Теорема 2. Нехай X  -  берівський N - 
простір, У  -  довільний N -простір і (І і)і і̂ 
-  поточково обмеж ена сім 'я лінійних непе
рервних відображ ень /і : X  ^  У . Тоді сім 'я  
( ^ ) ш  одностайно неперервна. Доведен
ня. Нехай V  -  окіл нуля в У . Існує такий 
замкнений симетричний окіл нуля V0 в У , 
що Ц  +  Vo С V . Це справдж ується і в до
вільній топологічній групі, якою  є кожний 
^ п р о с т ір . Розглянемо множину

и  =  П  і ґ м ),
іЄі

яка, очевидно, замкнена і симетрична в X .
Доведемо, що множина и 0 радіальна. Не

хай х  Є X .  За умовою множина В  =  {/і (х) : 
і Є I }  обмежена в У.  Тому існує таке число 
Тх >  0  що В  С АЦ , як тільки |А| >  7 х . Звід
си випливає, що х  Є АД-1 (Ц ) при |А| >  7 х 
для кожного і Є I,  а значить, х  Є Аи0 при 
|А| >  7 ,̂ щ о і дає нам радіальність и 0.

З радіальності и 0 випливає, що

У  пио =  X.
П= 1

Оскільки X  -  берівський простір, то  існує 
такий номер т,  що множина т и 0 десь щіль
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на. Але відображення х  ^  т х  -  це гомео
морфізм простору X ,  тому і множина и 0 

десь щільна в X ,  а значить, має внутрішню 
точку хо, бо вона замкнена.

Існує такий симетричний окіл нуля и  в 
X ,  що х 0 +  и  С и 0 . Оскільки и 0 і и  -  симе
тричні множини то  і - х 0 +  и  С и 0. Тоді

и  С и  +  и  =  х 0 +  и  -  х 0 +  и  С и 0 +  Щ,

отже,

М и ) С ^ ( Ц 0 +  Щ ) С ^ ( Щ )  +  М Щ )  С 

С V. +  V) с  V

для кожного і Є I,  а це і означає, що сім ’я 
(Л)іє і  одностайно неперервна.

4 . Використаємо тепер теорему 2 для 
доведення наступного узагальнення теоре
ми про сукупну неперервність нарізно непе
рервних білінійних відображень [6 , с.63].

Теорема 3. Нехай X  -  берівський М - 
простір, У  -  топологічний простір, Д -  М- 
простір, у якому кож на збіж на послідов
ніст ь обмеж ена, і f  : X  х  У  ^  Д -  нарізно 
неперервне відображення, таке, що відобра
ж ення f y  =  f  ( - ,у ) : X  ^  Д лінійні для ко
ж ного у Є У . Тоді відображення f  -  секвен- 
ціально неперервне за сукупністю змінних.

Доведення. Нехай х п  Є X ,  уп  Є У  для 
кожного п =  0 , 1 , . . . і  х п  ^  х 0 в X ,  а уп ^  у0 

У

f  (х п ,у п ) ^  f  (х 0 , у0) .

Всі відображення f yn =  f ( ■,уп ) : X  ^  Д 
-  це лінійні неперервні відображення і для 
кожного х  Є X

М (х) =  f  (х , уп ) =  f х ( уп ) ^  f х ( у0) =  М (х ) ,

бо відображення f х  =  f  (х, ■) : У  ^  Д не- 
у 0

Д кожна збіжна послідовність обмежена, то 
П О С Л ІД О В Н ІС Т Ь ( ^ п )п?=і поточково обмежена. 
Тоді за теоремою 2 ця послідовність одно
стайно неперервна.

Нехай Ж  -  окіл нуля у просторі Д. За те
оремою 1 існує такий окіл нуля Ж0 в Д  що 
Ж0 +  Ж0 С Ж . З одностайної неперервності 
послідовності ( ^ п )^= 1  випливає, що існує та
кий окіл нуля и  у  просторі X ,  що f Уn ( и ) С

W 0 для кожного п . За умовою відображен
ня f Х0 =  f  ( x0 , ■) : Y  ^  Z  неперервне в точці 
y0 . Тому існує такий окіл V  точки y0, що 
f Х0 ( V ) С f  ( x0 , y0) +  W o. Оскіль ки x n ^  x 0 в 
X  і yn ^  у0 в Y , то існує такий номер N , що 
х п — x 0 Є U і уп Є V  для всіх п >  N.  Тоді 
при п >  N  будемо мати:

f  (Хп , Уп) — f  (Xo,yo) =  f  (Хп,Уп) —

—f  (х о, Уп) +  f  (х о, Уп) — f  (х о, Уо) =

=  f yn (хп — x 0) +  f X0 (уп) — f  ( x0 , y0) Є f yn (U ) +

+ f X0(V ) — f  (Xo,yo) С Wo +  Wo С W,

що й треба було довести.
Теорему 3 можна застосувати для отри

мання такого узагальнення результату 
М азура-Орлича з [2].

Т е о р е м а  4 . Нехай X  -  N -простір, у яко
м у кож на збіж на послідовність обмежена. 
Тоді м нож ення на скаляр m  : K  х X  ^  X , 
m( X, x )  =  Хх , є секвенціально неперервною  
за сукупністю змінних операцією.

Д о в е д е н н я . Операція множення на ска
ляр m  : K  х X  ^  X  -  це нарізно неперерв-

X N
K

природною топологією  є берівським ТВП. 
Тому твердження теореми негайно випливає

X
няє її  умови.
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