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ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI СИЛЬНО
НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ НА ДОБУТКАХ

Дослiджуються сильно нарiзно неперервнi функцiї на пiдмножинах добуткiв топологiчних
просторiв. Доводиться, що клас сильно нарiзно неперервних дiйснозначних функцiй замкне-
ний вiдносно сум, рiзниць, добуткiв, рiвномiрної i локально скiнченної сум, але не замкнений
вiдносно частки. Крiм того, дослiджуються детермiнальнi множини в класi сильно нарiзно
неперервних функцiй.

We investigate strongly separately continuous function on subsets of products of topological
spaces. We prove that the class of all strongly separately continuous functions is closed under sums,
differences, products, uniform limits and locally finite limits, but is not closed under quotients.
Moreover, we investigate determining sets in the class of strongly separately continuous functions.

1 Вступ

Нехай X =
∏
t∈T

Xt – добуток сiм’ї множин Xt,

де |Xt| > 1 для кожного t ∈ T . Для множини
S ⊆ S1 ⊆ T i точок a = (at)t∈T ∈ X та
x = (xt)t∈S1 ∈ ∏

t∈S1

Xt через ax
S ми будемо

позначати точку (yt)t∈T ∈ X, таку, що

yt =

{
xt, t ∈ S,
at, t ∈ T \ S.

Для кожного n ∈ N розглянемо множини

σn(a) = {(xt)t∈T ∈ X : |{t ∈ T : xt 6= at}| ≤ n},

σ(a) =
∞⋃

n=1

σn(a).

Пiдмножини вигляду σ(a) називають ще σ-
добутками простору X.

Для пiдмножини X ⊆ ∏
t∈T

Xt добутку то-

пологiчних просторiв Xt символом Xτ ми бу-
демо позначати множину X з топологiєю по-
точкової збiжностi, iндукованою з добутку∏
t∈T

Xt.

Якщо a ∈ X, E ⊆ σ(a) i S ⊆ T , то покла-
демо

XS =
∏
t∈S

Xt, ES = {x ∈ XS : ax
S ∈ E}.

Означення 1. Множина A ⊆ X назива-
ється S-вiдкритою [6], якщо

σ1(x) ⊆ A

для всiх x ∈ A.

Означення 2. Нехай T – деяка топологiя
на S-вiдкритiй множинi X ⊆ ∏

t∈T

Xt i (Y, d) –

метричний простiр. Функцiя f : X → Y на-
зивається сильно нарiзно неперервною в то-
чцi a ∈ X вiдносно t-ої змiнної, якщо

lim
x→a

d(f(x), f(xa
t )) = 0.

Функцiя f : X → Y є сильно нарiзно непе-
рервною в точцi a ∈ X, якщо f сильно на-
рiзно неперервна в точцi a вiдносно кожної
змiнної t ∈ T , i функцiя f є сильно нарiзно
неперервною на множинi X, якщо f силь-
но нарiзно неперервна в кожнiй точцi a ∈ X
вiдносно кожної змiнної t ∈ T .

Поняття сильно нарiзно неперервної дiй-
снозначної функцiї вiд n дiйсних змiнних
ввiв О. Дзаґнiдзе в статтi [2] i встановив, що
функцiя f сильно нарiзно неперервна на Rn

тодi i тiльки тодi, коли f неперервна. Про-
довжуючи цi дослiдження, в [1] i [4] автори
розглядали сильно нарiзно неперервнi фун-
кцiї, визначенi на просторi послiдовностей
`2, надiленому стандартною топологiєю, по-
родженою `2-нормою.
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Природно виникло питання про дослi-
дження сильно нарiзно неперервних фун-
кцiй, визначених на просторах послiдовно-
стей з iншими топологiями (наприклад, з то-
пологiєю добутку, топологiєю прямої грани-
цi чи ящиковою топологiєю). Так, в [5] ви-
вчалася берiвська класифiкацiя сильно на-
рiзно неперервних функцiй, заданих на Rℵ0 ;
зокрема, було показано, що iснує сильно на-
рiзно неперервна функцiя f : Rℵ0 → R,
яка не вимiрна за Бером. Далi, в [6] авто-
ри охарактеризували множину точок розри-
ву сильно нарiзно неперервної дiйснозначної
функцiї, визначеної на σ-добутку послiдов-
ностi скiнченновимiрних нормованих про-
сторiв. В [7] розглядалися сильно нарiзно не-
перервнi функцiї, визначенi на добутках то-
пологiчних просторiв, надiлених ящиковою
топологiєю.

В цiй статтi ми дослiджуємо операцiї
над сильно нарiзно неперервними функцi-
ями (такi, як сума, рiзниця, добуток, мiнi-
мум та максимум) i встановлюємо, що час-
тка сильно нарiзно неперервних функцiй
не є сильно нарiзно неперервною функцiєю.
Крiм того, ми вводимо поняття суперщiль-
ної множини в σ-добутку X топологiчних
просторiв i встановлюємо необхiднi i доста-
тнi умови на множину E ⊆ X, таку, що для
довiльних сильно нарiзно неперервних дiй-
снозначних функцiй f i g на X з рiвностi
f |E = g|E випливає рiвнiсть f(x) = g(x) для
всiх x ∈ X.
2 Майже вiдкритi множини i сильно

нарiзно неперервнi функцiї
Нехай X =

∏
t∈T

Xt – добуток сiм’ї топологiч-

них просторiв i a ∈ X.

Означення 3. Множина W ⊆ σ(a) назива-
ється майже вiдкритою в σ(a), якщо для
довiльної скiнченної множини S ⊆ T мно-
жина WS вiдкрита в просторi XS, надiлено-
му топологiєю поточкової збiжностi. Вiдпо-
вiдно, множина E ⊆ σ(a) називається май-
же замкненою в σ(a), якщо її доповнення
σ(a) \ E майже вiдкрите в σ(a).

Теорема 1. Нехай (Xt)t∈T – сiм’я тополо-
гiчних просторiв, (Y, d) – метричний про-

стiр, a ∈ X =
∏
t∈T

Xt i f : στ (a) → Y – силь-

но нарiзно неперервна функцiя. Тодi мно-
жина f−1(V ) майже вiдкрита в σ(a) для
довiльної вiдкритої множини V ⊆ Y .

Доведення. Нехай V – вiдкрита мно-
жина в Y i W = f−1(V ). Розглянемо таку
неперервну функцiю ψ : Y → R, що V =
ψ−1((0, 1)). Покладемо h = ψ ◦ f i зауважи-
мо, що функцiя h : σ(a) → R сильно нарiзно
неперервна, причому f−1(V ) = h−1((0, 1)).

Нехай S ⊆ T – довiльна скiнченна мно-
жина. Позначимо G = (h−1(0, 1))S i пока-
жемо, що множина G вiдкрита в XS. Зафi-
ксуємо z0 ∈ G. Тодi u0 = az0

S ∈ h−1(0, 1) i
0 < ε = h(u0)/2 < 1

2
. Оскiльки функцiя h

сильно нарiзно неперервна в точцi u0 вiдно-
сно t-ої змiнної для кожного t ∈ S, то iснує
такий базисний окiл U0 точки u0 в X, що

|h(x)− h(xu0
S )| < ε

2
(1)

для всiх x ∈ U0 ∩ σ(a). З неперервностi вiд-
ображення ϕ : XS → σ(a), ϕ(z) = az

S, в точцi
z0 випливає, що iснує базисний окiл W0 то-
чки z0 в XS, такий, що ϕ(W0) ⊆ U0. Покаже-
мо, що W0 ⊆ G. Нехай z ∈ W0 i u = az

S ∈ U0.
Оскiльки y = xu

S ∈ U0 i yu0
S = xu0

S , то з нерiв-
ностi (1) випливає, що

|h(x)− h(xu
S)| ≤

≤ |h(x)− h(xu0
S )|+ |h(xu0

S )− h(xu
S)| <

<
ε

2
+

ε

2
= ε.

для всiх x ∈ U0 ∩ σ(a). Тодi з останньої не-
рiвностi при x = u0 випливає, що

|h(u)− ε| < ε,

звiдки 0 < h(u) < 2ε < 1. Отже, z ∈ G.
Таким чином, W0 ⊆ G i множина G вiдкрита
в XS.

Розглянемо добуток X =
∞∏

n=1

Xn послi-

довностi топологiчних просторiв (Xn)∞n=1 i
для точки a = (an)∞n=1 ∈ X позначимо

En =
n∏

k=1

Xk, σn(a) = En ×
∞∏

k=n+1

{ak}.
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Нехай σn
τ (a) – це множина σn(a) з тополо-

гiєю τn поточкової збiжностi, а σ∞(a) – це
множина σ(a), надiлена найсильнiшою топо-
логiєю τ∞, в якiй кожне тотожне вкладення
σn

τ (a) ↪→ σn+1
τ (a) неперервне. Припустимо,

крiм того, що для кожного n простiр σn
τ (a)

замкнений в σn+1
τ (a). Зауважимо, що мно-

жина W вiдкрита в σ∞(a) тодi i тiльки тодi,
коли множина W ∩ σn(a) вiдкрита в σn

τ (a)
для кожного n ∈ N. Крiм того, множина
W ⊆ σ(a) майже вiдкрита в σ(a) вiдносно
топологiї поточкової збiжностi тодi i тiльки
тодi, коли вона вiдкрита в σ∞(a).

З цих зауважень i теореми 1 негайно ви-
пливає

Теорема 2. Нехай (Xn)∞n=1 – послiдовнiсть

топологiчних просторiв, a ∈
∞∏

n=1

Xn i Y –

метричний простiр. Тодi кожна сильно на-
рiзно неперервна функцiя f : στ (a) → Y не-
перервна на σ∞(a).

Обернене твердження не вiрне, як пока-
зує наступний приклад.

Приклад 1. Нехай R∞ = σ∞(a), де a =
(0, 0, . . . ) ∈ Rℵ0. Тодi iснує неперервна фун-
кцiя f : R∞ → R, яка не є сильно нарiзно
неперервною на σ(a) з топологiєю поточко-
вої збiжностi.

Доведення. Для кожного n ∈
NПокладемо

xn = (
1

n
, 0, . . . , 0, n︸︷︷︸

n

, 0, . . . ),

yn = (0, . . . , 0, n︸︷︷︸
n

, 0, . . . )

i нехай F1 = {xn : n ∈ N}, F2 = {yn : n ∈ N}.
Оскiльки множини F1 i F2 неперетиннi i за-
мкненi в досконало нормальному просторi
R∞, то iснує неперервна функцiя f : R∞ →
R, така, що F1 = f−1(0) i F2 = f−1(1). За-
уважимо, що xn → a покоординатно на σ(a)
i yn = (xn)a

1. Але f(xn) − f(yn) = 1 для ко-
жного n, звiдки випливає, що функцiя f не є
сильно нарiзно неперервною на σ(a) в точцi
a вiдносно першої змiнної.

3 Операцiї над сильно нарiзно непе-
рервними функцiями

Означення 4. Множина A ⊆ ∏
t∈T

Xt нази-

вається проективно симетричною вiдносно
точки a ∈ A, якщо xa

t ∈ A для всiх t ∈ T та
x ∈ A.

Означення 5. Нехай X ⊆ ∏
t∈T

Xt i T –

деяка топологiя на X. Простiр (X, T ) на-
зивається локально проективно симетри-
чним [6], якщо кожна точка x ∈ X має базу
проективно симетричних околiв вiдносно x.

Легко бачити, що довiльна S-вiдкрита
множина добутку

∏
t∈T

Xt топологiчних про-

сторiв Xt з топологiєю τ поточкової збi-
жностi є локально проективно симетричним
простором. Також всiх класичнi простори
послiдовностей, такi, як простiр c всiх збi-
жних послiдовностей або простори `p з 0 <
p ≤ ∞ є локально проективно симетрични-
ми.

Твердження 1. Нехай X – S-вiдкрита
множина в добутку

∏
t∈T

Xt, надiлена локаль-

но проективно симетричною топологiєю T ,
a = (at)t∈T ∈ X, Y – метричний простiр i
f : (X, T ) → Y – неперервне вiдображення
в точцi a. Тодi f сильно нарiзно неперервне
в точцi a.

Доведення. Зафiксуємо ε > 0 i t ∈ T .
Виберемо проективно симетричний вiдносно
точки a окiл U точки a, такий, що

d(f(x), f(a)) <
ε

2

для всiх x ∈ U . Тодi xa
t ∈ U i

d(f(x), f(xa
t )) ≤ d(f(x), f(a))+

+d(f(a), f(xa
t )) <

ε

2
+

ε

2
= ε

для всiх x ∈ U .

Теорема 3. Нехай X ⊆ ∏
t∈T

Xt – S-вiдкри-
та множина, надiлена локально проектив-
но симетричною топологiєю T i x0 ∈ X.
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(i) Якщо f : X → R i g : X → R силь-
но нарiзно неперервнi функцiї в точцi
x0, то функцiї f(x) ± g(x), f(x) · g(x),
|f(x)|, min{f(x), g(x)} i max{f(x), g(x)}
також сильно нарiзно неперервнi в то-
чцi x0.

(ii) Якщо ряд
∞∑

n=1

fn(x), що складається з

сильно нарiзно неперервних в точцi x0

функцiй fn : X → R рiвномiрно збi-
жний на множинi X, то сума f(x)
цього ряду сильно нарiзно неперервна в
точцi x0.

(iii) Якщо (fi)i∈I – локально скiнченна сiм’я
сильно нарiзно неперервних в точцi x0

функцiй fi : X → R, то функцiя
f(x) =

∑
i∈I

fi(x) сильно нарiзно непе-

рервна в точцi x0.

Доведення. Зафiксуємо змiнну t ∈ T i
покажемо, що вказанi функцiї сильно нарi-
зно неперервнi в точцi x0 вiдносно t-ої змiн-
ної.

(i). В цьому пунктi доведемо, що функцiя
h(x) = f(x) · g(x) сильно нарiзно неперерв-
на. Досить розглянути випадок, коли фун-
кцiї f та g обмеженi. Оскiльки

|f(x) · g(x)− f(xx0
t ) · g(xx0

t )| ≤
≤ |f(x) · g(x)− f(xx0

t ) · g(x)|+
+|f(xx0

t ) · g(x)− f(xx0
t ) · g(xx0

t )| =
= |g(x)||f(x)− f(xx0

t )|+
+|f(xx0

t )||g(x)− g(xx0
t )|,

то lim
x→x0

|h(x)− h(xx0
t )| = 0.

(ii). Випливає з нерiвностi

|f(x)− f(xx0
t )| ≤

∞∑
n=1

|fn(x)− fn(xx0
t )|

i теореми про граничний перехiд пiд знаком
суми рiвномiрно збiжного ряду.

(iii). Нехай (Wi : i ∈ I) – локально скiн-
ченна сiм’я множин Wi = f−1

i ((0, 1]), W =⋃
i∈I

Wi i ε > 0.

У випадку x0 6∈ W виберемо такий прое-
ктивно симетричний вiдносно x0 окiл V то-
чки x0 в X, що V ⊆ X \ W . Тодi для всiх

x ∈ V маємо, що fi(x) = fi(x
x0
t ) = 0, звiдки

|f(x)− f(xx0
t )| = 0 < ε.

Розглянемо випадок x0 ∈ W i виберемо
окiл U точки x0 в X, такий, що множина
I0 = {i ∈ I : U ∩Wi 6= ∅} скiнченна i непо-
рожня. Для кожного i ∈ I0 вiзьмемо такий
окiл Ui точки x0 в X, що для всiх x ∈ Ui

виконується нерiвнiсть

|fi(x)− fi(x
x0
t )| < ε

|I0| .

Покладемо V = U ∩
( ⋂

i∈I0

Ui

)
. Тодi V – окiл

точки x0 в X, причому

|f(x)− f(xx0
t )| ≤

∑
i∈I0

|fi(x)− fi(x
x0
t )| < ε

для всiх x ∈ V .
Втiм, виявляється, що частка сильно на-

рiзно неперервних функцiй не обов’язково є
сильно нарiзно неперервною функцiєю. Вiд-
повiдний приклад ми розглянемо в насту-
пному пунктi.
4 Частка сильно нарiзно неперерв-

них функцiй
Нехай R+ = (0, +∞)ℵ0 , | · |n – метрика на

просторi Xn при n ∈ N, a ∈
∞∏

n=1

Xn, u =

(un)∞n=1 ∈ σ(a) i r = (rn)∞n=1 ∈ R+. Покладе-
мо

Bn(un, rn) = {x ∈ Xn : |x− un|n < rn},
Bn[un, rn] = {x ∈ Xn : |x− un|n ≤ rn},

B∞(u, r) =
( ∞∏

n=1

Bn(un, rn)
)
∩ σ(a).

Лема 1. Нехай ((Xn, | · |n))n=1 – послi-
довнiсть локально компактних метричних

просторiв i a ∈
∞∏

n=1

Xn. Тодi сiм’я B∞ =

{B∞(u, r) : u ∈ σ(a), r ∈ R+} утворює базу
в просторi σ∞(a).

Доведення. Розглянемо довiльну вiд-
криту в σ∞(a) множину W i для кожного
n ∈ N позначимо Gn = {x ∈ En : ax

{1,...,n} ∈
W}. Нехай x ∈ W , причому xn = an для всiх
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n > N . Для кожного n = 1, . . . , N виберемо
таке rn(x) > 0, що

F1 =
N∏

n=1

Bn[xn, rn(x)] ⊆ GN .

Оскiльки F1 × {aN+1} – компактна пiдмно-
жина вiдкритої в EN+1 множини GN+1, то
iснує таке rN+1(x) > 0, що

F2 = F1 ×BN+1[aN+1, rN+1(x)] ⊆ GN+1.

Далi, F2 × {aN+2} – компактна пiдмножина
вiдкритої в EN+2 множини GN+2. Тому iснує
таке rN+2(x) > 0, що

F2 ×BN+2[aN+2, rN+2(x)] ⊆ GN+2.

Продовжуючи цей процес до нескiнченностi,
ми одержимо послiдовнiсть (rn(x))∞n=1 ∈ R+,
таку, що

( ∞∏
n=1

Bn[xn, rn(x)]
)
∩ σ(a) ⊆ W.

Тодi x ∈ B∞(x, r(x)) ⊆ W .
З [7, Лема 2] випливає наступний факт.

Лема 2. Нехай X =
∞∏

n=1

Xn – добуток послi-

довностi метричних просторiв Xn, a ∈ X i
r ∈ R+. Тодi iснує сильно нарiзно неперерв-
на функцiя f : X → [0, 1], така, що

B∞(a, r) = f−1((0, 1]).

Теорема 4. Нехай ((Xn, |·|n))∞n=1 – послiдов-
нiсть локально компактних сепарабельних

метричних просторiв i a ∈ X =
∞∏

n=1

Xn. То-

дi

(i) якщо W ⊆ σ(a) – майже вiдкрита
множина, то iснує сильно нарiзно не-
перервна функцiя f : X → [0, 1], така,
що W = f−1((0, 1]);

(ii) якщо F ⊆ σ(a) – майже замкнена мно-
жина, то iснує сильно нарiзно непе-
рервна функцiя f : X → [0, 1], така,
що F = f−1(0).

Доведення. (i). Згiдно з лемою 1 iснує
сiм’я (Bi : i ∈ I) множин Bi = B∞(ui, ri),
така, що W =

⋃
i∈I

Bi. Оскiльки для кожного

n ∈ N сiм’я (Bi ∩ σn(a) : i ∈ I) утворює вiд-
крите покриття множини Vn = W ∩ σn(a) в
σn(a), то iснує злiченна множина In ⊆ I, та-
ка, що сiм’я (Bi∩σn(a) : i ∈ In) є покриттям

Vn. Покладемо J =
∞⋃

n=1

In = {im : m ∈ N}.

Тодi W =
∞⋃

m=1

Bim . Далi, для кожного m ∈ N
за лемою 2 iснує сильно нарiзно неперерв-
на функцiя fm : X → [0, 1], така, що Bim =
f−1

m ((0, 1]). Тодi функцiя f : X → [0, 1],

f(x) =
∞∑

m=1

1

2m
fm(x)

є сильно нарiзно неперервною за теоре-
мою 3. Крiм того, W = f−1((0, 1]).

(ii). Нехай тепер F ⊆ σ(a) – майже за-
мкнена множина i g : X → [0, 1] – та-
ка сильно нарiзно неперервна функцiя, що
σ(a) \ F = g−1((0, 1]). Для кожного x ∈ X
покладемо

f(x) = g(x) + χX\σ(a)(x).

Нескладно можна переконатися, що фун-
кцiя f є шуканою.
Теорема 5. Iснують сильно нарiзно непе-
рервнi дiйснозначнi функцiї на Rℵ0, частка
яких не є сильно нарiзно неперервною.

Доведення. Нехай (xn)∞n=1, (yn)∞n=1, F1 i
F2 – такi послiдовностi i множини, як в при-
кладi 1. Оскiльки кожна з множин F1 та F2

замкнена в R∞, а значить, майже замкнена
в R∞τ , то згiдно з теоремою 4 iснують сильно
нарiзно неперервнi функцiї f, g : Rℵ0 → R,
що F1 = f−1(0) i F2 = g−1(0). Функцiя
h(x) = f(x) + g(x) сильно нарiзно неперерв-
на на Rℵ0 за теоремою 3. Розглянемо частку
ϕ(x) = f(x)

h(x)
i зауважимо, що ϕ(x) = 0 на F1

i ϕ(x) = 1 на F2. Зазначимо, що yn = (xn)0
1 i

xn → 0 на Rℵ0 . З рiвностi

|ϕ(xn)− ϕ(yn)| = 1

випливає, що функцiя ϕ : Rℵ0 → R не є силь-
но нарiзно неперервною в точцi x = 0 вiдно-
сно першої змiнної.

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3. 123



5 Детермiнальнi i суперщiльнi мно-
жини

Нехай (X, Y ) – пара топологiчних просторiв
i F(X,Y ) – деякий клас вiдображень мiж X
та Y .

Означення 6. Множина E ⊆ X нази-
вається детермiнальною в класi F(X,Y ),
якщо для довiльних двох вiдображень f, g ∈
F(X, Y ) з того, що f |E = g|E випливає, що
f = g на X.

Добре вiдомо, що кожна всюди щiльна
пiдмножина E топологiчного простору X є
детермiнальною в класi C(X,R) всiх непе-
рервних дiйснозначних функцiй на X.

Теорема Серпiнського [3] стверджує, що
всюди щiльна пiдмножина E ⊆ R2 є детермi-
нальною в класi CC(R2,R) всiх нарiзно не-
перервних дiйснозначних функцiй на R2.

В цьому пунктi ми встановимо необхiднi
i достатнi умови детермiнальностi множини
E в класi сильно нарiзно неперервних фун-
кцiй.

Означення 7. Нехай T – деяка тополо-
гiя на добутку X =

∏
t∈T

Xt i a ∈ X. Мно-

жина E ⊆ σ(a) називається суперщiльною
в (σ(a), T ), якщо для довiльної скiнченної
множини S ⊆ T множина ES щiльна в XS.

Легко бачити, що якщо T – це тополо-
гiя поточкової збiжностi, то множина супер-
щiльна в (σ(a), T ) тодi i тiльки тодi, коли во-
на щiльна в (σ(a), T ). Крiм того, для довiль-
ної топологiї T на X iз суперщiльностi мно-
жини випливає її щiльнiсть. Обернене твер-
дження не вiрне, як показує наступний ре-
зультат.

Твердження 2. Нехай (Xn)∞n=1 – послiдов-
нiсть гаусдорфових сепарабельних просто-

рiв, a = (an)∞n=1 ∈
∞∏

n=1

Xn, причому в кожно-

му просторi Xn iснує нетривiальна збiжна
послiдовнiсть (xn,k)

∞
k=1 до точки an. Тодi в

σ∞(a) iснує всюди щiльна множина A, та-
ка, що для кожного n ≥ 1 множина

An = {x ∈ En : ax
{1,...,n} ∈ A}

нiде не щiльна в En.

Доведення. Оскiльки для кожного n

добуток En =
n∏

k=1

Xk сепарабельний, то в

ньому iснує всюди щiльна множина Bn =
{dn,k : k ∈ N}. Покладемо D1 = {d1,1} i для
всiх n ≥ 1 нехай

Dn+1 = {(dn,k, xn+1,k) : k ∈ N},

Da
n+1 = Dn+1 ×

∞∏

k=n+2

{ak},

A =
∞⋃

n=1

Da
n.

Покажемо, що для кожного n ≥ 1 має мiсце
включення

Da
n+1 ⊇ σn(a).

Нехай x = (x1, . . . , xn, an+1, . . . ) ∈ σn(a) i

W = (
∞∏

k=1

Wk)∩σ(a) – базисний окiл точки x

в σ∞(a). Виберемо послiдовнiсть (dn,km)∞m=1

точок з множини Bn, яка збiгається до то-
чки p = (x1, . . . , xn) в En. Нехай N1 – та-
кий номер, що dn,km ∈ W1 × · · · × Wn для
всiх km ≥ N1, а N2 – такий номер, що
xn+1,k ∈ Wn+1 для всiх k ≥ N2. Позначимо
N = max{N1, N2}. Тодi

(dn,N , xn+1,N) ∈ W ∩Da
n+1.

З включень

A =
∞⋃

n=1

Da
n ⊇

∞⋃
n=1

Da
n ⊇

∞⋃
n=1

σn(a) = σ(a)

випливає, що множина A всюди щiльна в
σ∞(a).

Залишилось зауважити, що An = Dn i ко-
жна множина Dn нiде не щiльна в En при
n ≥ 1.

Наслiдок 1. В просторi R∞ iснує всюди
щiльна множина, яка не є суперщiльною.

Нам буде потрiбний також наступний ре-
зультат.

Теорема 6. [6, Corollary 3.6] Нехай X –

S-вiдкрита множина в добутку
n∏

k=1

Xk то-

пологiчних просторiв Xk i Y – метричний
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простiр. Тодi кожна сильно нарiзно непе-
рервна функцiя f : Xτ → Y неперервна.

Теорема 7. Нехай X =
∏
t∈T

Xt – добуток

сiм’ї цiлком регулярних просторiв Xt, T –
деяка топологiя на X, звуження якої на до-
вiльний скiнченний добуток XS збiгається
з топологiєю поточкової збiжностi на XS,
a ∈ X, σT (a) – множина σ(a), надiлена то-
пологiєю T i SSC – клас всiх сильно нарi-
зно неперервних дiйснозначних функцiй на
σT (a). Для множини E ⊆ σ(a) наступнi
умови рiвносильнi:

(i) E – детермiнальна в класi SSC;

(ii) E – суперщiльна в σT (a).

Доведення. (i) ⇒ (ii). Мiркуючи вiд
супротивного, припустимо, що iснує така
скiнченна множина S ⊆ T , що множина
ES не є щiльною в XS. Виберемо довiль-
ну точку u ∈ XS \ ES, де замикання бере-
ться в просторi XS. Оскiльки добуток XS

цiлком регулярний, то iснує така неперерв-
на функцiя ϕ : XS → R, що ES ⊆ ϕ−1(0)
i ϕ(u) = 1. Для всiх x = (xt)t∈T ∈ σ(a)
покладемо f(x) = ϕ((xt)t∈S). Тодi функцiя
f : σT → R неперервна, причому f |E = 0.
Зауважимо, що f(au

S) = ϕ(u) = 1, що супе-
речить детермiнальностi множини E.

(ii) ⇒ (i). Нехай f : σT (a) → R – сильно
нарiзно неперервна функцiя, така, що f |E =
0. Покажемо, що f(x) = 0 для всiх x ∈ σ(a).
Зафiксуємо точку u = (ut)t∈T з σ(a) i нехай
S ⊆ T – така скiнченна множина, що ut = at

для всiх t ∈ T\S. Зауважимо, що функцiя g :
XS → R, g(x) = f(ax

S), неперервна згiдно з
теоремою 6. Крiм того, множина ES щiльна
в XS, причому g|ES

= 0. Тодi g ≡ 0 на всьому
добутку XS. Тодi

f(u) = f(au
S) = g(u) = 0.

Отже, множина E детермiнальна.
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