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У З А Г А Л Ь Н Е Н Е  Р І В Н Я Н Н Я  Р У Б Е Л А

Описано всі пари лінійних функціоналів, які задовольняють узагальнене рівняння Ру-
бела.

All pairs linear functionals which satisfy generalized Rubel equation are described.

Нехай С  -  довільна область комплексної 
площини і Н ( С )  -  простір усіх аналіти­
чних функцій на С,  що наділений тополо­
гією компактної збіж ності. В [1] В.А. Ру- 
бел, узагальнюючи формулу для диферен­
ціювання добутку двох функцій, поставив і 
розв ’язав задачу, про знаходження всіх пар 
лінійних неперервних функціоналів Ь та М  
на просторі Н ( С ) ,  які задовольняють спів­
відношення

Ь ( І 9 ) =  Ь(/ ) М  (д) +  Ь ( д ) М  (/)

для довільних функцій /  та д з простору 
Н ( С) .  Пізніше в [2] Н.Р. Нандакумар розв ’я­
зав задачу Рубела в класі лінійних функціо­
налів на просторі Н ( С) .  Подальші дослідж е­
ння стосовно опису пар лінійних функціона­
лів на просторі Н ( С ), які задовольняють по­
дібні співвідношення, розглянуті Н.Р. Нан- 
дакумаром та П. Каннапаном в [3], [4].

Розглянемо природне узагальнення рів­
няння Рубела:

Ь(/д)  =  а Ь ( / ) М (д) +  ЬЬ(д)М (/),  (1)

де а,Ь -  фіксовані комплексні числа. Для 
його розв ’язання наведемо спочатку допо­
міжне твердження стосовно опису муль- 
типлікативних функціоналів на просторі 
Н (С )(д и в ., наприклад, [5]). Лінійний фун­
кціонал Ь на просторі Н ( С )  називається 
мультиплікмтивиим. якщ о для довільних 
функцій /, д з Н ( С )  виконується рівність 
Ь(/д)  =  Ь(/)Ь(д) .  Для того, щ об Ь був 
лінійним мультиплікативним функціоналом 
на Н ( С) ,  необхідно і достатньо, щ об Ь =  0 , 
або Ь( / ) =  / (ге) для / є  Н ( С) ,  де ге -  деяка 
точка з області С.

Перейдемо тепер до розв ’язання рівнян- 
( 1 )

а Ь
налів Ь та М  на Н ( С )  задовольняє співвід-

/ д
Н( С) .  Зауважимо, що у випадку а =  Ь =  0 

Ь =  0 М
функціонал на Н ( С) .  Крім того для довіль­
них а,Ь є  С пара функціоналів Ь =  0, М  
-  довільний лінійний функціонал на Н ( С )  

( 1 )
Ь = 0

а =  0 Ь =  0
( 1 ) / =  1

ної функції д є  Н ( С )  виконується рівність 
Ь(д) =  аЬ(1)М(д) .  Тому рівність (1) набу­
де вигляду Ь( 1 ) ( М( /д )  — а М (/) М ( д ) )  =  0.

Ь(1) =  0 Ь =  0 
Ь(1) =  0
кативних функціоналів на просторі Н ( С )  ми 
отримуємо, що М  =  0, або М (/) =  а/ (ге) 
для / є  Н ( С ) ,  де ге деяка точка з С.  Оскіль­
ки Ь =  0, то ми одержуємо, щ о Ь ( / ) =
С / © ) І  М (/) =  а/ Д е ) ,де с  =  Ь ( 1 ).

Ь =  0 а =  0
Ь(/)  =

с / © ) ,  М (/) =  а/ Де), де ге є  С , С  є  С  _
а Ь

( 1 ) / =  д =  1

отримуємо, що

L(1)(1 -  (a +  b ) M (1)) =  0. (2)

Розглянемо далі можливі випадки.
A) L(1)  =  0. Тоді з (2) випливає, щ о a +

b =  0 і M (1) =  у Д  П ідставляючи у (1) g 
1

L ( f  ) =  (a +  b ) L ( 1 ) M ( f ), (3)
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де /  Є Н ( С) .  Тоді співвідношення (1) набуде 
вигляду:

М ( / д )  =  (а +  Ь)М(/) М( д ) ,  / , д  є К ( С ) .

Тому функціонал (а +  Ь)М є лінійним муль- 
типлікативним на Н ( С )  і значить М (/) =  
а+ь/ (̂ о̂  ̂ де г0 Є С. З (3) отримуємо, що
Ь(р) =  С/(%о) , де  С  =  1 ( 1 ).

Б) Нехай Ь(1) =  0. Підставляючи у (3) 
д =  1, одержимо, що Ь ( / ) ( 1  — а М (1)) =  0 
для довільної функції / Є Н ( С) .  Оскільки 
Ь =  0, то звідси отримуємо, що М (1) =  а.

Для чисел с =  —(а +  Ь)М(г) ,  d =  а(а +  
Ь) ( М( г ) ) 2 — а М ( г 2) многочлєн р ( г ) =  г 2 +  
сг  +  ^  ̂ ^^дам функціоналів Ь та
М

р(г)
рені гі, г2. Тоді

Ь((г  — г і ) ( г  — г 2 )) =  0, (4)

М  ((г — г і ) ( г  — г2 )) =  0■ (5)
Покажемо, що г а Є С  і г2 Є С.  Дійсно, якщо
це не так, то або а) г а Є С , г 2 Є С,  або б)
одна з точок г і} г2 належить С,  а інша ні.

/(г)
З простору Н ( С )  функціЯ НаЛЄ_
ж ить до простору Н ( С )  і, використовую- 

( 1 )
кщї / (г) з Н ( С )  виконується рівність Ь ( / ) =  

Ь ( (г — г і ) ( г  — г 2) (̂ - 2))  =  0  Це супе-
Ь

вим.
У  випадку б) для визначеності вважати- 

гі Є С  г 2 Є С  
ну функцію / з простору Н( С) .

/(г)  Н( С)
можна зобразити у вигляді

/( 2 ) =  (2  -  21Ж 2) +  /( 2 1 ) , (6 )

/(г)  =  (г -  2 1 )(.2  -  2 2 )

Використовуючи (1 )  (4 )  (5) та рівність 
Ь ( 1 ) =  0 звідси випливає, що Ь( / ) =  0 , а 
це не так.

Таким чином, дійсно, точки 24 та 22 нале­
ж ать області С.  Візьмемо довільну функцію 
/( 2 ) з простору Н ( С) .  і зобразимо її  у вигля­
ді (6 ), де 3 (2 ) Є Н( С) .

Аналогічно

^   ̂ ^  , /(г 2 ) -  / ( г 1 )3 (2 ) =  (2  -  г2 ) д і (г ) +  , (7)
2 2 — 2 1

де д 1 ( г ) -  деяка функція з простору Н( С) .  
З (6 ) і (7) випливає, що

/(г)  =  (г -  2 1 ) ( г  -  2 2)31 (г) +

+  / (г 1 ) -  / (г2 ) г  +  2 1 /(г 2) -  2 2/ ( г 1 ) 8 )
2 1  -  22 2 1  -  22 ’

( 1 )
стями (7) та (8 ), одержимо, що

т  =  с  (/ ( 2 1 ) -  / ы )

де С  =  . Оскільки Ь =  0, то а +  Ь =  0.-2Д Z2
Дійсно, якби а +  Ь =  0, то  помінявши мі­
сцями /та, д, з ( 1 ) одержали б, що для 

/ д Н( С)
Ь ( / ) М( д )  =  Ь ( д ) М( / )

Ь(/д)  =  0 / д
Н( С)  Ь =  0
(1) випливає, що Ь(/2) =  (а +  Ь) Ь(/)М ( / )  
для довільного довільної функції / Є Н( С) .  
Якщ о / Є Н ( С )  така, щ о / (г\) =  / (г2), то з 
цієї рівності одержуємо, що

М  ( / )
1

а +  Ь(/(2 1 ) +  / (2 2 ) ) . (10)

де 3 ( 2  ) -  деяка функція з пр остору Н ( С ), 
причому

3 (2 ) Д  "Р И 2 ^ 21 -
[ / \ 2 1 ) при 2  =  2 1 .

Використовуючи формулу (3) зобразимо 
/( 2 )

2  -  22
+  /  (2 1 )-

( 1 0 )
/(г)

умову / (га) =  / (г2). Розглянемо довільну 
функцію к(г)  для якої к(га) =  Н(г2) (на­
приклад, можна взяти к(г)  =  г).  Тоді (/ +  
Ь)(гі) =  ( / + ^ ) (г 2) і за ф ормулою (11) М ( / +  
Ь) =  ^ (/ (гі) +  к(гі )  +  / (г2 ) +  к( г 2 )). З іншо­
го боку М (/ +  к) =  М (/) +  М ( к )  =  М (/) +  
-а+ь(к(гі ) + к ( г 2)). Прирівнюючи одержані рі­
зними способами значення для М (/ +  к), 
знаходимо, що М ( / )  =  Д д ( / (гі)  +  / (г2))-

( 1 0 )
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для вибраної функції / .Підставляю чи в (1) 
/ (г) =  г, д( г )  =  1 , ми отримаємо, що а=Ь.

II) Нехай многочлен р ( г ) має єдиний ко­
рінь г 1 є  С. Тоді

Ь((г  — г ф 2 ) =  М  ( (г — г ф 2 ) =  0. (11)

Аналогічно, як і в попередньому випадку 
переконуємося в тому, що точка нале- 

С
/ є  Н ( С) .  Використовуючи двічі формулу 
(6) зобразимо ї ї  у вигляді

/ (г) =  (г — г 1 )2Я2 (г) +  /, (г і ) г  +  / ( г і) — г і/, (г і).

К ористую чись співвідношеннями (1) та (11) 
звідси одержимо, що

Ь(/) =  С/' (г і ) ,  ( 1 2 )

де С  =  Ь ( г ) . Оскільки Ь =  0, то так само 
як і в попередньому випадку ми отримуємо, 
що а +  Ь =  0.

Я кщ о функція / є  Н ( С )  така, що 
/' (г 1 ) =  0  то, використовуючи (17) і спів­
відношення Ь(/2) =  (а +  Ь) Ь(/)М(/ ), одер­
жимо, що

М  (/) =  —+ г  / ( г і ) . (13)а +  Ь

Якщ о ж  /'(гф =  0, то розглядаючи таку 
функцію к(г)  з простору Н ( С ) ,  для якої 
к' (г 1 ) =  0 і проводячи аналогічні міркува­
ння як і у випадку І), переконуємося в тому, 
що формула (13) є правильною і для таких 

/
Ь М

формулами (12) і (1 3 ) Підставляючи в (1), 
/ =  1 та д(г )  =  г  отримуємо, що а =  Ь.

Резюмуючи тепер всі розглянуті випад­
ки, отримуємо, щ о є правильними необхідні 
умови наступної теореми.

Т е о р е м а . Для того, щ об лінійні на про­
сторі Н ( С )  функціонали Ь та, М  задоволь-

( 1 )
тньо, щ об пара цих функціоналів визнача­
лася однією з наступних умов:
1) а =  Ь =  0

1° Ь =  0, М  -  довільний лінійний фун­
кціонал на А;

90

2° L ( f ) =  Cf ( zo ) ,  M ( f ) =  a+bfЫ ,  zo є  
G , C  є  C;

3° L ( f ) =  C ( f Z )  -  f ( z 2)), M ( f ) =  
2a ( f  ( z i ) +  f  (z2) ) , де z i, z 2 є  G , C  є  C ;

4° L ( f ) =  C f \ z i ) ,  M ( f ) =  a f  ( z i ) , d c  zi є  
G, C  є  C
2 ) a =  b a =  -  b

1 ° L =  0 M
кціонал на 'H.(G);

2° L ( f ) =  C f  (zo), M  ( f ) =  a+b f  (zo), zo є  
G , C  є  C ;
3) a =  -  b L =  0 M

H(G)
Д остатність умов теореми встановлює­

ться безпосередньою перевіркою.
З а у в а ж е н н я . При а =  b =  1 з до­

веденої теореми одерж уєм о опис р озв ’яз­
ків класичного рівняння Рубела в класі лі-

H(G)
значимо, що цей опис узгодж уєт ься  з р е­
зультатами робіт  [1],[2], а запропонований 
мет од р озв ’язання узагальненого рівняння  
Рубела відмінний від наведених авторами в 
цих працях способів розв ’язання класичного 
рівняння Рубела.
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