
УД К 517.91:532.26

©2011 р. М.П. Ленюк, О.М. Ленюк

Чернівецький національний університет імені Ю рія Федьковича

ГІБРИДНЕ ІНТЕГРАЛЬНЕ ПЕРЕТВОРЕННЯ ТИ П У  
ЕЙ Л Е РА-(К О Н ТО РО В И Ч А -Л ЄБ ЄД ЄВ А )-Л ЕЖ АН Д Р А Н А ПОЛЯРНІЙ

ОСІ r >  Ro >  0

Методом дельта-подібної послідовності на полярній осі r >  R 0 >  0 з двома точками 
спряження запроваджено інтегральне перетворення, породжене гібридним диференціальним 
оператором Ейлера-(Конторовича-Дєбєдєва)-Дежандра. Отримана основна тотожність. Ло
гічна схема застосування показана на задачі теплопровідності.

The method of delta - like sequence in the polar axis with the two conjugate points we introduce 
the integral transformation generated by hybrid differential operator of Euler-(Kontorovieh-
Lebedev)-Legendre. The basic identity. The loj 
conduction problem.

М етод відокремлення зміних й породжені 
ним інтегральні перетворення Ф ур ’є, Ф ур ’є - 
Бесселя, Вебера, Ганкеля, Меліна і т.д. дали 
можливість одержати інтегральні зображен
ня аналітичного розв ’язку достатньо широ
кого класу задач математичної фізики одно
рідного середовища.

У  зв ’язку з широким застосуванням на 
сучасному етапі науково-технічного прогре
су композитних матеріалів виникає гостра 
потреба в розв ’язанні задач математичної 
фізики неоднорідних структур. Останнє ви
магає, з одного боку, удосконалення й мо
дифікації існуючого математичного апара
ту, а з другого боку, створення нових мето
дів. У  частковому випадку, виникла необхі
дність в побудові таких інтегральних пере
творень, які б давали можливість алгебра- 
їзувати лінійні диференціальні рівняння з 
кусково-неперервними коефіцієнтами.

Вперше такі інтегральні перетворення 
з ’явились в математичній літературі в 70- 
их роках 20-го століття в роботах Уфлянда 
та його учнів [1-3] і були пізніше названі гі
бридними. Подальший розвиток гібридні ін
тегральні перетворення одержали в роботах 
Проценка B.C. та його учнів [4-6]. Основи те
орії гібридних інтегральних перетворень по
дано в роботі [7].

Основні результати
Запровадимо інтегральне перетворення,

;іс circuit is shown in the application of heat

породжене на множині I+  =  { r  : r Є 
(R 0 ,R i )  U (R l ,R 2 ) U (R 2 , to ); R 0 >  0 } гібри
дним диференціальним оператором (ГДО)

M ß  =  9(r -  R ) 9 ( R i  -  r ) B l , +

+ 9(r — R i )9 (R 2 — r )B a2 +  9(r — R 2 )R (ß), ( 1)

У  рівності (1) 9(x) -  одинична функція
d2 d

Гевісайда, B * =  r 2^ — +  (2 a l +  1 ) r -— +
ai dr2 dr

а 2 -  диференціальний оператор Ейлера [8],

B a2 =  r 2 d2  +  (2 а 2 +  1)r dT +  а2 -  X2r 2 
-  диференціальний оператор (Конторовича-
Лєбєдева) [9], A(M) =  £ 2  +  c th r £  +  і  +

2 { j —drr +  1+chr)  _  узагальнений диференці
альний оператор Лежандра [10]; 2а.,- + 1  >  О, 
ß i l  >  ß 2 >  0  (а ) =  ( а і , а 2)  (ß) =  ( ß i , ß 2 )- 

Означення. За область задания ГДО 
M ^  приймемо множину G  вектор - функцій 
g(r) =  { g l (r); g2(r); g3(r ) }  з такими власти
востями:

1) вектор-функція
f ( r )  =  [ К  i [gi(r )]; B « 2[g2(r )];A (M)[g3(r )] }

I 2+
2) функції gj (r) задовольняють крайові 

умови

(a l i d/dr +  ^ °i)g i ( r )|r=ßo =  0 ,

lim [rYg3 (r)] =  0, (2)
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3) функції д2 (г) задовольняють умови 
спряження

а к пк
■Л Лг +  вЛ дк( г ) -

к =  1, 2.
М етодом інтегрування частинами два ра

зи під знаком інтегралів з використанням 
(3) крайових умов (2) та базової тотож ності (6) 

встановлюється рівність

а дк+і(г) 0,3, к =  1 , 2.
т=Як

Припустимо, що виконані умови на кое
фіцієнти: а 01 <  0, в ії  >  0, Іа^І +  в ії  =  0;

Лк
ка ]т >  0  Л  >  0  СїкС2к >  0  с

а кл в Л  3 ,к  =  1 , 2.ЧЛУ2Л> Л ,ь ~  -
Визначимо числа

е ї

° 2

Сїї С12 Д2°2+1 8к Е 2 

С21 С22 Е Л +1 Д2“ 2+1

Сї2 вкЕ 2
<&3 =  1 ,

С22 К іа2+ 1

вагову функцію

а(г) =  в(г — Е 0)9 (Е 1 — г )а 1 г 2аі _1 +

+ 9 (г  — Е ї ) 9 (Е 2 — г )а 2г 2а2-1 +  

+ 9 (г  — Е 2)а 3вкг 

і скалярний добуток

СЮ

, 1  =  (п ( г ) ,ь ( г ) )  =  !  п (г )я (г )а (г )к г  =

Яо

Яі

=  !  п 1 (г )у 1 (г )а 1 г 2а і - І кг+

Яо
Я2

+  !  и2 (г)р2 (г )а 2г 2а2- 1 к г+

Яі

(4)

(5)

+  J  п3 (г )у 3 (г )а 3вкгкг; и(г) Є О, у(т) Є О. 

Я2

Із умов спряження (3), записаних для и Є 
О  та V Є О, випливає базова тотож ність

ик (г ) ч (г) — ик (гЛк(г) т=Як (6 )

С2
—  (ик+ї(г )Ук+ї(г) — ик+ї(г )Ук+ї(г)) 
С1

( М $ І и ] А г ) )  =  Ш , М $ Ь , ] ) .  (7)

Рівність (7) показує, що ГДО М (к) само- 
спряжений диференціальний оператор. О т
же, його спектр дійсний. Оскільки ГДО М (а) 
має на множині 1 +  одну особливу точку 
г =  то [7], то його спектр неперервний.

В и с н о в о к . Спектр ГДО М ^  діиснии
та неперервний. М ожна вважати, що спе
ктральний параметр в  Є (0, то). Йому відпо
відає дійсна спектральна векторна функція

2

£ <
к=1

(г — Е к - 1 )9 (Е к — г ) *
(8 )

* К > к  ( г , в ) +  9(г — Е * )У ™ 3 ( г , в )(а);3'

Функції У̂ аул ( г , в ) знайдемо як ненульо- 
вий розв ’язок сингулярної спектральної за
дачі Ш турма-Ліувілля: побудувати на мно
жині I + ненульовий розв ’язок сепаратної си
стеми звичайних диференціальних рівнянь 
Ейлера, (Конторовича-Л єбєдєва) та Лежан
дра

В і  +  6 ? ) 1 $ 1(г ,в )  =  0, г Є (Е „ ,Е ї ) ,

(Ва 2 +  Ь2К к ( г , в ) 0, г Є ( Е ї ,Е 2 ), (9)

(Л+) +  в  ) = 0 , г Є (Е 2 , то),
за крайовими умовами (2) та умовами спря
ження (3); Ь2 =  в 2 +  к2, к2 >  0,3 =  1, 3.

Фундаментальну систему розв ’язків для 
диференціального рівняння Ейлера (В * і +  
Ь2[)у  =  0 утворю ю ть функції ь 1 =
г -а і оо8(Ь1 1п г) та у 2 =  г -а і 8іп(Ь1 1п г) [8]; 
фундаментальну систему розв ’язків для ди
ференціального рівняння (В а2 +  Ь22)у =  0 
утворю ю ть функції у 1 =  Са (\г,Ь2 ) та 
я2 =  О а2 (\г,Ь2) [9]; фундаментальну си
стему розв ’язків для диференціального рів
няння Лежандра (Л(^) +  =  0 утворю 
ю ть узагальнені приєднані функції Лежан
дра Л^З(Скг) та В^І1 (Скг), и3з =  —1/2 +  іЬ3 

[101. 3 3т=Як
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Я кщ о покласти

^ М )  =  ЛіТ-аі  С08(б! ІП г) +  
+ Б іг -а і 8Іп(6і Іп г ) ,г  Є (Я 0, Я 1),

С і А - в )  =  Л2СИ (Аг,Ь2) +  Б з Щ  (А г Л ) ,

Визначник алгебраїчної системи (12)

© 2 ; і 2 © 2;22 -  Х а2;22Х «2;і2(АЯЬ Ь2) =  -

02і 8Н(пЬ2 ) , _
-  =  - 9а2 =  0

г Є (Яі, Я 2 ) ,

А »  (г ,в )  =  Л зЛ ^С сЛ гН

п А2«2 д2а2+і 

Алгебраїчна система (12) має єдиний 
розв ’язок [11]:

+ Б 3Б ('1рр> (екг), г Є (Я 2, то),
(10) Ло Ао 

Яа2 (в) [6аі ;іі(Ьі, Яо , Я і)Х а2;22(А Я і,6й)-
> Кс, К 1)Х р 2;12(А^ Ь  Ь2)],

В 2 =  - ^ ( 0 )  [^«і;11( 1̂> К 1)Х р 2;22(А^ Ь  Ь2) —
- * аі,2і (Ь ,  Кс, Я1)ха1;12(АД1Л)]

(13)
При відомих А 2 , В 2 розглянемо алгебраї

чну систему стосовно А 3,В 3 :

)Аз +  У Й ? ( л л 2)в 3 =

= 1, 2 ;=  а о[з«2 (в)]_1а («);і( в ) ,3 =  1  2 

Т ут  прийняті позначення:

$а2-;кі (АЯ 1 , АЯ 2 ,Ь 2) =  Х Ц . ^ Х К М *  
х Х ^ Д А ^ А )  -  Х ^ ^ А Х ^ Д А ^ А )

а (а)д ( в ) =  Х ;2 1 (ЬЬ А )  КХа-Щ.? (А^1, А^2, Ь2) —

(14)

то крайова умова в точці г =  Я 0 та умови 
спряження (3) для визначення шести вели
чин Лд ,Бд (і  =  1, 3) даю ть алгебраїчну си
стему із п ’яти рівнянь:

У0Ї;іі(Ьі, Яо)Л і +  У ^ п Ф і ,  Я о)Б і =  0 

Х ^ Х А  Я 1)Л 1 +  Х щ і А ’ Я 1)Б 1-

- Х 1аІи2 (А Я і ,Ь 2 )Л 2 - -Х 1а22;32(АЯі ,Ь2)Б2 =  0 ,і

Х « 2 0 і (АЯ2) Ь2)Л 2 +  Х ,°2;Іі(А^2, Ь2)Б 2

- П <Й ;22і(сЬК2)Лз -  г “ 222(Л К 2)Б 3 =  0
(11)

В системі (11) беруть участь функції:

У ^ к ( Ь і , Щ  =  [(вТк-аіЯ-піатк) 0О8(Ьі Іп Я т) - - < А ; і і ( Ьь  А , Я і ) Х ; 2д(А я і , АЯ2А ) ,  і  =  1  2.
Визначник алгебраїчної системи (14)-Ь іЯ т аТк йіп(Ьі Іп Я т)]Я-

т2 п о  \(пт о -І  Т  -  Ч в ) =  У (р),21У (р),22 у (р),21у (р),22(

?-аіт ,

—а
т ,

а д (в ) =  У | А  у | х  -  У | х  ч х ( е ь я 2 )
=  0

У ^ к (Ь і ,Я т )  =  [(вТк -  а іЯ Т * ? к )х  
х біп(Ь1 Іп Я т) +  Ь1 Я Т іаТ1к сов(Ь1 Іп Я т)]Е,і

ХТг,к (А Я т Ь )  =  (атк9/9г+втк )Са2 (Аг,Ь2 )\г=Ет , © ) ( Ьз) =  2. 2 (008 І Ї Л ^ « С Н ( 2ПЬ3)) х

х т і к  (А Я т Ь )  =  (а^к 9/йг+ вт )О а 2 (Аг,Ь2)\г=я„ X

Ад) (Ь3)^̂ 2̂
2̂ 1 П3 008 Рі п 
2 Пі

(сЬБ*)Др);21,
’ С д2
Др);22 (
V3

( “ ?2І  +  в « )  Л!р)<еЬг) \r-R2

У
2 І

ІГ
У д  (сЬВД =  (а ,2І  +  в й  Б % (еЬг) \r-R2 

Сумісну алгебраїчну систему (11) роз
в ’яжемо стандартним способом  [11]. При
пустимо, що Л 1 =  Л Д а © ^ ,  И0), Б 1 =  
- Л00У^Ї;1 1 (Ь1, А ) ,  де Л0 =  0. Тоді перше рів
няння системи (11) стає тотож ністю .

Розглянемо алгебраїчну систему стосов- 
Л2, Б 2

Х  12;І2(АЯ1,Ь2)Л 2 +  Х а2;І2(АЯ1, Ь2)Б 2 =
=  - Ло\Уа1 ; ;1 1(Ь1 , ^ У ^ д і Ф і ,  Я 1) -  

- ^ 012;іі(Ь іВ о)ТІЇ;д(Ь іК і)] =
=  - Л 0$аід 1 (Ь1 , Я 0) Я 1 ), І  =  1, 2

|(1/2+гЬ2 +̂ +2)|2|(1/2+гЬз+̂ -2)|2

1̂2 =  1 /2(Гі ±  Г2 ) - 
Алгебраїчна система (14) має єдиний 

розв ’язок [11];

Л3 =  - Д(р),2(в ) » Б 3 =  Д(р);1( в ) , 

Ло =  да 2 (в  )д(р)(Р ) ,

Д(Р);3 ( в ) =  А (а );2 (в У ^ Ї? (е ^ К 2 )-
- а (а);1(в )у ( 3̂ )222д (еЬЯ2) , І =  1, 2;

(15)

82

Підставивши визначені згідно формул 
= (13) та (15) А ^  В 2 у рівності (10), отримаємо

функції:

С 5  ( г .в )  =  (в  ш т у ; с :2.п(Ь 1 , н с ) г - а -х
(12) х СОб(61 1п г) — Уа1; 1 1 (Ь1, Я с ) г -а  1 8Іп(61 ІП г)],
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У(ау2 ( г , в ) =  Жр) (в ) {^ аі-2 1 (Ь1, К0, Уф х  будь-якого г Є Ц  справджується інте-
’ х [Х Л Л Х Е ї ,  Ь2 ) В а2(Хг, Ь2 ) — гральне зображення,

- Ч l : ■ l ? Д ' м X г Д R ^ - t . х  114  д (г )  =  ■ Ю е ' 1 , ' 1*  Ю д," 1 х  , 19)

У+а);;з(г,в ) =  Ш(а);ї(в Щ \ С к г )  —
Д о в е д е н н я : В основі доведення знаходи

ться невласний подвійний інтеграл

 ̂ М і ' ш .  ^ ь Х)^ т х

Згідно формули (8) спектральна вектор- К° 0 . , ( 0 )
ж • л № (  т  • * У Л ( г , в  )а(т)бт =  ф(0 ),функція У^а) (Г, в ) С тає ВІДОМОЮ. (а ) У ’ и  ’  ЧЛЛТО

Наявність вагової функції &(г), спе- ЯКщ0 д =  в  є (0, то), і дорівнює нулю, якщо 
ктральної функції у а ) ( г , в ) та спектральної Д =  вЄ (0 , то). Функція ф(Х) неперервна, аб- 
щільності солю тно сумовна з обмеженою варіацією на

Л Л  ( в ) = -------------в Х(р)(Ьз)8 (р)(Ьз)-------------  Припустимо, ш о функція
іа) У + щ у +  У »  ( « < $ * ( № ’ оо

2

1 (р)(Ьз)
ш > п к 2 пЬз) д (г )  =  П І ^ в К + з т а т в  І Р )

сов ц 2п +  сов р 1 пСк( 2 пЬ3) 0
тт(р ) „ г Помножимо рівність (21) наДОЗВОЛЯЄ визначити пряме Н У ) И оберне- („) у ’

_ < „ ) , ,  У а  (г, Х ) - ( г ) д г  й проінтенгруємо по г
не Н - Т ) гібридне ІНТвГраЛЬНе перетворення - о  ГЛ(а) Г Г-\ гг Г Г ТЭЦ ТТ Г»   /-Г-. ТТ/1 Г»   Г\С> і І ТТ̂ТЛХІ̂ТЖЛ/Г/І ТЭ птлтт\т/ \  і 1 \ Д | о І Г 1 Д І 1 С  Ш 1 С І  ^ C W 1 0 . i l с  н е  р і с  1  С и  L I C . l l . n 2 1  » 7-> /  ~\(а) 1 1 1 1 від г =  Е 0 до г =  то. Одерж имо в силу

-М 
(а)(ГІП ), породжене на множині 1+ ОДО М ^  рівності (20), що 

(121:

Ю /  д(г )У (а)(г , Х ) - ( г )б г  =  Ф(Х)

Н {а)[д (г )] =  ]  д (г)У (а) ( г , в ) - (г )дг  =  Яо
Яо

=  я (0 ), (17)

н + [ т ]  =  -  [ т е ( + г , 0 ) п < + т з  =  Яо
Ф( в ) =  І g (p)Уа ) (p , в ) - ( p)dP,

П
0 отримуємо інтегральне зображення (19).

=  д (г ) (18) Застосування запровадженого формула
ми (17), (18) ГІП базується на основній то- 

Математичним обґрунтуванням правил тожності інтегрального перетворення ГДО
(17),(18) є наступне твердження. ^ Л )

Т е о р е м а  1 (про інтегральне зображен
ня). Я к щ о  вект ор-ф ункція ,

(а)
Т е о р е м а  2 (про основну тото

ж ність). Якщо вектор-функція, / (г) =
/ (г) =  [9(г — Е 0)9 (Е 1 — г )г аі- 1 /2 +  9(г — Е ф Л К і  [д ї (г ) ); В а2 Ы г )Ь л (+ ) Ы г) ]}  непе- 

х 9 (Е 2 — г )га2-ї/2 +  9 (г — Е 2 )Л 0к - ] д (г ) РеРвна на множ ині Л ,  а функції д2 (т)
задовольняють крайові умови 

неперервна, абсолютно сумовна и має обме- , 0 0 ч
ж ен у  варіацію на множ ині (Е 0 , то), то для ( а и /дг +  в п  ) д ї (г ) Л я о  =  д 0 ,
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(р)
А з т /(Р) („  п\ „ ЛУ(»)

} т [зкг(^ а ) , з (г , в ) -  93 йг

та умови спряження

Проінтегруємо під знаками інтегралів 
(г))] =  0 два рази частинами:

(22)

|(а і'к1 (і/ііг +  / А )  9к( г ) -

Я  М .п г 2“ 1+1(% У ^Ц т -Д ) -  91 (г)
Ді

цу (У
(а);і М Ді 

І До

-  ( © ^ Х  +  в ^ )  9к+1(г) Г=Дк =  и

3 ,к  = 1 ,  2,

+  /  91( г ) (В *аі )])^1г2аі Х  +

Цг
і 1

+

]к До

(23) + [а 2г 2аі+ 1(Ц 2 У ^ т / )  -  92 (г)
цу(У

Д2
(а);У1 Д  

Ді

+  /  92(г ) (В а2 [V(â ■2(Г, в )] )а 2г2“ 2 Х  +

Цг 
2~ 1 ,

+

то має місце основна тотож ніст ь ГІП
Щ О  м £ > :

3
ніаЦ мХіьіт ул  =  - р 2т  -  £ ш в )+

і= 1

+ ( - У )  -  1 УІа1ІІ(Яс,Р)^1ЯС‘ і+ 1 9с+

+  ^  ^к [^((а))-’і2(в )и 2к -  Г'а)':22( в ) и 1к] ( )

Ді (У
+[<7з*Лг( Ц2 Ц“ з(г .в ) - 9з(г )Д Д  )]ІО2 +

°° І \
+  /  9з(г ) (Л(м) [П(0<));з(г , / ) ] ) щ А г Іг

Д2
(26)

Я кщо аД  =  0, то

( ^ О , / )  -  9 1 ( г ) Д О С У до =(а)
с А

Т ут  прийняті позначення:
О Т  (а 1̂ “^ г  +  вС191)|г=До ̂ (а));1(Я С,в ) -

)2аі+1 .ф  =  ^ 1 Я Г і+і : Сц, І 2 =  ^ Я ^ 1 : а д
1 ( 

- Т0~(аа 11

( I V (м )

с  І г  +  в ° 1у ( а ,) ; 1) І ' = Д о 9 1  ( Я с )

(27)

11

(а°п Г 1 (9сУХІ1(Яс,0) -  91(Яс))
Ді

91( в ) =  /  9 1 (г ) ^ « ) ;1(г ,в ) г2аі 1 0 1 і г )
До
Д2 ( )

92( / )  =  /  92(г )^ а І 2 (г , в ) г2“ 2 А Х
Ді

93( / )  =  у  9з(г ) ^ а );з(г , / )аз8кг9г, 

Д2

к
г Д ( в )  =  ( « « У *  +  в І У “ + А , в ) т=Дк

Д о в е д е н н я . Згідно правила (17) маємо:

ОО
Я  =  Я ЇЇМ М ЇІ9 М 1 ] =  /  М(“ [9(г)]х

Д і

> Д Т « )
/ (р. 
(а)

До

Позаінтегральний член в точці г =  то пе
ретворюється в нуль внаслідок умови обме
ження із рівності (22).

Скористаємося базовою тотож ністю  для 
випадку, коли умови спряження неоднорі
дні:

[ик (г )ь'к (г) -  ик (гН  (г)]|г=Дк =  —  х
С1к

х [и к+1(г )дк+1(г) -  % + 1(г К + 1 (г)]|г=Дк +

1 

С1к
При г =  Я 1 одержуємо:

+  _  ^ у п ^ к  -  у((ау-22(в)ш 1к]- (28)

х У (а ) (г , в ) ° ( г ) І г

I  В *аі [91(г) ]^а) };1( г , в 1 і г +
До

Д 2 ( )
+  .Г Вт

Ді
х а 2г2а2- 1 9 г +

°° / \
+  /  Л(р)[9з(г )Х и ; з ( г ,в )*кг І г - 

Д2

(^ 1Я 2“ і+ 1 —  -  а 2Я?“ 2+1) ( І г ^ ( г , / ) -

(25) І

С11

г(я )
(а)- 9 2 (г) ) ) У д ,  +  ^ Я * ^ 1 С-11х

х [ г у і,21(в  у  -  У Ф У  )и „ ]  =

=  (М У ф 1 (в )и 2 1 -  У Ф У  ц д  (29 )
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тому, що в силу вибору - 1 та - 2 вираз

_ Е2аі+1 С2ї _ Е2а2+1  __о  ї Е ї --------—2Е 1 —
С11

=  С1 1 С12 Е ^а2+ 1 вк Е 2 Е^аі+1 С21

Яі

С2 1 С22 Е ї а і + 1 ЕІ а2 +

Сї2 вкЕ2

1 1
С11

Е 21а2+1
п2а2+1    Сї2 Е 1____  т ту _

С22 Е 2а 2 +Т Еї  =  С22 Е 2а2 + 1 2

С12
Е 21а2+1

С22 Е 22а2+ 1
вкЕ2 =  0.

При г =  Е 2 одержуємо:

( - 2  Е2а2+ 1 —  — - з в к Е 2) х
Сї2

' ддзлг(Р)

- я ,(Р),2
(а);22 ( в  )ш1 2]

тому, що в силу вибору о 2 та о з вираз

- 2ЕІа2+ 1 фф — - з вкЕ2 =  Ф2  Яо+т е 2Я2+ 1 —
2Сі2 с22 Я Сі2

— Я(а) 2 2 ( в ) и 1 к] — ( в 2 +  к\) д 1 (г ) Х
Яо

Я2

х У щ у ї ( г , в ) - ї г 2аі Ідг  — к  +  в 2) д2 ( г ) х

Яі

х У (а));2 (г, в ) - 2г 2а2 Ідг — (к\ +  в 2) J  дз ( г ) х

Я2

х У + . р ,  в)якг( 1 г (32)

х ( ф г УУУ,з(г, в )  — дз(г) дг У1+з( г , в  ))Іг=Я2 

+  - 2Е 2а2 + їСі Л Я(а);;22 (в  )Ш22— (30)

— 2 Щ)і2 ( в  Л Л  =  д 2 [Я\а)'212 ( в )Ш22 —

— зкЯ2 — вкЯ2 — вкЯ2 =  0.

Із диференціальних тотож ностей

( к , + + у а + г . 0 ) = 0 ,

(В„ ,  +  + У + 2 Я в ) =  0 ,

(Лл) +  + У І Ї + в  ) =  0

знаходимо, що

Б'п  Ю + . в ) ]  =  —( в 2 +  к2 ) У +  (т, 0 ). 

Ва, У + М в ї ]  =  —( в 2 +  к2 ) У +  (Г , в ), 

Л м і у + і т в ) !  =  —( в 2 +  к2 ) Ц І % ( г , в ) .
(31)

Я кщ о одержані співвідношення (27), (29), 
(ЗО) та (31) підставити в (26), то будемо мати 
рівність:

< ! [ < ! [ д М ] ]  =  (—< г х и я о , 0 ) х

2

ха\я ^аі + 1  до +  бк [2 а\і2(в  )и 2к~
к= 1

У  результаті роз ’єднання інтегралів на 
два доданки приходимо до основної тото
ж ності (24).

Правила (17), (18) та (24) складають ма
тематичний апарат для розв ’язання відпо
відних задач математичної фізики неоднорі
дних середовищ за такою логічною схемою.

Задача теплопровідності. Побудувати 
обмежений в області В +  =  { ( ї , г )  : ї  Є 
(0, то); г Є I + }  розв ’язок сепаратної систе
ми рівнянь теплопровідності параболічного 
типу [13]

г\

- д ї + л  и ї — в а і м  =  /ї ( ї , г ) , г  є  ( е  , Е 1 ),

дП2 + _  2 

~3і ~+  ^2 и2 — В а2 [и2] =  /2 ф, г ) , г  Є ( Е 1 , Е 2) ,
(33)

диз +  ̂2 

дї
за початковими умовами

иЛФ, г ) и=0 =  дл( г ) , г  Є ( е і - ї , е і ) , І  =  1, 3

Ез =  то 

крайовими умовами

, 0 7/7 , П0

+  ч3 из — Л(м)[из] =  /з( ї , г ) , г  Є ( Е 2 , то)

(34)

а и д/дг +  в и )  иї(ї ,  г) Іг=Яо =  д0 (ї),

[вкгиз(і,г)]Іг=ю <  то (35)

та умовами спряження

[(ап  ду +  вЛї)ик( ї , г )  — (а% дг+
+ вЛ2)ик+1(І , г ) ] Іг=Як =  Vлк ( ї ) , 3 ,к =  .̂, 2
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Р о з в ’я за н н я . Запишемо систему (33) й 
початкові умови (34) в матричній формі:

( I  +  А  -  Б *аі X  ( і ,г )
( §  +  7° -  Б а2 ) и 2 ( і , г)

_ ( до +  Тз -  л (Р))из(і , г)  _

/і ( і , г )

/2 ( і , г )

/ з ( і ,г )
иі  (і, г) д і (г)
и2 (і, г) = д2(г)

_ из (і, г) _ і=0 . дз(г) _

Ко
В 2 ( )
I  ■■■УЇ!(а);2 (Г’ в ) а 2г 2а2 1 І г
Кі

°° ( \
І  . . . У $ 3 ( г , в Х з Ь г і г ]

К2

Т ут

у в 2 +  у 2, 7 2 — ш&л^ /і 
Р  ( і ,в )  =  / ( і , в ) +

т а х і у 2; У22; у);};

+  ( - а Ї і ) 1©аР));1(Я 0,в  )^1Я оаі+1Т0( )̂ +

+  е  і » і у у у в у »  (() -  у ^ у в  )уік (*)]

Безпосередньо перевіряється, щ о розв ’яз
ком задачі Коші (39) є функція [8]

и (і ,в ) —ш2ід ( в ) +  у  е 
о

—ш2(0—г)Р(т, в)ЙТ

в и г л я д і  операторної матрищ-стовпця:

(Р) (Р

(а) [... ]

И  -Х '^ а );і(г ,в )П (а
ооо

И  . . У ^ г - в  У "
оо

р(а);2 \' ’ УЧЦа

(Р) (Р

д а в

д а в

д а в

)

(37)
Інтегральний оператор Н а  згідно пра

вила (17) зобразимо у вигляді операторної 
матриці-рядка:

О н  =  [Ді . . У ^ в  Ь г 2« -1 *

ї ї - Ч У д в  у а

(4
Застосуємо операторну матрицю- 

стовпець (41) за правилом множення 
матриць до матриці-елемента [и (і ,в )]> де 
функція и ( і , в ) визначена ф ормулою (40). У 
результаті низки елементарних перетворень 
маємо інтегральне зображення єдиного ана
літичного розв ’язку задачі теплопровідності 
(33) -  (36):

0 Кі

(38)
и А г) =  /  /  Н(а)-Ц(І -  Т ,г ,Р) [ / 1(т ,Р) +

о Ко
+ 6+ (т )дд (р )]о ір 2аі—1 іріт+

+  I I  Н \%]2 (І -  Т, г ,Р) [ / 2(т ,Р) +
о Кі

+ 4+ (т  )д2 (р)] 02  р2а2—1 ір і т+
Застосуємо операторну матрицю-рядок 

(38) за правилом множення матриць до за
дачі (37). Внаслідок основної тотож ності 
(24) отримаємо задачу Кош і [8]:

і
( Ні +  и 2 )и (і,в )  =  Р ( і , в ) ’ и ( і , в ) \о-о =  д (в )

(39)

+  I I  Н ш з (і -  т,г,Р) х
0 І2

X [/з(т , р) +  А (т )]д з (р )]о з з Ь р ір іт +

+  Е  I  [Я(а))кд2(І -  т,г)у 2к (т ) -
к-1 0

- Я (а)к22(і -  т,гУік(т)}ІТ+

+  Т У  (і -  т ,г )д о (т )І т ,і  =  1,3, (42)

Нагадаємо, щ о 5+(т) -  дельта - функція, 
зосереджена в точці т =  0+.

У  рівностях (42) беруть участь головні 
розв ’язки даної задачі:

1) породжені неоднорідністю системи 
(33) функції впливу

ОО
< 3  ( і .г .р )  =  а  е —л у а ф  (г ,в  )х(а);г

(40)
Інтегральний оператор Н —У  згідно пра

вила (18) як обернений до (38) зобразимо у

х У ^ - М в  )п (а ) (в ) ів ; і , к =  1 ,3,
(43)

2) породжені неоднорідністю умов спря-
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ження (36) функції Гріна
СЮ

R V : ^ a ( t , r ) = i s  e - ^ d z ^ ß  ) x

x  v Y j  (r, ß  Ц 0 ,  (ß)dß,  i , k  = 1 , 2 ;  j  = ~ i
(A4)

3) породжені крайовою умовою  в точці 
r =  R 0 функції Гріна

Ю
Д Д  ( t , r)  =  i S  e - “ 4  l - O 0 1) - 1 V ^ R o . ß ) x

x V ^ j ( r , ß ) a a ( ß ) d ß o i R Y + \  j  =  1 j i

(45)
З а у в а ж е н н я . Я кщ о у 2 =  j 2 >  0, то k\ =

0, kj =  Y2 — Y2 >  0, k2 =  j 2 — j 2 >  0; якщо 
Y  =  y2 >  0, TO k\ =  Y2 — Yi >  0, k2 =  0, 
k2 =  y2 — Y2 >  0; якщ о j 2 =  Y3 >  0, t o
k\ =  Y2 — Y2 >  0 , k2 =  y3 — y2 >  0 , k2 =  0-

В и сн о в к и
Інтегральне зображення (42) даної задачі 

теплопровідності поліпараметричне. С тру
ктура головних розв ’язків дозволяє виділя
ти безпосередньо вибором параметрів будь- 
який практично важливий випадок (в рам
ках даної моделі).
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