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Н Е Р І В Н І С Т Ь  Т И П У  В І М А Н А  Д Л Я  А Н А Л І Т И Ч Н И Х  В  
К Р У З І  Ф У Н К Ц ІЙ  І К А Т Е Г О Р І Ї  Б Е Р А

Нехай /  аналітична функція в одиничному кр узі вигляду Т У ) = ^7 апєгЄпі хп, де Ь Є М і
9п Є М, а ^ -  додатна, неперервна, зростаюча до на (0, 1) функція така, що / 1 к(г )е!г =
+ то,г 0 Є (0, 1). Якщо послідов ність (9п)п>о задовольняє у  мову 9п+\/9п > ц >  1 (п >  0), то для 
кожної аналітичної функції / (  існує множина Е =  Е (5,€) С (0, 1) така, що Д  к(г )кг < і

ї ї -  1п М{ (г) -  1п (г ) < 1
г—л —о 21п к(г ) +  1п1п{к(г ) ц f (г )} ~  4

Let f t be analytic function in the unit disk of the form f t(z ) = anel°ntzn, where t £ R , 
9n £ N , and h be positive continuous increasing to on (0, 1) function such that f 0̂ h(r )dr = 
+ TO,r0 £ (0, 1). If sequence (9n)n>0 satisfies condition 9n+1 /9n > q > 1 (n >  0), then for any 
analytic function f t there exists the set E =  E (S,t) c  (0, 1) such that f E h(r )dr < and

—  In M f (r ) -  In p f (r ) < 1
r- M -0 21nh(r ) +  lnln{h (r)p f (r )} _  4

1. В с т у п . Нехай Л  — клас додатних не- рЯду (Ц і С р (т )
перервних зростаю чих до + т о  на інтервалі 
(0 ,1 ) функцій к таких, що

/ к(т)бт =  + т о , г0 Є (0 ,1).

Z—̂ n=0
\On\rr'

Sf (r)

fTQ

Для вимірної множини E  С (0 ,1 ) ї ї  h- 
м ірою називатимемо величину

h-meas (E )
def

І Д  \ 1/2
Е  \an|2r2
n=0

ln M f  (r) — ln ß f  (r)
2 ln h (r) +  ln2| h (r)ß f ( r ) }  ’

E ( V , f , h) =  { r  Є (0 ,1 ) :

M f (r) >  ß f  (r )(h 2 (r ) ln {h (r )ß f (r ) } )4 } ,

^ h (r , f )

h(r)dr, де 1щ х  :=  1п(1п^_і х ) (к >  2), Іпі х  :=  1п х.
З результату, доведеного в [1], випливає, 

• Щ° У випадку, коли к(т) =  (1 — т )_1, для ко-Є О ІІ10 ̂ ЩО  ̂ .рр.— і * ґ* / \
ж ної аналітичної в В  функції / вигляду (1) 
існує множина Е  С (0 ,1 ) скінченної лога
рифмічної міри, тобто  к -теав  (Е ) <  + т о  з

к
к-теав  (0 ,1) =  + то .

Для аналітичної в одиничному крузі О = 
{ г : \г\ <  1} функц її /, зображ еної степене
вим рядом вигляду

f (z) =  Е n=0 anz (1)
(2)

і т Є [0,1) введемо такі позначення:
М р (т) =  ш а х {\ /( г )\: \г\ =  т}, цр (т) 
шах{\ага\тга: п >  0 } — максимальний член 1 — 0).
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h(r) =  (1 — r) , така, що

lim A h( r , f ) <  1 .r^ t-o  2
r<4E

В [2] подібне твердження доведене з довіль
ною функцією h Є H, для якої або ln h (r) =  
0 ( ln 2 G f (r)),  або ln2 G f  (r) =  0 (ln  h (r )) (r ^
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У  статті [3] відзначається, що 1 /2  у нерів
ності (2), взагалі кажучи, не можна заміни
ти меншою сталою. Для того, щ об у цьому 
переконатись досить розглянути аналітичну 
функцію д (г )  =  5 ^ =  е х р {у /П }гп, для якої 
при к(г) =  (1 — г ) -1

lim Mg (r)
-о  h (r )p g( r ) ln ^ 2{^ g( r )h (r ) }

> C >  0.

В зв ’язку з цим виникає природне пита
ння: як описати “кількість” тих аналітичних 
функцій, для яких нерівність (2) можна уто
чнити?

У  статті [4] доведено, що у певному ймо
вірнісному сенсі для “більш ості” аналітич- 

1 /2
жна замінити на 1/4. Подібне твердження 
доведене в [2] і стосовно нерівності (2) з до
вільною описаною вище функцією к Є Н.

Разом з цим, розглянуті в [2, 4] класи ви
падкових аналітичних функцій, взагалі ка
ж учи, не містять в собі всі аналітичні фун
кції вигляду

f t (z) = апвгвпі zn ,
п=0

0п+і/ 0 п >  q >  1 (n >  0).

Ми розглянемо сформульоване питання в 
класі аналітичних в D функцій вигляду (3). 
Встановлені тут теореми доповнюватимуть 
у цьому випадку твердження з [2, 4] і за сво
їм змістом будуть аналогом результатів з [5]
і [п ] .

2. Допоміжні твердження. Нам бу
дуть потрібні такі допоміжні твердження.

Лема 1. ([5]) Нехай (вп) п>0 ЗАДОВОЛЬНЯЄ 
ум ову ( 4 ) .  Т о д і  д л я  будь-якої п о с л і д о в н о с т і  

(ап), ап Є C, д л я  кожного в  >  0 і д л я  всіх 
N >  0

N
P0( \ t Є [0, 2 п ]: max ІVI 0<У<2п І

гкф іЄкіak e e
к=0

>

(3)

де (0п)п>о деяка фіксована послідовність 
невід’ємних цілих чисел. Зазначимо, що
/ о Г ) =  / (Д

Вважатимемо, що послідовність (9п )п > 0 

задовольняє нерівність

(4)

У  випадку q >  2 аналітичні функції вигля
ду (4) задовольняють умови згаданих вище 
теорем з [2, 4].

Зазначимо, що можливість уточнення не
рівності Вімана-Валірона для цілих функ
цій вигляду (3) раніше розглянули М. Стіл 
[5] та П.Філевич [6] (див. також [7]). У  ста
ттях [8-10] подібне питання розглянуто сто
совно аналогів нерівності Вімана в класі ці
лих функцій від двох комплексних змінних. 
У  статті [11] кількість тих цілих функцій, 
для яких можна уточнити класичну нері
вність Вімана-Валірона, розглянуто в сенсі 
категорій Бера.

>  ЛряБм 1п1/2 У } )  <  N - в ,

д е  Л^д стала, яка залежить тільки від в  1
q, Бм =  У ^ =0 \ап \2, а Р0 =  2П, т  _  лебеґова  
міра на прямій.

Лема 2. ([6] )  Нехай к(г) — неперерв
на, зростаюча д о  + т о  на (0 ,1 ) функція, 
а відкрита множина Е  С (0 ,1) така, що  
існує 0 <  р 1 <  ... <  рп ^  1 (п ^  + т о )  ЗОБ

Е.
0 <  г 1 <  ... <  гп ^  1 (п ^  + т о )  така, що  
д л я  кожного п Є N

1 ) Гп Є Е ;

2 ) 1п к(гп) >  п ;

3) ЯКЩО (Гп', Гп+ 1 ) П Е  =  (Гп,Гп+1), то 
к(гп+ 1 ) <  ек(Гп).

Лема 3. ([4]) Нехай р 1 (х) і р 2 (х) додатні, 
неперервні, зростаючі на [0, +  то ):
<  + т о , к Є Н і  д 1 (х) =  1п G f (еХ), х  <  0. 
Тоді існує множина Е  С (0 ,1 ) така, що  
к-шеає (Е ) <  + т о  і д л я  всіх г Є (0 ,1 )\Е

ді(1пг) <  к (Г )^ 2(к (Г )^ 1(д1(1п г )) ) .

Введемо позначення

дф х) =  1п G f (еХ), Л(г) =  д1 (1п г) =
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1 1п С/ (т) 
1  1п т Е

п=0

п\ап т
С/ (т)

в  2(т) =  д " (1п т) =  X !
2 і І пп2 \ап\тп

=0 С / (т)
— Л2 (т).

п=0

<  2 ц/(т)(2 ^ 2 д і» (х )  +  1).

Е  Е і Е 2
раженні т =  ех . Очевидно, щ о к -теа в Е  =  
Е  к (т)1т <  + то . Тоді з (5) при т — 1—0, (т Є 
Е )

Зараз ми отримаємо оцінки зверху для 
Л (т) в (т).

Л е м а  4 . Нехай к Є Н. Тоді д л я  кожного 
є >  0 існує множина Е  =  Е (є ,  / )  С (0 ,1) 
така, що к-шеав (Е ) <  і д л я  всіх т Є 
(то, 1)\Е виконуються нерівності

Л(т) <  к (т) 1 п {к (т )ц /(т )}  1п2+£{к (т )ц /(т ) } ,  

В 2(т) <  к2+£(т) 1 п {к (т )ц /(т )}х  

х 1п2+£{к (т )ц /(т ) } .

Доведення. Нехай £ — випадкова величи
на з розподілом ймовірностей

Р  К  =  п ) =

Тоді М £  =  д і (х) і =  д '/(х ), де д1(х) =  
1п д (х ) .

Нехай х  =  1п т <  0. За нерівністю Чеби- 
шова отримуємо Р (\£ — д і(х)\ <  у/2д" (х ) ) >  
1 /2 , отже,

д (х ) <  2 £  \ап\ехп <

\п -д'і (х)|<^ 2й"(х)

<  2ц / (т) ^  1 <
\п-д'1 (х)\<Д 2дЩх)

(5)

є1 >  0 , є 2 >  0
множини

Е і =  { х  <  0: д” (х) >  к(ех) д і  ( х ) х

х(1п д і (х ) ) і+ 1, д і (х ) >  2 }
Е 2 =  { х  <  0: д [ (х) >  к(ех)д і (х )х  

х (1 п д і(х ))і+ 2, д і(х ) >  2 },

Зауважимо, що

І  к (ех) 1 х  =  І  1 т <  + го ,
д Еі и Е2 о е  т

к(т)1 т <  + то ,
Е

д(1пт) <  2 ц / (т)(2 \ !2 к(ех)д [ (х) 1пі+£і д [ (х) +

+  1  ̂<  4 ц / (т) 2 к‘2 (ех)д і (х) 1пі+£2 д і (х) х

х 1 п к(ех)д і (х )1п і+£2 ді (х )|  +  1  ̂ <

<  6 ц / (т)к(т)л/ді (х )х
1 + ̂ 2 1 і

х 1 п д і (х)1п2 +£1 {к (т )д і (х ) } ,  
ді (х) =  1пд(х) <  1п6 +  1 п {к (т )ц /(т ) }+

+  1п ді (х) + 1п2{к (т )д і (х ) } ,  
д і (х )  <  2 1 п {к (т )ц /(т )} .

Тепер для 6 >  2(є і +  є2)

С / (т) <  ц/(т )к (т)1п і /2{ к ( т )ц / ( т ) } х
1 + 5

х ( 1п2 {к(т)ц/(т ) }  1п{к(т) 1 п {к (т )ц /(т ) } } )  2 . 

Тому,

М /(т) <  С /(т) <  ц/(т )к (т )1 п і/2 {к (т )ц / ( т ) }х  

х 1пі /2+  к(т) 1п2+ {к(т)ц/(т )} .  (6)

Зауважимо, що

д і(х) =  (1 +  о (1)) 1п{к(т)ц / (т )} , 
т —  1 — 0, (т Є Е).

Вибираючи в лемі 3 <рі (х) =  (х +
2) 1пі+є°/2(2 +  х ), і Є {1 , 2 } для вс іх т Є (0 ,1)

к

Л(т) <  к(т)^(ді (1пт)) <

<  к(т)ді (1п т) 1пі+є° д і (1п т) <

<  к (т) 1 п {к (т )ц /(т )}(1п 2{ к ( т ) ц / ( т ) } ) і+£. 

В 2(т ) <  к (т )^ 2 (к (т )^  і (ді (1п т ))) <
<  к(т)к(т)рі (д і (1п т ) )х  

х 1пі+£° (к(т)уі (ді (1пт))) <

<  к2 (т )д і (1п т) 1пі+є° д і (1п т) х

х 1пі+є° (к(т)ді (1п т) 1пі+є° д і (1п т)) <

<  к2+£(т)1пі+£{к (т )ц /(т ) } .
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Лему 4 доведено. A (r )G f  (r)

3. Класи аналітичних функцій, в 
яких майже напевно можна покращи-

A (r )h (r )  \nl/2+&{h ( r )ß f  ( r ) }  

h (r )ß f  (r) \nl/2+& h (r) \nl/2+&{h ( r )ß f  ( r ) }
ти нерівність типу Вімана. Скрізь нижче h (r ) ln l/2+&{ h ( r )p f  (r ) }

f !  „ « U r t t  л о т т л т т п т т і ^ л  Ютермін для майже всіх означатиме майже _  / )  }n V2+  ̂h (r) f9)
скрізь" за мірою Лебега на прямій. В цьому f
пункті доведемо таку теорему. ДЛЯ r Є E , де  E  — множина скінченної h-

Теорема 1. Якщ о ft(z) аналітична функ- Д   ̂ п , t ч ы \ ( \ -/0 ч . . . ч Виберемо в лемі 2 k(r)  _  h ( r ) p f (r) і не-
щ я  вигляду (3) і послідовність (un )n>о задо- „ / ч • ••/.ч  r п хан (rk)k>0 — ПОСЛІДОВНІСТЬ, для якої вико-
вольняє умову  (4), ТО Д Л Я  КОЖНОГО 0 >  U -  . . .  -п" . , . „  нуються висновки цієї леми. Позначимо че-
і д л я  майже всіх t існує множина E  _
E (0, t) Ç (0 ,1 ), така, що h-meas (E ) <  + т о  і
дл я  всіх r Є (0 ,1 ) \E виконується нерівність

рез F k множину тих t Є R, для яких

W  (rk ) =  max
Ті / ,ч def і і- / 41  ̂ 0<У<2̂
M f (r ,t ) =  max \ft( z ) \ <\z\<r

E anrnken  e * nt
n<[Ci(rk )]

>  A ßqS[d(rk)] (rk) ln1/2 [С*1 (rk)]•

>

<  p f  ( r )\ /h(r) ln1 /4{h ( r )p f  ( r ) } x  
у ln^/4+^ h(r) ln "̂+^ {h (r )p f  ( r ) }  7̂̂  Тепер за лемою 1 з ß  = 1  маємо

Зауважимо, що з нерівності (7) отрима- у  P (F k ) <  <
ЄМО k=1 k=1 Д М  )]

œ  ̂ œ л
lim A h(r, f t ) =  <  5 —  <  + то .r—* т о  s  ̂г і-n  ̂\і s  ̂ к2= 1 [ln2{ p f (rk)h (rk)}] k=1k2r/E k

   ln M f (r, t) — ln Pf  (r) 1 rn • ТЛ Т/ ■ -=  lim  J J —  <  - .  (8) іод і за лемою Ьореля-Кантелі для майже
r7 / - 0  2 ln В Д  + ln2{ M r )P / (r ) }  4 Bcix t E R  при k >  ko(t)

Доведення. За нерівністю М аркова для W (r k ) <  AqS[c1 (rk)](rk) ln1/2[C1(rk)]. (10)
випадкової величини У  з розподілом
ймовірностей P ( X  =  n) =  \an \rn/G/(r) та Використавши нерівність (6) і S[ci (r)](r) <  
математичним сподіванням M X  =  A (r ) M /( r )p / ( r )  отримаємо з нерівності (10) 
отримаємо

A (r)
W ( r k) <  \ jp f  (rk ^ P f  (rk)h (rk) x

\ л \ an \ 1 ^

>  G f (r) “  G ' X ln1/4{h (rk )p f (r k )} ln 1/4+2<5/3 h(rk)x

Нехай
x ln2/2+25/3{h (rk )p f  (rk) } x  

G  =  G (r) =  A (r )h (r )  ln1/2+5{h ( r )P f ( r ) } , x  ln1/2(h2(r) ln2{h (r )p f  ( r ) } )  <

G1 (r) =  h 2 (r)ln 2 {h (r)P f ( r ) } . <  Pf (rk ) ^ Ь Щ  ln1/4{h (rk )p f (rk ) } x

За лемою 4 G1(r) >  G (r) для r Є (r0 ,1 )\E. x  ln3/4+35/4 h(rk) ln2+  ̂ { h ( r k)p f  (rk) } . (H )
Тепер з (6) отримаємо

Оскільки

\an\rk <  \an\rk <  M f ( r , t )  <  V  \an\rn +  W (r ) ,
n>C1 (r) n>C(r)

\ an
n> Ci (r)
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то з (9) і (11) одержимо

M f (rk, f ) <  ß f  ( r k W h ( r k) x 

x ln1/4{h (rk ) ß f  (rk) }  ln3/4+4<5/5 h(rk) x

x lnl+4S/5{h (rk )ß f  (rk)}. (12)

в ш(/, 0) є “великою” в сенсі міри Лебега. Це 
в свою  чергу імплікує той же висновок і для 
множин Т 2Ц / , 0 ), Е3Д / , 0 ).

Подібно, як і в [11], природно постає пи
/

існує множина Е  =  Е ( / )  скінченної Л,-міри
Припустимо, що rk2(t) Є (0 ,1 ) — деяке число така, що множина F ih( f ,  9, E ) є залишковою
зовні множини E. Тоді для r Є (rp, rp+ i ), p >  
k2(t) за лемою 2

ß f  (rP+i)h(rP+i) <
<  e ß f  (rp)h(rp) <  eß f ( r )h (r ) ,

ß f  (rp+i) =  h(rp+i) ß f  (rp+l) <  eh(rp)-ß f  (rp)
h(rP+i) h(rp+i)

< eh(r) Е Е  <  e ß ><r)-

h (r p + i)= ß f  (rp+i )h (rp+i) <

<

e

ß f  (rp+i) 
ß f (r ) h (r )

<  e h (r).

r^ i-0  
r (/ E 4

F 2 h ( f ,9 )=  { t  Є R : (V n >  1 )

[h-meas (E ( n , f t ,h ))  <  + ro ] |

F 3h ( f , 9 ) =  { t Є R : lim A h(r ,f t )  <  1 
 ̂ r^  i-o  4

в R ? Нагадаємо, що множина B  С R  назива-
R ,

B c є множиною першої категорії в

ц/ (тр+і)

Нарешті з (12) отримаємо для т Є (тр,тр+і)

М / (т,і) <  М / (тр+і ,і )  <  ц/(т)л / Й г)х  

х  1п 1 {к(т)ц/(т ) }  1п4 +  к(т) 1п2+ {к(т)ц/(т )}

тобто, для майже всіх і Є М при т Є 
(т0 (і), 1 )\ Е щ е  Е  — множина скінченної к- 
міри.

Теорему 1 доведено.

4 . К а т е г о р і ї  Б е р а  і н е р ів н іст ь  ти 
п у  В ім а н а  д л я  а н а л іт и ч н и х  ф у н к ц ій  
в о д и н и ч н о м у  к р у з і. Нехай к Є Н, а 
9 =  (9п)п>0 -  фіксована послідовність, що 
задовольняє умову (4). Подібно, як і в [11], 
визначимо такі множини

ЕШ( / ,9 ,Е ) =  { і Є М : 1іш Д н(т, / )  <  1

М
пливало б, що множини Е2Д / ,9 ) ,  Е3Ц / ,  9)

М.
те, як і в [11] для цілої функції / (г ) =  ег , так 
і для деяких аналітичних функцій, множина 
Еін(/, 9, Е ) є першої категорії. Це випливає 
з такої теореми.

Т е о р е м а  2. Нехай послідовність (9п)п>0
/ (г ) =

^ 0 /= і ех р {п £} г п, є Є (0 ,1 ) і к(т) =  (1 — т )- і , 
т Є (0 ,1). Тоді існує така стала С  =  С (9, є) >  
0
пості (тп)п>0 множина

Ез =  І  і Є М :

lim
П-* +

M ft (rn) <  C
*+~ h(rn)ßf (rn) lni/2 {h (rn )ß f (rn )} 

є  множиною першої категорії.

Щ об довести цю теорему нам буде потрі
бна така лема.

Л е м а  5. ([12]) Нехай І  — інтервал з М і 
Я (і)  =  Е і і  СпЄі'̂ п ,̂ ^  >  д , п  Є { 1 , м  — 1}.
Тоді д л я  кожного д >  1 існують такі додатні 
сталі Л =  Л(д) і В  =  В (д),  що \І\ >  В  >  0, і 
існує така точка і 0 Є І ,  що

R e Q(to) >  R /  \cn\.—̂'n=i

Доведення теореми 2. Для функції 
/ (г) =  5 ^ =  ех р {п £} г п, є Є (0 ,1 ) (див [3]) 
існує С0(є) Є (0 ,1 ) таке, що для т — 1 — 0

З теореми 1 випливає, що для кожної 
аналітичної в О функції / існує така мно- 

Е ( / )  к
c - i (s) Е Г  >

M f  (r)
1 — r  -y/ln M f  (r )
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M f  (r) >  C0 ( e ) ln1/2 . (13)

Нехай (rn)n>0 — деяка зростаю ча до 1 
послідовність. Приймемо

Тоді при r ^  1 — 0 маємо >  ( 1 -  2§)С0( є ) ^ f (- )  ln i/2 ^ f (r) \
1 _  1 — r 1 — r J ’

ln M f (r) — 2  ln 2 M f  (r) >  Ж2 =  Ж2 (є) =  inf {  r Є (0 ,1 ):

>  ln Co (є) +  ln ^ , ln M f  (r) >  ln ^ , A  a  . +Д
1 — r 1 — r 2 _^ exp {n  } r  <  a — 1 8 Z-^ exp {n  } -

n=0 n=0

1 — r 1 — r к Тепер виберемо натуральні числа l >  h i
s >  p  так, щ об виконувалися нерівності

rі >  m a x {x 1 , x 2 } ,  e x p {n £}r'n <
q =  in f{9n+i/dn: n >  0 } >  1, n=s+1

A  +Д
A  =  A (q) і B  =  B (q) — стаді з леми 6, <  a — 1 8 e x p {n £}r[\ (15)
С  (є) =  A C 0 (є). Розглянемо послідовність n=0

чисел (Сп(є ))п> 5̂ яка зростає до С (є ) , і ви- Тоді за лемою 2 в проміж ку I  існує точка
значимо для фіксованих натуральних чисел t0 така, що
h >  0, m  >  0 множину

Fmk =  Є R : (Vl >  h)

<  С Д є ) ln 1/2
1 — ri 1 — ri

Re ^  eiSnt0+n  - п >  A ^ 2  ex p {n £K .  (16)
M ft (rl) <  \n=p J n=p

x 1 , x 2
отримаємо

M f (ri, t 0) =  max { |/t0(rielv) \: p  Є [°, 2n]}  >
Для ф іксованого r Є (0 ,1 ) розглянемо >  \/ (r)| >  R e /  (r ) >

функцію

\ + ̂I V—Л
a(t, p)  =  I > exp {i0 ni +  n£ +  i n p } r nn=0

>  Re (  X /  exp{i^nt0 +  n£}r'n)  —
n=p

V  ex p {n £}rn >
2-^n/\p.s\ L J l —яка є неперервною в М2 і періодичною від- п<.\ р>5\

носно змінних і і р. Тоді функція в  (і) =  5
ш а х {а ( і ,р ) :  р  Є [0, 2п]} =  М ґ(г, і) є непе- >  Л ^  ехр {п Д гп  — ^  ехр {п Д г[

• , тгт, гл ^— /  ^— 'п  $.\р ,в\рервною в кожній точці і Є М. Зауважимо, п= р
що множина Г тк замкнена в М.

Доведемо, що множина Втпк =  М \ Втк =  Л ^ ^  е х р {п Д гп—
п=0

тервал І  С М, \І\ >  0, і доведемо, що він —(1 +  А ) У ^  ехр|п Д т? >
М ІСТИТЬ точку І0 З ДОПОВНЄННЯ їтпк.

лися нерівності
Виберемо p >  1, 8 >  0 так, щ об виконува- >  A  У ^  + exp j пД  тП—

n= 0 l

(1 +  a ) 1 + a  8 Е  „=0 ™ p {n * K

1112 В ■ 1 — 28 >  V I P ) ■ (14) =  A(1 — 28) e x p { n 'K  >

1 +  A  n=0
p Snc\-  ̂ ^

p V —/n=0
n /1Л\ С  (є) (1 28)2С (є) ^ f  (-і) ln 1/2 ^ f  (-і)Використавши (13), ми можемо визначити >  „  , ч ( 1 — 28) С0 (є з̂---------ln  --------  >

v ; С0(є) 1 — rі 1 — rі

x 1 =  х 1(є) =  inf j r Є (0 ,1 ): Е  e x p {n * }r”  >  >  Ст ( є ) ] „ 1 / 2  В В .
n=0 1 — -і 1 — Гі
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О тж е, о  є  ятк.
Оскільки множина Дтк замкнена в К  і ї ї  

доповнення — скрізь щільне, то  множи
на Гтк ніде не щільна. Тоді

Г з =  1̂ 1 1̂ | Ртк
т=0 к=0

є множиною першої категорії. Теорему 2 до
ведено.

Теорема 3. Якщо п о с л і д о в н і с т ь  (вп) за
довольняє умову (4), то для кожної аналі
тичної функції / множина Я3у (/, в) з Н(т) =  
(1 — т ) -1 є залишковою в К.

/
чна в О функція. Розглянемо послідовність 
(сп)п>о, таку, що Сп [  1 /4 , п ^  + то .

Визначимо для т  >  0, к >  0 множину

Стк =  { і Є К : И ґ (т,і) >

> k f  (r)
(1 -  г) 2Cm lnc k f (r) 

1 — r
Mr >  1 —

k +  1

Я к було доведено вище, для фіксованого 
г Є (0 ,1 ) функція вік) =  И ї (г,к) є непе
рервною в кожній точці ї0 Є К. Тоді множи
на О тк замкнена в К. Тепер за теоремою 1 
множина О стк є скрізь щільною. Тому О тк є 
ніде не щільною і

m=0 k=0

є множиною першої категорії. Отж е
F 3h( f , e )
R.

Gc
•)

залишкова множина в

Питання стосовно того, наскільки мно
жина F2h(f ,  0) в сенсі категорій Бера є ве
ликою, є відкритим.
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