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З В ’ Я З Н А  Т Р И Т О Ч К А  І Ф У Н К Ц ІЇ  П Е Р Ш О Г О  К Л А С У  Б Е Р А

Доведено, що кожна нарізно неперервна функція, яка визначена на добутку числової 
прямої і довільного топологічного простору зі значеннями у зв’язній триточці, належить до 
першого класу Бера.

We prove that every separately continuous function, defined on a product of the real line and 
a topological space with values in an equieonneeted space belongs to the first Baire class.

1 В с т у п

У  1898 році А. Л ебеґ [1] встановив, що 
при X  =  У  =  Е  кожна нарізно неперервна 
функція / : X  х У  ^  У  належить до першо­
го класу Бера. Набір топологічних просто­
рів (X , У , У ) з такою властивістю ми будемо 
називати трійкою Лебе/а.

Результат Лебеґа узагальнювався бага­
тьма математиками (див. праці [2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8] і вказану там літературу). Зокре­
ма, А. Каланча і В. М аслюченко [6] пока­
зали, що (Е, Е, У ) -  це трійка Лебеґа, якщо 
У -  топологічний векторний простір. Т. Ба­
нах [7] встановив, що набір (Е, Е, У ) є трій­
кою Лебеґа у випадку, коли У -  рівномірно 
зв ’язний простір. З [9, Теорема 3] випливає, 
що для метризовного лінійно зв ’язного і ло­
кально лінійно зв ’язного простору У  трійка 
(Е, Е, У ) є лебеґівською.

У  зв ’язку із згаданими вище результата­
ми, В. М аслюченком було поставлене насту- 
ПН6 питання.

П и тан н я  1 .1 . Чи існує з в ’язний простір 
У , такий, що (Е, Е, У ) не є трійкою Лебе- 
/а ?

В даній статті ми доводимо, щ о (Е, Е, У ) 
є трійкою Лебеґа, якщ о простір У  є зв ’язною 
триточкою  (див. означення в п.2). Крім то­
го, ми вивчаємо деякі властивості функцій 
першого класу Бера зі значеннями в такому 
просторі У.

2 О сн о в н і о зн а ч ен н я

Нехай X  У  і У  -  топологічні просто­
ри. Для функції / : X  х  У  ^  У  і точки

(х ,у )  Є X  х  У  позначимо /х (у) =  /у (х) =  
/ (х, у). Функція / називається нарізно не­
перервною, якщ о для всіх (х ,у )  Є X  х  У  
функції /х : У  ^  У  і /у : X  ^  У  неперервні.

Функція / : X  ^  У  належить до пер­
/

ницею послідовності неперервних функцій 
/п : X  ^  У. Сукупність всіх функцій пер­
ш ого класу Бера з X  в У  ми позначаємо 
через ).

Через С (/ ) і Б ( / ) ми позначатимемо мно­
жини точок неперервності і розриву функції 
/

Функція / : X  ^  У  називається слаб­
ко розривною, якщ о множина Б ( / Д) є ніде 
не щільною в А  для будь-якої непорожньої 
множини А  С X .  Сукупність усіх слабко 
розривних функцій з X  в У  ми будемо по­
значати через ( X , У ).

Підмножина А  топологічного простору X  
називається:

• розкладною, якщ о для довільної непо­
рож ньої замкненої в X  множини Б  мно­
жина Б  П А  П Б  \ А  є ніде не щільною 
в Б;

• функціоналиною С^-множиною, якщо
СО

А  =  Р| ип, де ип -  функціонально від-
п=і

крита множина в X  для кожного п Є Ч;

• функціональною Ба-множ иною  в X ,
СЮ

А =  Бп Бп
п=і

но замкнена множина в X  для кожного 
п Є Ч;
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3. Х А Р А К ТЕ РИ С ТИ Ч Н І ФУНКЦІЇ ЗІ ЗНАЧЕНН ЯМ И В Т

• (функціонально) двосторонньою  в X ,  
якщ о А  є одночасно (функціональною) 
С$- і (функціональною) А -м н ож и н ою  в 
X .

Зазначимо, що згідно з теоремою Ведені- 
сова [10, Теорема 1.5.19] клас всіх множин 
функціонального типу Ба /С$/ в досконало 
нормальному просторі X  збігається з кла­
сом усіх множин типу Ба /С$/.

Розглянемо на множині Т  =  {0 ,1 , 2 } то­
пологію Т , яка складається з множин 0 ,  Т, 
{ 0 }  { 1 ©  {0 ,1 } .  П ростір Т =  (Т , Т )  ми на­
зиватимемо з в ’язною тритонкою.

З Характеристичні функції зі значе-
Т

А
ру X  символом ха  ми позначаємо характе-

А
функцію х а  : X  ^  Е, що Ха (х ) =  1 при 
х  Є А  і ХА(х ) =  0 при х  Є X  \ А. Позна­
чимо через Ф © ) сукупність всіх функцій 
І  : X  ^  Е, для як их / ( X ) С {0 ,1 } .

Твердження 3 .1 . Нехай X  -  топологі­
чний простір, А  -  підмножина простору X  
'1 І  =  Ха- Якщо і  Є Е і (X ,  Т ) , т о  А  є мно­
ж иною типу і С$а в X .

Доведення. Розглянемо послідовність
(Іп)п ‘= 1 неперервних функцій І  п : X  ^  Т, 
яка поточково збігається до функції І

СЮ
на X . Оскільки А  =  и  П ІА 1(1),

п= 1  т>п
о

X  \ А  =  У  Р| І —1(0), а множини {0 }
п=1 т>п

і {1 }  відкриті в Т, то  множи ни А  і X  \ А  є 
типу , а значить, і ТД в X . □

Твердження 3 .2 . Нехай X  -  зліченний 
гаусдорфовий простір. Тоді для довільної 
точки а Є X  функція, І  =  Х{а} : X  ^  Т 
належить до першого класу Бера.

Доведення. Нехай X  =  { х 1 , х 2 , х 3 , . .. }  і а Є 
X .  Без обмеження загальності, можемо вва­
жати, що а =  х 1 .

Оскільки X  -  гаусдорфовий простір, то 
для кожного п Є N існують такі відкриті 
множини ип і Уп, що ип П Уп =  0 ,  х 1 Є и п і

68

х к Є Уп при 2 <  к <  п +  1. Для всіх п Є N і 
х  Є X  покладемо

(  0, х  Є Уп,
/п(х) \ 1, х  Є Нп,

[  2, х  Є X  \ (Нп и Уп).

Зрозуміло, щ о функція /п : X  ^  Т  непе­
рервна.

Крім того, /п(х к) =  / (х к) для вс іх п >  к. 
Таким чином, І іт  /п(х) =  / (х) для кожного

п— »<Ю

х  Є X ,  тобто / Є Б l (X ,  Т ). □

Т в е р д ж е н н я  3 .3 . Нехай X  -  топологі­
чний простір. Тоді

Ф & ) П Б 1 ^ ,  Е ) С Б 1 ^ ,  Т).

Доведення. Нехай / Є Ф © ) ПБ l (X ,  Е ). Тоді 
/ =  Ха Для деякої множини А  С X .  Позна­
чимо Б  =  X  \ А.

Виберемо таку послідовність неперерв­
них функцій /п : X  ^  Е, що І і т  /п(х) =

п—ю
/ (х) для кожного х  Є X .  Д ля кожного 
п Є N покладемо А п =  /- і ( ( і , 2 ) ©  Б п =  
/ - 1( (—1, 2))■ Оскільки Функція /п неперерв­
на, то множини А п і Б п відкриті в X  для всіх 
п Є N.

Д ля кожного х  Є X  і п Є N покладемо

(  0, х  Є Ап,
9п(х) =  < 1, х  Є Бп,

у 2, х  Є X  \ (Ап и Бп).

Зрозуміло, щ о функція дп : X  ^  Т  непе­
рервна для кожного п Є N.

Ііт д (х) =  / (х)
п—ю

х  Є X .  Справді, нехай х  Є X . Якщ о х  Є А , 
то існує таке X ,  щ о х  Є А п для всіх п >  N . 
Тоді дп (х) =  /  (х) =  1 для вс іх п >  N . Я кщ о  
ж  х  Є Б , то  існує таке М , що х  Є Б  п для  
всіх п >  М . Тоді дп(х) =  /  (х) =  0 для всіх 
п >  М .  Таким чином, /  Є Б l (X ,  Т ) . □

Наступний приклад показує, що обернене 
твердження, взагалі каж учи, невірне.

П р и к л а д  3 .4 . Нехай

X  =  { ( х , у ) Є : у  >  ° } .
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Для всіх p =  (x ,y )  Є X  i n  Є N покладемо 

Un(p ) =  { p } u { q  0) : \q — (x  — У  )| <  - }U
V3 n

U{(q, 0 ) :  \q — (x  +  )\ < П }.

Сім'я (Un(p) : n Є N ,p  Є X ) утворює деяку
X

X
Візьмемо довільну точку а Є X i  розгля­

нем,о функцію f  =  Х{а}- Тоді

f  Є B 1 (X ,  T) \ B 1 (X ,  R ).

Доведення. Включення f  Є B i (X ,  T) випли­
ває з твердження 3.2.

З іншого боку, для довільної неперервної 
функції g : X  ^  R  множина g ( X ) є не біль­
ше, ніж зліченною зв ’язною множиною. То­
му \g(X )\ =  1, тобто кожна неперервна фун­
кція g : X  ^  R  є сталою. Тоді кожна фун­
кція першого класу Бера з X  в R e  сталою. 
Тому f  Є B i ( X ,  R ). □

X
чний простір, у 1, . . .  , y k -  різні точки з R  
і f  : X  ^ { y } , . . . , y k} ,  f  є  B  i (X ,  R ). Тоді 
множина f - 1 (yi) є функціонально двосто­
ронньою в X  для кожного 1 <  i <  k.

Доведення. Розглянемо послідовність
( f n)n= 1 неперервних функцій f n : X  ^  R, 
таку, що lim f n (x) =  f  (x) для кожного

n—o
x  Є X .  Зафіксуємо i <  k і покладемо

A m =  I I  f - l ( ( y i ------ ,y i + ))w  m mn>m

m  Є N
OO

Покажемо, що f - 1 (yi) =  П A m для всіх
m= l

1 <  i <  k. Справді, нехай x  Є f - 1 (yi) і m  Є 
N. Тоді, оскільки lim f n(x) =  y i7 то  існує та-

n—

ке n >  m, що \fn (x) — yi \ <  m- 3  іншого боку,
CO

нехай x  Є P| A m. Тоді існує така послідов-
m=

ність номерів nm >  m, що \fnm(x) — yi \ <  m- 
Перейшовши до границі при m  ^  ж, ми 

f ( x )  =  yi

Оскільки для кожного n Є N функція 
f n : X  ^  R  то ми ожина A m є
функціонально відкритою в X .  Тому f - 1 (yi) 
є множиною функціонального типу в X .

k
Крім того, X  =  У  f - 1 (yi), з в і д к и  випливає,

i=
що f - 1 (yi) є  функціонально двосторонньою 
множиною для кожного 1  <  і <  k. □

A
на топологічного простору X  і f  =  х а - Тоді 
f  Є B l (X ,  R ) в том,у і тільки том,у випад- 

A
сторонньою.

Доведення. Необхідність. Випливає з твер­
дження 3.5.

Достатність. Нехай
O O

A  =  U  А „  і X  \ A  =  у  Bn,
n= n=

(An) nO= (Bn) nO=
ності функціонально замкнених підмножин 

X
перервних функцій f n : X  ^  R, таку, що 
An =  f n-  (1) Bn =  f n-  (0) 
n Є N  ^ ч и т и , щ о lim f n(x) =  f  (x)

n—o
для всіх x  Є X .  □

X
чний простір, f  Є B l (X ,  R ) -  така функція, 
Що f  ( X ) С {0 ,1 , 2}. Тоді f  Є B i (X ,  T ).

Доведення. Для і =  0 ,1, 2 позначимо 

X i =  f - 1 (і).

X i
X

при і =  0,1, 2. Тоді згідно з твердженням 3.6 
g =  x Xlux2 Є B l (X , R) П T ( X ). Застосував­
ши твердження 3.3, виберемо послідовність 
неперервних функцій f n : X  ^  T, яка по- 

X g
(fn) nO=

до функції f .  Отже, f  Є B  l (X ,  T ). □

X
пологічний простір, що Х{а} Є B l (X ,  T) для 

а Є X  X
усдорфовий.
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4. ФУНКЦІЇ П Е РШ О ГО  К Л А С У  Н А Б Е РІВ С Ь К И Х  П Р О С Т О Р А Х

Доведення. Зафіксуємо різні точки х 0 , х 1 Є 
X . Для  функції / =  Х{Х1 } Існує послідов­
ність неперервних функцій /п : X  —  Т, яка

/
І іт  /п(хі) =  і при і =  0 ,1. Виберемо номер

п так, щ об /п(х і) =  і. Тоді відкриті множи­
ни и 0 =  / - ^ 0 ) і и і =  / - 1 (1) є відкрити­
ми околами точок х 0 і х  1 , які не перетинаю­
ться. □

4 Функції першого класу на берів- 
ських просторах

Твердження 4.1. Нехай X  -  берівський 
простір, А  С X  і / =  ха  Є В 1 (X ,  Т ) . Тоді 
множина Б ( / ) є ніде не щільною в X .

Доведення. П рипустимо, що множина 
Б ( / ) =  А  П X  \ А  є щільною в деякій 
відкритій непорожній множині С  С X .  
Оскільки С  -  берівський простір, то  хоча б 
одна з множин С 1 =  С  П А  чи С 2 =  С  \ А  є 
множиною другої категорії в С, а значить, 
і в X . Не поруш уючи загальності, вважати-

С
X .

Розглянемо послідовність неперервних 
функцій /п : X  —  Т, таку, що І іт  /п (х) =

/ (х)  для кожного х  Є X .  Для  всіх п Є N 
покладемо

Ап =  { х  Є С і : Ут >  п /т(х) =  1}.
СО

С  =  А  С
п= 1

другої категорії, а послідовність (Ап)О= 1
п

всіх т  >  п множина А т є щільною в деякій 
відкритій в X  непорожній множині и  С С. З 
неперервності функції $п випливає, що існує 
така відкрита множина V  С X ,  щ о /п (х) =  1 
для всіх х  Є V. Тоді множина V  щільна в 
и  адже V  В А п. Оскільки іп ї(и  \ V ) =  0 ,  
то /п(х) =  0 для всіх х  Є и .  Аналогічно, 
/т(х) =  0 для вс іх х  Є и  і т  >  п, звідки 
випливає, що / \и =  1, тобто  и  П С 2 =  0 . 3  
іншого боку, множина С 2 щільна в С, звідки 
отримується суперечність. □

Твердження 4.2. Нехай X  -  топологі­
чний простір і Е  С X .  Характеристична,

функція х  =  Хе : X  —  Е  множ ини Е  є 
слабко розривною тоді і тільки тоді, коли 

Е

Доведення. Необхідність. Нехай Е  =  0  
-  довільна замкнена множина в X . Тоді 
Е ( х \е ) =  Е  П Е  П Е  \ Е. Оскільки В (х\Ф) 
ніде не щільна в Е , то множина Е  розкла-
ДНЯ.

Достатність. Нехай А  -  довільна непо­
рожня підмножина простору X  і Е  =  А. 
Тоді Е ( х \а ) =  А  П Е  П А  \ Е  П А. Оскільки 
Е ( х \а ) С Е  П Е  П Е  \ Е , то множина Е ( х \а ) 

Т
на А  щільна в Е , ми одержимо, що множина 
Е ( х \а ) ніде та щільна в А. □

Т е о р е м а  4 .3 . Нехай X  -  спадково берів­
ський простір. Тоді

Ф (X )  П В 1 (X ,  Т) С (X ,  Е ).

Доведення. Візьмемо таку непорожню мно­
жину Е  С X ,  що ї ї  характеристична фун­
кція / =  х Е належить до класу В 1 (X ,  Т). 
Згідно з твердженням 4.2 достатньо показа- 

Е
Е = 0

множина в X . Оскільки Е  -  берівський про­
стір і / \ф Є В  1 (Е, Т ), то  за твердженням 4.1 
множина Е ( / ф ) =  Е  П Е  П Е  \ Е  є ніде не 

Е Е  
кладна. □

Наприкінці цього пункту ми наведемо 
приклад, який показує, що обернені твер­
дження до тверджень 3.1 і 4.3, взагалі ка­
ж учи, не вірні.

П р и к л а д  4 .4 . Існуют ь досконалий спад­
ково берівський Т 1 -простір X  і розкладна 
двостороння множина А  С X ,  такі, що 
ха  є  В 1 (X ,  Т ).

Доведення. Розглянемо множину

X  =  Е  и { т о }

з топологією  Т , в якій базу околів точки 
х  Є Е

(х  — є , х  +  є), є  >  0,
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а базу околів точки то -  множини вигляду

{т о }  и ( - є ,  0) и (0 ,є ) , є >  0.

Тоді (X ,  Т ) є досконалим спадково берів- 
ським Т і-простором , який не є гаусдорфо- 
вим.

За твердженням 3.8 існує точка а Є X  
(наприклад, а =  0), така, щ о х а  Є В 1 ( Х , Т ), 
де А  =  {а } .  Неважко переконатися, щ о мно­
жина А  розкладна в X .  Крім того, оскільки 
простір X  досконалий, то  множина А  є дво­
сторонньою в X . □

Т в е р д ж е н н я  4 .5 . Нехай X  -  досконалий 
простір першої категорії зі зліченною псев­
добазою. Тоді простір X  мож на подати у 
вигляді X  =  А  и В, де А  і В  -  щільні в X  
двосторонні множини.

Доведення. Нехай (Уп : п Є М) -  псевдо-
СО

база в X  і X  =  у  X n, де X n -  замкне-
п=1

на ніде не щільна підмножина простору X  
для кожного п >  1. Покладемо Е 1 =  X 1 і 
Еп X n \ и  X k при п >  2. Тоді Е п є ніде

к<п
не щільною двосторонньою множиною в X

с ю

для кожного п >  1 і X  =  Еп
п=1

Нехай т 0 =  0. Виберемо такий номер
пі

п 1 >  1, що ( У  Е п) П У1 =  0  і покладемо
п=1пі _______

А 1 =  У  Е п. Оскільки X  \ А 1 =  X ,  то існує
п=1

ті
т 1 >  п 1 ( Ш Еп) П У1 =

п=пі + 1
т і

0  В 1 =  Еп
п=пі+1

X  \ (А 1 и В 1 ) =  X  випливає, щ о існує такий
П2

номер п 2 >  т 1 , що ( Ш Еп) П У2 =  0 .
п=ті+1

т̂
Далі, існує таке т 2 >  п 2 , що ( Ш Еп) П

п=п2 +1 
п2

У2 =  0  А 2 =  Еп
п=ті + 1

т2
В 2 =  Еп

п=п2 + 1
нескінченності, ми одерж им о ПОСЛІДОВНІСТЬ 
чисел

і множин
пк т‘к

А к =  |__| Еп, В к =  |__| Е п, к >  1,
п=тк - і + 1 п=пк + 1

Ак П Ук =  0  Вк П Ук =  0  
кожного к >  1 .

ою ою
А  =  Ак В  =  Вк

к= 1  к= 1
зуміло, щ о X  =  А  и В  і А  =  В  =  X .  Крім 
того, А  і В  є множинами типу Еа в X ,  а 
оскільки кожна з цих множин є доповнен­
ням до іншої, то А і В  двосторонні в X .  □

Т е о р е м а  4.6. Нехай X  -  метризовний  
сепарабельний простір, такий, що

) П В ^ ,  Т) с  (X ,  Е ).

Тоді X  -  спадково берівський.

Доведення. М іркуючи від супротивного, 
припустимо, щ о простір X  не є спадково 
берівським. Тоді в ньому існує замкнена

Е
Е

зліченну псевдобазу. Тому за тверджен­
ням 4.5 існують такі щільні двосторонні в 
Е  множини А  і В,  що Е  =  А  и В. Оскільки 
множина Е  є типу Єя в X ,  то  згідно з [11,

Е
в X ,  щ о А  =  Е  П Е . Покладемо /  =  х е ­

Е
двосторонньою в X ,  то  за твердженням 3.6 
/ Є Ф ^ ) П B 1 (X ,  Е ), звідки, застосу­
вавши твердження 3.3, ми одержимо, що 
/ Є В ^ ,  Т ). Але 0 ( / ф ) =  Е , тобто 
/ Є (X , Е ), суперечність. Отже, на­
ше припущення невірне, і X  є спадково 
берівським. □

Т

Топологічний простір X  називається рів­
номірно зв ’язним, якщ о існує така неперерв­
на функція А : X  х X  х [0,1] ^  X ,  що

1. А(ж, у, 0) =  х,

2. А (х ,у , 1) =  у,

3. А(х, х , і )  =  хт 0 < п 1 <  т 1 <  ■ ■ ■ < п к <  т к <  п к+ 1 <  . . .
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T

для всіх x , y  Є X  і t Є [0,1].
Зауважимо, що довільна опукла підмно- 

жина A  топологічного векторного простору 
X
кція Л : A  х A  х [0,1] ^  A  означається на­
ступним чином: Л (х ,у ,ї )  =  x  +  t (y  — x )  для 
всіх х , у  Є A i t  Є [0,1].

Т е о р е м а  5 .1 . Простір T є рівномірно 
зв ’язним.

Доведення. Для всіх ( x ,y , t )  Є T х T х [0,1] 
покладемо

{x, 0 <  t < 2, 
y,  ̂ < t  <  1,

2, t =  І,  (x,y) Є {(0, 0 ) } U { ( 1 ,  1)}, 
x, t =  2 , (x, y) Є {(0, 0 ) } U { ( 1 ,  1)}.

Л
умови (1) -  (3).

Л
кажемо спочатку, що Лі =  Л|Т х Т х [0, і ] є не­
перервною функцією. Справді, при і =  0,1  
множина

Л- 1 (і) =  ( { і } х  T  х [0, ^ ))  U ( { і } х { і } х  [0, і ] )

є відкритою в T х T х [0, 2 ]. Аналогічно мо­
жна встановити, щ о функція Л2 =  Л|Т х Т х [і д] 
неперервна, звідки випливає неперервність і 
самої функції Л. □

Зі згаданого у вступі результату з [7] і те­
ореми 5.1 негайно випливає наступний на­
слідок.

Т е о р е м а  5 .2 . Нехай Y  -  топологічний 
простір. Тоді (R, Y, T) є трійкою Лебе/а.
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