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ПАРАФ УНКЦІЇ МАТРИЦЬ ПОХИЛОЇ С Т Р У К Т У Р И  ТА М НОГОЧЛЕНИ  
РОЗБИТТЮ

Розглядаються парафункції трикутних матриць похилої структури, встановлюються де
які комбінаторні тотожності і рекурентні співвідношення для многочленів розбиттів.

Parafunetions of three-cornered matrices of sloping structure are considered, some combi
natorics equalities and recurrent correlations for the polynomials of partitions are proved.

1 . Парадетермінанти і параперманенти  
трикутних матриць [1] знаходять застосува
ння в алгебрі [2 ], комбінаторному аналізі [3], 
теорії чисел [4] та інших областях математи
ки.

В роботі дослідж ується клас функцій  
трикутних матриць, пов’язаний з многочле
нами розбиттів, запроваджених Беллом [5]. 
При цьому встановлюються деякі загаль
ні тотож ності між  парадетермінантами та 
параперманентами трикутних матриць по
хилої структури і многочленами розбит
тів. Подання многочленів розбиттів у вигля
ді парафункцій трикутних матриць дозво
ляє встановити рекурентні співвідношення, 
яким вони задовольняю ть і побудувати ефе
ктивні алгоритми знаходження їх значень.

Наведемо основні відомості з теорії пара- 
детермінантів, необхідні для подальшого ви
кладу.

Нехай задано деяке числове поле К .

Означення 1. Трикут ну таблицю чисел,
К

Д обуток всіх похідних елементів поро
дж ених елементом а^ позначимо через { а^ } 
і назвемо факторіальним, добутком ключо-
вого елемента aij, тобто

aik ■

A

(  а іі 
a21 a22

\an1 an2

\

ann)

(1)

к=і

Означення 2. Набір ключових елементів 
матриці (1) назвем,о нормальним набором 
цієї матриці, якщо вони породж ую т ь мо- 
нотрансверсаль, тобто м нож ину похідних  
елементів пот уж ност і п, кож ні два, з яких  
не леж ат ь в одному стовпці цієї матриці.

Нехай Р(п) — множина всіх впорядкова
них розбиттів (композицій) (див. [6 ], с. 67)

п
ки. Відомо, що

ір(п)і =  y ,
r=1

n — 1 

r — 1
2n— 1

(2)

п
її порядком.

Кож ному елементу а^  матриці (1) поста
вимо у відповідність (і — І  +  1 ) елементів 
аік, к =  і , . . .  ,і ,  які назвемо похідними еле
ментами  матриці, породженими ключовим

М іж  нормальними наборами ключових  
елементів матриці (1 ) і впорядкованими роз-

п

(п і, п 2, . . .  ,п г ) Є Р(п)

(аМі,Мо+1, aN2,Nl + 1, . . . , аМгЩг-1 ) >

де N 0 =  0 , А ,  =  ^  =  пі, в =  1 , 2 , . . .  ,г.
а

чових елементів поставимо у відповідність 
знак (—1 )є©  де є (а) — сума всіх індексів 
ключових елементів цього набору.

a%]■

n
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О з н а ч е н н я  3 . Парадетермінантом і пара
перманентом т рикут ної матриці (1) на
звемо відповідно числа:

дд еі(А ) =

а11
а 21 а 22

ап1 ап2

(аі,а2,---,аг)ЄР(п) 5=1

р р ег(А )

ац

а21 а22

_ап1 ап2 ' ' ■ апп
г

і і { аі(5),У(5)}'£
(ах,а2,...,аг)ЄР(п) 5—1

де — ключовий елемент відповід
ний 8-т ій компоненті розбит т я а =  
( а 1, а 2, . . .  , а г ), а сим, вол, є (а) — знак нор

а

Згідно з (2) парадетермінант і парапер
манент п-того порядку складаються із 2 п -1  
доданків.

П р и к л а д  1 . Парадетермінант матриці 
т рет ього порядку дорівнює:

а 11
а21 а22
аз1 аз2 азз

а 11 а22а33 — а21а22а33

О з н а ч е н н я  4. П рям окут ну таблицю еле
ментів т рикут ної матриці (1) назвем,о 
вписаною в цю матрицю, якщо одна її вер-

ап1
т илеж на до неї — з елементом аІІ,г =  
1 , 2 , . . . , п .  Позначим,о цю таблицю через 
Т  (г).

З а у в а ж е н н я  1 . Я кщ о в означенні 4 значе
ння, індекса г дорівнює 1 або г =  п, то пря
мокутна таблиця, виродж уєт ься відповід
но у  перший ст овпець або останній рядок.

При обчисленні парадетермінанта і пара
перманента зручно користуватися алгебраї
чними доповненнями.

О з н а ч е н н я  5 . Алгебраїчними доповнення
ми Б і] , Р ]  до факторіального добут ку { аі] }  
ключового елемента аі] т рикут ної матри
ці (1), назвем,о відповідно числа,

Б .і] (—і у + і  . (ібеі(К і-1>1) ■ д д еі(Я п,І+ 1) ,

Рі] =  р р е г (Я ] - 1 А) ■ ррет(Яп,і+1 ), 

де Я ]-1 ,1 і Я п,І+ 1 — роги цієї матриці.

В численні трикутних матриць важливу  
роль відіграє наступна

А
триця (1), аТ( г )  — деяка вписана, в неї пря
мокутна таблиця, елементів. Тоді справе
длива рівніст ь:

ацаз2азз +  азіаз2азз.

К ож ному елементу а^ трикутної матриці 
(1 ) поставимо у відповідність трикутну та
блицю елементів цієї матриці з цим елемен
том в лівому нижньому куті, яку назвемо 
рогом цієї матриці і позначимо через Я ^ . 
Очевидно, що ріг Я ^  є трикутною  матри
цею (і — І  +  1 )-го  порядку, причому йому 
належать лише ті елементи агз матриці (1 ), 
індекси яких задовольняю ть співвідношен
ня І  <  в <  г  <  і.

Н иж че будемо вваж ати, що

в,в,еі(Я01) =  р р ег(Я 01) =  

д д еі(Я щп+і) =  Ргр е г (Я п ,п+і) =  1.

ддег(А ) =  ^  £  { а Д  Б г
5—1г—І

(3)

ррет(А) =  { а Д  Рг5 , (4)
5—1Г—І

де Б Г5 і РГ5 відповідно алгебра,їч,не допов
нення до факторіального добут ку ключово
го елемента агз, який належ ит ь таблиці 
Т  (і).

і =  1 ,
рафункцій за елементами першого стовпця  
трикутної матриці і рівності (3), (4) отриму
ю ть вигляд

дд еі(А ) =  { аг1} Б г1
г—1

апп
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Г=1
У ,  (—1)г+1 {агі }  • М ^ Я п г + і ) ,  

1
П

ррег(Л)  =  У  {аг 1 } Рг 1 =
Г=1

У  { аг 1 } • р р е г(к п,г+1) .
Г=1

і = п
функцій за елементами останнього рядка:

ddet(Л)  =  У  {апз} Рп ,  =
3=1

п

У ( —1)п+  { а п з } ^ ( П 3- 1 Л), 
1

п

ррег(Л)  =  У  {апз} Рпз =

3=1

3=1

{  ап3 } • гр гр е г (Я 3-1,1)
3=1

Теорема 2. Нехай

^  (аИУ ^ п  =  ° (п) ’

ррег (а- У ' ^ п  =  Р (n),  

тоді справедливі рекурент ні співвіднош ен
ня

Р ( п )  =  У  (—1 )п+ 3Р (в  — 1 ) Д  апк,
3=1 к=3

Р (п) =  £  Р (в — 1 ) Д

(а11 — а21) • а22
(а11 — аз1) • а32 а33

(а 11 — ап1) • ап2 ап3

а11 
а21 а22

ап1 ап2 • • •

(а 11 +  а21) • а22
(а 11 +  а31) • а32 а33

_(а 11 +  ап1) • ап2 ап3

п 1

п 1

Більш  детальну інформацію про поняття  
парадетермінанта і параперманента можна  
знайти у [1 ].

2.
Означення 6. Трикутні матриці виду

(  Т1 1 Х 1

Т2 1 Х2 Т22Х 1

Тп-1,1Хп—1 Тп-1,2Хп-2  
\ Тп,1Хп Тп,2Хп-1

Тп— 1,п— 1Х 1
Тп,п-1Х2 Тп,пХ1)

де т-  , 1 ^  І  ^  і ^  п — належ ать деяко
м у числовому полю К , а Хі , і =  1, 2 , . . .  , п  
— деякі змінні величини, назвем,о похили
ми трикутними матрицями.

Теорема 4 . Нехай

^ т ( Х 1) Х2 ) . і Хп)

апк,

де (а-  ̂ * ррег (аі-) 1 ^ ^ п  -  ‘За
повідно парадетермінант і параперманент 
т рикут ної матриці, причому ми вваж ає
мо, що

Р (0 )  =  Р  (0) =  1.

Х 1
Х2 
Хі

\
Х 1

Хп — 1
Хп — 1 Хп — 2 Х 1

Хп — 1 ^  Х 1Х1 1

V 0 0 Х2 Х 1

Теорема 3. Д ля довільної трикутної ма уе п ^  т , тоді справедливі т от ож ност і: 
триці справедливі рівност і:

р р ет ^ т(Хи . .  . ,Хп))  =а 11
а21 а22 Е\ , о\ , , \ А1!А2Л1+2Л2+...+пЛп=т

(А1 +  А2 +  . . . +  Ап)! А1 М.Х 1 Х 2
Ап!

Х

апап1 ап2 •

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 4-

(5)

61

апп

апп п

апп
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Х

Хп
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сМеї ^ т(хі,  . . . , Х п )) =  

Х^(_ - \)т—(Лі +Л2+...+Л„) (Аі +  А2 +  . . . + \ п )
^ ( ) Аі!А2І • . . .  • Ап!Лі+2Л2+...+пЛп—т

у»Л1™ Л2 ™Лп
-а х 2ГУ‘' '1 ҐУ‘' '2 • ҐУ‘' ' п і к іХ1 Хо . . . Хп , V /

<9е Аі , і =  1, 2 , . . .  , п  — цілі невід'ємні числа.

Доведення. Доведемо тотож ність (5). Звер
немо увагу на те, що

^ т (х і , х 2} . . . , х -п) — (ау  ̂) 1^У^і^т}

Д 6

Хг-3+1, ЄСЛИ і — І  <  п,
а.у =  < Хі-:і

0 , ЄСЛИ п ^  і — І ,  Хо =  1.

Позаяк клю човому елементу аіу цієї матриці 
відповідає факторіальний добуток

{а у  }  1 1  аік
к—

Хі —у + 1 , ЄСЛИ і — І  <  п, 

0 , если п ^  і — І ,

а і
а і +  а 2 +  . . .  +  а п =  т , відповідає ф акторі
альний добуток, який дорівнює Хаі, а всьому 
впорядкованому розбиттю ( а і , а 2, . . . ,  а п) -  
вектор (Хаі , Ха2 , . . . , Х ап). Всім таким впо
рядкованим розбиттям, елементи яких утво
рю ю ть мультимножину із первинною специ
фікацією

[1Лі, 2Л2 , . . . , п Лп ] 

в параперманенті відповідає доданок виду

ХЛі ХЛ2 
і 2 Х

Полічимо число таких доданків у пара
перманенті. Позаяк число ненульових еле
ментів впорядкованого розбиття дорівнює 
Аі +  . . .  +  Ап, то число всіх впорядкувань  
мультимножини з цією первинною специфі
кацією, згідно із поліноміальною теоремою, 
дорівнює

(Аі +  . . .  +  Ап)!

Аі!А2 ! • . . .  • Ап ! .
Д ля доведення тотож ності (6 ) достатньо  
знайти знак нормального набору клю чо
вих елементів, відповідного впорядкованому 
розбиттю первинної специфікації

[1Лі, 2Л2, . . .  , п Лп ].

Очевидно, що знак (—1 )  нормального набо
ру ключових елементів залеж ить лише від 

і тих клю чових елементів, які відповідають 
хпарним компонентам впорядкованого розби

ття. Тому при п =  2к маємо:

Є =  (А2 +  А4 +  . . .  +  А2к) +  2п =

(Аі +  ЗА2 +  3Аз +  5 А4 +  5 А5 +  . . .  +

+ ( 2 к  — 1)А2к-і +  (2к +  1)А2к) +  п =

=  п — (Аі +  А2 +  . . .  +  Ап)(твд2) .

При п =  2к +  1 справедливі аналогічні кон
груенції. □

т = п
реходить у твердження 3.2 [7].

Нехай

Р р е Т ^ т Д і ,  . . .  , Хп)) =  и щт, 

д д С ^ т ^ і ,  . . . ,Хп)) ♦п.ті

тоді розкладаючи параперманент і параде- 
термінант трикутної матриці Z m( x 1, . . .  ,Хп) 
за елементами останнього рядка, отримаємо  
відповідно рекурентні співвідношення:

Пп,т Х1П п,т—1 +  Х2П п,т—2 +  . . . +  ХпП п,т—пі

Пп,0 — 1)

♦ п,т Х1§п,т—1 Х2§п,т—2 +  . . . +

( 1) ХпСп,т—п) Оп,0 1.

Ці рекурентні співвідношення даю ть мо
жливість побудувати рекурсивний алгоритм  
знаходження значення многочленів розби
ття. Інший алгоритм знаходження значень 
многочленів розбиття можна побудувати на 
основі теореми 3, згідно з якою значення

п
п(п— 1)можна отримати виконуючи —- операцій

множення і стільки ж  операцій додавання.

Т в е р д ж е н н я  1 . Справедливі т от ож но
сті:

а1

а 2 а1

ап ап—1 . . а1
0 ап . . а2 а 1

0 0 . . ап ап—1 . . а1 т
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Е к ! к к-Л1
А1А 2 ! • . . .  • Ап!Л1 + 2Л2+...+пЛп—т

де к =  А1 +  А2 +  . . .  +  Ап.

а а1 2 . . . а (  ! Хіа+ТХ2 
6+3 Х1

а+(п-1)г хп а+(п-2)г хп —1

а 1
а2 а1

ап ап- 1
0 ап

0 0

Х1

6+(п 1)3Хп — 1 6+(п-2)3 Хп—2
0 а+ (п-1)г Хп

6+(п 1) 3 Хп — 1 

0V 0

а Х1 
а+г Х2 
6+3 Х1

(—1)п-к

а 1
а2 а1

ап ап-1  . . .  а 1 

к ! к к-Л1

  6Х 1а+г Х2 а 
6+ 3 Х1 6

(9)
а права частина тотож ності (7) — вигляд ви
разу

(7)
(—1)п—к к !

А1А 2 ! • . . .  • Ап!
а а1 2

аЛп , 'сг +  А1! •. . .  А п ! \  Ь /  \ (Ь + в)Х1. ап ,Л1 +...+пЛп=т

а Л  Г  [ а + Х )  А

Л1+2Л2+...+пЛп—т

де к =  А1 +  А2 +  . . .  +  Ап.

Д оведення. Я кщ о у  т о т о ж н о с т я х  (5), ( 6 )  за
мість покласти аі , то параперманент іХі— 1
парадетермінант трикутної матриці

-^ т (х 1 , Х2) . . .  ) Хп)

заміняться відповідно на параперманент та 
парадетермінант матриці

^ т (а1) а1а2, . . . ) а 1 а2 • . . .  • ап) .

□

. . .
а +  (п — 1 )г Хп

Ь +  (п — 1)в Хп- 1

(—1) 
Л1+...+пЛп=т

п-к к ! 7.1(г)

. . .

А1! • . . .  • Ап! \ ЬТ(3)

— Ґ  ХЛ1. . Л
Ьп(3) І Х  . . .  Хп ,

X

де к — А1 +  А2 +  . . .  +  Ап, а 

аі(г) =  а(а +  г) (а +  2 г) • . . .  • (а +  (п — 1 )г)

— зростаючий факторіальний степінь з кро- 
г.

Аналогічно можна отримати тотож ністьаі, і =  1 , 2 , . . .  , п  відповідно 

а +  (і — 1 )г х .

Ь +  (і — 1)в Хі-1  

тоді матриця  

а1
а2 а1

, Хо =  1, р р е г(А +) =
к ! 71(г)

Л Л А1! • . . . • А« !  \ Ь1(3)Л1+...+пЛп=т
X

Л ап ап-1
0  ап

0 0

матиме вигляд

а 1 
а 2 а 1

ап ап 1

. . .
ап(г)

Ьп(3)
х Л1 • • х Лп

Я кщ о ж  у тотож ності (7) замість аі , і- 
1, 2 , . . .  , п  покласти

а — (і — 1 )г х і

а1

А +

Ь — (і — 1)в Хі -1 

(8) то матриця (8 ) матиме вигляд  

А -  =

Хо =  1,

п

Лп

Л1

Л1

Лп
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Ь Х1а—гх2 аХ
Ь—вхі ЬХ1

а—(п—1)г хп а -(п -2)г хп-г  
— (п— 1)«х„_1  Ь—(п—2)в хп-2

0 а— (п— 1)г 
Ь—(п—1)вх„-1

Ъ Х1
а—г х2 
Ь—в хі

ь Х1а—г х2 а 
Ь—в хі Ь 

(10)

п(г)

+  (—Ч  Ь п в  Хп^п,ш—

а 1(г) + а2(т) +
=  Т̂(в) Х1—п,т—1 +  £2(в) Х 2—' 

п(г)

п̂,гт— 2 + .

, а А„ т +
+  !=(в) Хп'—'г.

причому

Е ( —ч
Лі+...+пЛп= т

п—к

С веі(Р  ) 

к!

Ьп(в) п п,т—п' 

Аналогічно, зробивши позначення:

ддеі(р— ) = 0п,т, ррет(р— ) = —п„

X

А1! • . . .  • А п А Ь

а — (п — 1)г Хп

к , ,  ч чк—Л^южна отримати рекурси 
а \ Ч  (а — г ) Х 2 \

Х ' х  а1(г) „ а2(г)(Ь — в ) х 1

Ь — (п — 1)в хп —1

(—1) 
Лі+...+пЛп = т

п к к! аі (г)

. . .

А1! • . . .  • ^  V Ь1(в)

ап(г) \ Лп

X

Ьп(в)
ХЛі Х

ррет(р  )
к!

Лі+...+пЛп= т А1! •. . .  • АпЧ Ь1(в)
х

х
ап(г)

Ьп(в)
ХЛі

Хп

]+ , -‘п.ті

♦п -Х10

—

Ь1(в)

+ ( —і)  

а 1(г)

п,т—1 Ь2(в) ‘

п(г)

Х2§п т — 2 +  . . .

п— 1 а-
Ьп(в) Хп^п,т—п

-  . —-  а2(г)
Ь1(в) Х1—п,т —1 +  Ь2(в) Х2 — п̂,гт— 2 + .

п(г)

де к — А1 +  А2 +  . . .  +  Ап, а 

а-(г) — а(а — т)(а — 2т) • . . .  • (а — (п — 1 )т) 

— спадний факторіальний степінь з кроком

Аналогічно встановлюється тотож ність

+----------Х І І+  Ьп(в) Хп п,т—п.

Таким чином, ми приходимо до теореми:

Т е о р е м а  5 . Ркехай К  — деяке числове поле. 
Д ля т рикут них матриць (9), (10) і пара
мет рів а,Ь,т, в, числового поля К , справе
дливі т от ож ност і:

ССеі(Р+) — ♦

Е
Лі+...+пЛп= т

. . .

(—1)п к

+
п,т

к!

( ї ї )

, 1(г)

Знайдемо рекурентні співвідношення, які 
задовольняю ть многочлени розбиттів, зада
ні парадетермінантами і параперманентами  
трикутних матриць А  + і А — . Позначимо:

д д е і(Р +) =  ♦ +п т , ррет(Р+) =  □+

А1! • . . .  • Ап! \ Ь1(в)

п(г) \ Лп

Лі

X

Ьп(в)
ХЛі Х

ррет (р+) =  —+ _  = (12)

Е к! , 1(Г)

Лі +...+пЛп= т А1! •. . .  • Ап! \ Ь1(в)
х

і розкладемо парадетермінант і параперма
нент трикутної матриці Р  + за елементами  
останнього рядка, тоді отримаємо рекурен
тні рівності:

п аТ(г) + а2(г) +♦ п =  а Хі ♦+ _  а Хо♦+ +
Чп,т ДР) п,т—1 у2(в) 2 п,т—2 ' • • •

X
п(г)

ХЛі1
Ьп(в)

С в е і ( Р—) — ♦

Хп

Е  (—1)
Лі+...+пЛп= т

п к к!

А1!

, 1(г)

А п Ч  Ь1(в)

(13)

Лі
х
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0 0

Лп

Лі

п
1

т

Лі

Лп
п

1 п
1

Лі

Лп
п



X
ап(г)

Ьп(3)
ХЛ1 . . . ХЛ

Е
р р е г(Р  ) =  □  

к !

Л1+...+пЛп=т Аі А . . . - А п !  V Ь1(3)

•Д(г)
х

х
Ьп(3)

Лп
ап(г) , ХЛ1

Х 1 Хп

і відповідні рекурент ні співвідношення:

♦п
а 1(г) + а2(г) +
Т г Т ^ + п .т - 1 — ТтХ Х2§п.т- 2 +Ь1(3) Ь2(3)

ап(г)

. +  (—1)п т о ХпОЬп(3) п п,т- п

, 1(г) 72(г)
Ь1(3) Х1^ п,т-1 +  Ь2(3)

+
Х 2 І п.т— 2 +

♦п

ап(г) ++ а Х □ +... + Ьп(3) Хп n,m-n,
ДХ — а2(г) —

Х+пт — 1 7 2(3) Х2̂ п,т— 2 +Ь1(3)

. . .  +  (—1)п-1

п,т-1 Ь2(3)' 

ап(г) -
Ьп(3) Хп♦п ^п,т—п'>

□
а1^  т — а2(г)

: Х1^п т -1  +Ь1(3) ■

ап(г)

Ь2(3) Х2 ^ п .^  2 +

. +  Х І ІЬп(3) Хп п,т-п'

При т  =  п матриці Р  + , А  маю ть відпо
відно вигляд

р  + =  ( а +  г(і — 3 ) . Хі- - + 1  ^
V Ь + в(і — з') х і- з у

р  -
а — г(і — І ) _ Хі- - + 1  

Ь +  в (і — І ) Х і--

Е
Л1+ 2Л2 +...+пЛп=п

( А 1 +  А 2 +  . . .  +  Ап)! Лі
1Л1А1! • . . .  • пЛпАп! Х1

Х1 . . . Хп

(14) 1 Хі—З+1

і — І  +  1 Х і--

Е
Л1+ 2Л2 +...+пЛп—п

(А1 +  А2 +  . . .  +  Ап)! Л1

1 !Л1 А1! - . . . - п ! Лп Ап! Х 1
1 . . .  [у

і відповідних тотожностей для парадетермі- 
нантів цих трикутних матриць.

У  [8] доведено справедливість тотожності

і — І + 1

п 1
. . / а і  +  Ьі  +  с\ па +  пЬ +  с .

( Ш і [  — І =  ----------- ;--------- Д ( іЬ  +  с)
п ! і=1

та при допомозі теореми 2 тотож ність
(15)

п 1
па + п Ь + с ^ , . ; . , іЧп_ 1 т-т па +  кЬ+ с
 ;----------Ц (іЬ+ с )= (—1)п Д !  +

п ! і=1 к=1 п — к +  1

(16)

+  ^ ( — 1)"+* (в ~  1)а +  (в ~  1)Ь +  с х

3=2

X
3 2

П (іЬ+ с ) П
і=1 к=3

(в — 1)!

па +  кЬ +  с 

п — к + 1

При а =  г,Ь =  —г, с =  а і а =  —г, Ь =  г , с  =  а 
тотож ності (15) матимуть відповідно вигляд

ddet

ddet

а +  г(і — І ) 

і — 3 +  1

а — г(і — І )

і — 3 +  1 

а тотож ність (16) — вигляд

п(г)

п !

п(г)

п !

причому сума у правих частинах тотож но
стей (11)—(14) обчислюється за всіма розби- 

А1 +  . . . +  пАп =  п.
Відзначимо, щ о тотож ності (11)—(14) є 

узагальненнями тотожностей [7]:

п(г)

п !

п(г)

п !

п 1

(—1)п і 1
%і(г) ап-і(г)

і=0

п 1

і !

(—1)п і 1

(п — і)!

аі(г) ап- ( г )

і=0 і ! (п — і)!

З іншої сторони тотож ність (11) у випадку 
п =  т і в  =  1, Ь = 1  матиме вигляд

і 3 +  +  Хі—З+1 

і — І  +  1 Х і--  _
ddet

а +  г(і — І ) _ Х і-з+1 

і — І  +  1 Х і--
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Лп
пп

Л1

п

п

п

+

п

п



( - 1 )
Ai+2A2+...+nAn=n

n—k k ! ,i(r)
Ai

A ih  . . . - X n ! \  1!

x
an(r)

n!
x Aii , x An x n ,

а тотож ність (13) — вигляд

ddet

£  ( - 1 )
n k

Ai+2A2+...+nAn—n

. . .

A ih  . . . - An !  \ 1!

n(r)

n!
XAl • • x A

О тж е, у випадку x 1 =  x 2 
справедлива наступна

x

a -  r(i -  j ) X i-j+ i  

г -  j  +  1 x i - j  / n

k! f  a1(r) 4 Al
X

x n =  1 ,

Т е о р е м а  6 . Д л я довільних дійсних значень 
а т
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ddet
a +  r(i -  j ) 

і -  j  +  1 l^j^i^n

an(r)

n!

n i

£ m )n—i— 1ai(r) an-i(r)

i—0 i! (n — і)!

( - 1 )
n k k! 7.1(r)

Ai+2A2+...+nAn—n Ai ! .  .  .  An! 1!

ddet
a -  r(i -  j ) 

г -  j  +  1

Ai

n(r)

n!

n_i ai(r) an—d)
^ - ^ n - i - l a a

i—0 i! (n -  i)!

( - 1 ) n k k!

Ai+2A2+...+nAn—n Ai! An! 1!

T(r) Ai

n(r)

n!

n(r)

n!

An

An
n

n

n
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