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СТАЦІОНАРНІ ХАРА К ТЕ РИ С ТИ К И  СИ СТЕМ  М в/ М / 1  ТА
м 7 м / 1 / т  з  д в о ш в и д к і с н и м  о б с л у г о в у в а н н я м

Для систем обслуговування М е/М /1  і М е/М / 1 / т  з пороговим перемиканням режимів 
обслуговування в момент початку обслуговування чергового замовлення запропоновано ал
горитм визначення стаціонарного розподілу кількості замовлень і стаціонарних характерис
тик (середньої довжини черги, середнього часу очікування в черзі, дисперсії довжини черги, 
імовірності обслуговування замовлення для системи з обмеженою чергою). У випадку, ко
ли мінімальна кількість замовлень у групі порівнянна зі значенням порога Н, стаціонарні 
характеристики знайдено в явному вигляді. Отримані результати перевірено за допомогою 
імітаційних моделей, побудованих із залученням інструментальних засобів GPSS World.

For М е/М /1  and M e/M / l /m  queues with threshold switching of service modes at the start 
o f the service of the next customer algorithm for determining the stationary distribution of the 
number of customers and stationary characteristics (average queue length, average time waiting, 
the variance of the queue length, probability of service customers for the case of bounded queue) is 
proposed. In the case when the minimum number of incoming customers in the group is comparable 
to the value of threshold Н, the stationary characteristics are found in an explicit form. The results 
are verified by simulation models constructed with the assistance of GPSS World.

1. Вступ. Опис моделі. Моделі систем 
обслуговування, в яких застосовую ть різну 
інтенсивність обслуговування залежно від 
довжини черги, а замовлення прибувають 
групами, часто використовую ть для вивче
ння телекомунікаційних процесів [1 , 2 ].

У  статтях [3, 4] вивчено системи
M 0/ G / l / m  з перемиканням режимів обслу
говування та пороговим блокуванням 
вхідного потоку. Системи з перемиканням 
режимів обслуговування в момент початку 
обслуговування чергового замовлення роз
глядались, зокрема, у працях [5, 6 ]. Так, у 
статті [5] знайдено стаціонарний розподіл 
кількості замовлень для системи M /G /1 /m  
з двошвидкісним обслуговуванням, а у пра
ці [6 ] — стаціонарні характеристики системи 
M /G /1  з кількома порогами перемикання.

У  цій статті ми вивчимо системи M 0/M /1  
та M 0 /M /1 /m  з двошвидкісним обслу
говуванням та груповим надходженням 
замовлень.

Розглянемо систему обслуговування 
M 0/M /1  без обмежень на довжину черги. 
Замовлення у систему надходять групами, а 
проміжки часу між моментами прибу

ття груп замовлень — незалежні випадкові 
величини, розподілені за показниковим 
законом з параметром А. У  и-ій групі над
ходить випадкова кількість замовлень 9п з 
імовірністю Р { 6П =  к}  =  в,к ( к >  1 ) того, 
що у групі є к замовлень. Вважатимемо, що 
групи замовлень обслуговую ться у порядку 
їх надходження, а всередині групи — у 
випадковому порядку.

Обслуговування замовлень може здій
снюватись у двох режимах. Час обслугову
вання замовлення у кожному з них розпо
ділений за показниковим законом з параме
трами ц і і ц 2 відповідно. Обслуговування в 
основному режимі з інтенсивністю ц і здій
сню ється за умови, що кількість замовлень 
у системі не перевищує заданого порогового 
значення к (к >  1). Перемикання на режим 
обслуговування з інтенсивністю ц 2 відбуває
ться у момент початку обслуговування пер
ш ого замовлення після того як кількість за-

к
тільки кількість замовлень у системі стає 
меншою від к +  1 , відбувається зворотне пе
ремикання на режим обслуговування з ін
тенсивністю ц і . Припустимо, що ц 2 >  ц і , і
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Граф станів системи M ö/М і /1  у випадку а 1 =  1

позначимо описану систему через M ö/М 1/1  
(індекс " 1 " вказує на кількість післяпорого- 
вих режимів обслуговування).

2. Стаціонарні характеристики сис
теми M ö/ M i / І .  Нехай а 1 =  X/ß^ а 2 =

О
=  X/ß2 , bi =  кгаи (г >  1/  рі =  аіЬі,

k=i
Р2 =  а 2Ь1 ■

Введемо нумерацію станів системи (рис.): 
s0 — система вільна; вг (і >  1 ) — у систе- 

г
режим обслуговування; х г (і >  h +  1 ) — у 

г
сню ється з інтенсивністю ß 2 .

Позначимо через рг(і) {qi (t)) — імовір
ність того, що система в момент часу t пере
буває у стані вг (хг). Припускаючи, що про
цес зміни станів системи ергодичний (умо
ви ергодичності ми отримаємо нижче), тоб
то існують границі рг =  lim рг^ ) (і >  0 ),

t—O
qi =  lim q,i(t) (і >  h + 1), запишемо систему

t—
рівнянь для визначення стаціонарних імо
вірностей рг та q,,

-X p o  +  ß ip i =  0 ; 
г-і

- ( X  +  рі)рг +  X ) > аг-к +  РіРг+і =  0 ( 1)
к=0

г і

( і =  1 , h — 1 );

h- і
(х  +  ß l )Рh +  ^ > к  ah-k +  Рірь+і +

к=0

+ ß 2qh+l =  0 ;
г- і

(X +  рі)рг +  X ^2'рк аг-к =  0
к=0

( і >  h +  1 );

— (х  +  ß 2 )qh+ 1  +  кі^ + 2  +  ß 2qh+2 =  0;

(х  +  ß 2 )qг +  X У qkаг-к +  рірг+і +
k=h+ 1

+ к 2^+і  =  0 (г >  h +  2 ) ;

Y рк +  Y  qk = 1
к=0 k=h+1

Введемо позначення:

Аг 1 У ' ак (і >  0 ), Ао =  1 ;
к=1

рг =  рорг (і >  0 ), ро =  1 ;
qг =  роф (і >  h +  1);
h h

Ph ^  ^рг; Qh A h +  ^  ^рг ^ - г ;
г=і

h

г=і

Lh =  Y  ірг; L h ] =  Y  і2рг
г=і г=і

(5)

(6 )

(7)

Т е о р е м а  1. Якщо Ь1 <  то і р2 <  1, 
то стаціонарні ймовірності рі (і >  0 ) і qi 
(і >  к + 1) існують і визначаються з реку
рентних співвідношень

і

Рі+і =  Рк А і - к (і =  0, к -  1); (8 )
к=0

(2 )

(3)

(4)

г-і

qг =  а 2 ( ^ 2  рк Аг-к  +  Y  qk А г-і-к
' к=0 k=h+ 1

(і >  h +  1);

(9)

X
рг

р 0

X +  рі

г-і
ркаг-к (і >  h +  1); ( 1 0 )

к=0

р і ( р 2 — ХЬі)
ß 1 ß 2 +  (ß 2 — ß 1 ) (ß 1 Ph +  XQh)

( 1 1 )
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Д о в е д е н н я . Співвідношення (8) отрима- (8) знаходимо 
ємо, послідовно додаючи і (і >  1) рівнянь 
системи (1), а рівності (1 0 ) випливають без
посередньо з рівнянь (3).

Для одержання першої з рівностей (9) до 
суми всіх рівнянь (1) (тобто останньої з рів
ностей (8 )) додаємо рівняння (2 ), а потім 
перше рівняння (3). Щ об отримати другу 
рівність (9), до другого рівняння (3) дода
ємо першу рівність (9) і рівняння (4). Після 
додавання третього рівняння (3), другої рів
ності (9) і першого рівняння (5) одержимо 
третю  рівність (9) і так далі.

Для визначення р0 просумуємо по і 
і >  1

"22 Зі =  а 2 ^  ( 2 2  РкА і-к+
і=Н+1 і=Н+1 к=0

І ^  QkА і - 1 - к )  =  а 2 і Ь1 —
к=Н+ 1  ' ''

^  ^  РкАі-2  =  Ь1 а 2 -  —  ^  рг
і=0 к=0 ' Ц2 і= 1

н

— а 2 ^ 2  Рк А Н-к.
к=0

(13)

і -  1
Ц1Рі =  А ^ 2 р к А і- 1 -к (і =  1 , к);

к=0
і- 1

Ц1Рі +  Ц23і =  А^2'Рк А і - 1 -к +
к=0

і- 1

+  А дкА і - 1 -к (і >  к +  1)
к=Н+1

і, використовуючи нормувальну умову (6 ), 
обчислимо суму

СЮ І СЮ

ЕЕ Рк А і—к +  Е Е Зк Аі-к  =
і=0 к=0 і=Н+1 к=Н+ 1

2 2 рі +  2 2  д) 2 2  А к =
і=0 і=Н+1 к=0

сю сю

Тоді

А к =  ^  1  =  2 2  З*1! =  Ь
к=0 к=0 !=к+1 і = 1

АЬ1 =  Ц1 ^  Рі +  Ц2 У

1 .

І=1 і=Н+1

Ц1 \ 1 -  Ро -  ^  Зі) +  к2 2 2  Зі
і=Н+ 1і=Н+ 1

Після підстановки виразу (13) в (12) і вико
ристання позначень (7), отримуємо розв ’я
зок р0 рівняння (12) у вигляді (11). Формула 
(11 ) дає додатні значення р0 лише за умови, 
що ц 2 >  А&і, тобто  р2 <  1. Теорему доведено. 
□

Рекурентні співвідношення (8 )—(11) да
ю ть змогу визначати р>і (і >  1), р  (і >  к + 1), 
Рц, Qh, Ьу, і, отж е, стаціонарні ймовір
ності рі (і >  0  і ді (і >  к + 1) для кожного

к
Розглянемо твірні функції

Рiz ;
і=0

Я (г ) =  X !  з р 1 ;
і=Н+ 1

сю

Р (Д  =  р  (Д  +  д (х ) ; а ( х) =  ^ 2z , =  2 Д  аіг  .
І= 1

Т е о р е м а  2. Твірна функція Т}(г) визна
чається у вигляді

Р (г )  =

( 1 2 )

Б ( Р ) ( г )
Ц2(1 -  ^) -  А z(1 -

Н+1

— Ці(1 — Ро) +  (ц2 — Ц і О  ] Уі .
і=Н+ 1

Після сумування по і (і >  к +  1) обох частин 
співвідношень (9) і використання рівностей

— А (Д ) — 1^2 ( Ц1 ^  ] РiZi 1 +  Ц1Ро +
І=1

+Ц 2дн+1^ ^  +  (ук1 +  А (1  — а ( ^) ^  х (14)
Н+1 \

х ( ц 1 ^ 2  РігІ +  к23н+рн+2 ) ;
і=о З

а ( -Р )(г ) =  (^1  +  А(1  — А (г ) ) ) х
х (ц 2(1  — z) — Аz( 1  — A (z )
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і
системи (1 )-(3 ) на г г (і >  0 ) і просумувавши, 
отримуємо Р '(1 )

N  ''(Р ')(1)

— (X +  р і)  P (z )  +  X P  (z )A (z ) +  р ір 0+
h+ 1

+ р і  'Yhр ^ г-і  +  ß 2qh+ 1  zh =  0 ,
г=і

D " ( p ' ) ( 1 ^  
D '  (P )(1 ) (N  " ( f ) ( 1) — D " (P )(1 ))  

D " (p ')(1) 

N (IV >(p ' ) ( 1)

(17)

ЗВІДКИ

P ( z )

(  h + 1  ^х ( ß 1 ^ 2 Ргzг - 1 +  ß 2qh+ 1 z h +  р ір 0 j ■
'  г=і '

Тепер домнож уємо на z % і -е рівняння систе
ми (4 )-(5 ) і сумуємо по і  ( і  >  h + 1 ) .  О три
муємо

, h+ 1 д
( ß 2 (1 — z ) — X z ) Q ( z ) +  р Д  р ( z ) — ргР І

г=0

Рі +  X ( 1 — A (z ))
х

(15)

Р "(1 )  ~  ,
D (IV ) (Р " )(1 )

N (IV ) (p ")(1)  =  2 D " (p ') (1 )x  

х (  2D '(p ) (1 ) {N '" (p ) (1 )— (18)

—D '" (P ) (1 ) )  —

— p  ( 1 ) D'"  (P ') (1 )J .
о

А ( 1) =  аг 1
г=і

z

- № н + і  z + +  A zQ (z)A (z) =  0 .

З цього рівняння, використовуючи рівність
(15), знаходимо Q (z ), а потім і р Д )  у вигля
ді (14). Теорему доведено. □

Диференціюючи твірну функцію р Д)  у 
точці z =  1 відповідну кількість разів, мож 
на обчислити моменти кількості замовлень у 
системі. Зокрема, позначивши через Ь ста
ціонарну середню кількість замовлень у си
стемі, отримаємо

Ь =  X !  іРі +  X !  ^  =  ^ ,(1 );
і= 1  і=Н+ 1

p ' ' ( 1) =  £  і(і — 1)рг+ (16)
г=2

+  і(і — 1)qг■
і=Н+ 1

Позначимо через N ( Р )Д ) і Б ( Р )(z ) від
повідно чисельник і знаменник у виразі 
для деякої функції Р Д ). Спростимо процес 
обчислення похідних функції р Д).

Л е м а  1. Для функції р Д ),  яка визна
чається формулою (14), виконуються такі

то для функції р Д ),  яка визначається ф ор
мулою (14), виконуються очевидні рівності

N  (Р )(1 ) =  Б (  Р )(1 ) =  N  (Р >)(1) =

=  Б (  Р ')(1 ) =  N '(Р ') ( 1 ) =  (19)

=  Б І( р І)(1) =  0; Б " (  р І )(1) =  0.

Р  ( 1 ) =  1

гляду функції р Д )  випливають співвідно
шення

N  І( Р )(1 ) =  Б \ Р )(1 ) =  0;

Б І(Р ")(1 ) =  Б " (  Р ")(1 ) =  (20)

=  Б ІІІ( рІІ)(1) =  0; Б (ІУ)(рІІ)(1) =  0.

З (19) і (20) відповідно випливають перші 
частини формул (17) і (18). Оскільки

N  ( N  І( р )Д )  ^  Б (  P ) ( z ) -  

^  - N (р ) Д )  - Б \ Р )Д Д  

N  І( P І)(z ) =  N  ІІ( P )(z )  ̂  Б (  р ) Д ) -

— (P )(z )  - Б " ( P ) ( z )д

N ІІ(р і)Д ) =  N ІІІ(р ) Д )  ■ Б ( р ) ^ ) +

+ N ІІ(р )Д )  ■ Б І( Р ) Д ) -

- N І(P )(z )  ■ Б ІІ(р ) Д ) -  N (р ) Д )  ■ Б ІІІ(P )(z ) ,

то з урахуванням (19) і першої формули 
(2 0 ), отримаємо рівність

р І )(1) =  Б І( Р ) ( 1 ) ( ^ (  Р )(1 ) -  Б ІІ( р )(1 ) ) .

1

46 Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 4-



Диференціюванням обох частин рівності

N ( Р ) ( г )  — Н '(Р ' ) (г )  ^ Р (Р ' ) ( г )  —

— М (Р ' ) ( г ) ■ І ' ( Р ' ) ( г )

отримаємо формулу

N (ІУ)(Р " ) ( г ) — N (у )(Р ') (г )  ■ І ( Р ' )(г ) +  

+ 3 М (/у }(Ґ ) ( г )  ■ І ' ( Р ')(г ) +

+ 2 М'''(Ґ ) ( г ) ■ І ' ' ( Р ')(г )  —

— М (Р ') ( г )  ■ І (у) (Р ') (г )  —

— 3N ' (Р ' ) (г )  ■ І (ІУ}(Р ')(г )  —

—2М''(Р ' ) (г )  ■ І ' ' ' (Р ')(г) ,

яку за допом огою  співвідношень (19) і рів
ності

М ''(Р ' ) ( 1 ) — Р ' ( 1 ) ■ І ' ' ( Р ' ) ( 1),

яка випливає з першої формули (17), у точці 
£ — 1 спрощ уємо до вигляду

Р (г) у точці г  — 1 визначаються у вигляді

1
Р'(1)

2Ц і(Ц2 — АЬі ) 
ц+і

X

/ ц+і

х ( 2к і (к 2 — к і ) 2 2 (і — 1 )рі+  (22)
'  і=2 (22)

+  2Ц2 (Ц2 — Ці)куН+ 1  — 2 АЬіЦір 0 +

+ А ц і(6 і +  62) +  2АЬі(ц 2 — АЬі)

Р''(1)
1

3Ц і(Ц2 — АЬ1) 
ц+і

X

(23)

N (ІУ) (Р ' ') ( 1 ) —

2 І ' ' (  ' ' '(Р ' ) ( 1) —

—Р ' ( 1 ) ■ І ' ' ' ( Р ' ) ( 1)) .

(2 1 )

Використовуючи формулу

N'''(Р ')(г )  — N (ІУ) (Р ) ( г ) ■ І ( Р ) ( г )  +  

+ 2 N '''(Р ) ( г )  ■ І ' ( Р ) ( г )  —

—2 N '(Р ) ( г ) ■ І ' ' ' ( Р ) ( г )  —

—N (Р ) ( г ) ■ І (ІУ) (Р )(г ) ,

/  ц+і
х ( 3Ці(Ц2 — © )  (̂і — 1)(і — 2 )р і+

'  і=3
+3Ц2(Ц2 — Ц і)к(к  — 1 )ян+і —

— 3АЦі(Ь2 — Ьі )ро +  АЦі(Ьз — Ь1) +

+3Ац2 (62 — Ьі) — 6 А2ЬіЬ2+

+3А Р '(1 ) (ц і (Ьі +  Ь2)+

+2Ь і(ц 2 — АЬі))^ .

Д о в е д е н н я . Для обчислення похідних 
Р ' (1) і Р "  (1) використовуємо формули (17) 
і (18) і враховуємо рівності

А '(1) — 2 2  і°і  — Ьі;
і=1

А ' ' (1) — і(і — 1 )а  — Ь2 — Ьі;
і=2

А '''(1 ) ^  ^і(і — 1)(і — 2)аі — Ьз — 3Ь2 +  2Ьі.
і=3

□
Т е о р е м а  3. Я к щ о Ьі <  ос (і — 1,2) і 

і перші зі співвідношень (19) і (2 0 ), отриму- р2 <  1  т о  стаціонарна середня кількість 
ємо рівність замовлень у системі М 0/М і /1  скінченна, і

N'''(Р ' ) ( 1 ) — 2І ' (  Р ) (1 ) (  N'''(Р ) ( 1 ) —Р '" (  Р ) ( 1) ) . _
Ь

визначається у вигляді 

1
АЦ і(Ьі +  Ь2) +

2Ц і(Ц2 — АЬі )
Підставляючи вираз для ^ '^ Р ')(1 ) у рів- +2АЬі (ц2 — АЬі ) +  2р 0 (ц і (ц2 — ц і )х  (2 4 )
НІСТЬ (21), приходимо ДО другої формули (Т р  | ч | ( )
/Ю \  тт 1- І  х ( Ь Н —  Р Н +  к р Н + і ) +□

Л е м а  2. Перша і друга похідні функції + Ц 2 (Ц2 — Ц і)к Ун+і — АЬіЦ і)
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а стаціонарна середня довжина черги і ста- лу (16), отримуємо 
ціонарний середній час очікування, — у ви
гляді те

2

М  Q  — Ь — 1 +  Ро — Ь —

(Ц2 — Ц1 ) (Ц1 р н +  ) +  АЦ1 Ь1 ;
Ц1Ц2 +  (Ц2 — Ц1 ) (Ц1 РН +  АQh) (25)

М  Q
АЬ1

М  Q 2 =  ^ (і — 1)2рі +  ^  (і — 1)2ді
і=2 і=Н+1

ж

Р "(1 ) — £ (і — 1)Рі — £  (і — !)З і
і=2 і=Н+1

=  Р "(1 ) — М  Q.

Д о в е д е н н я . З першої формули (16) і рів
ності (22), використовуючи позначення (7), 
отримуємо (24). Перша формула (25) випли
ває з очевидних рівностей

і=2
М  Q =  ^ 2 (і — 1)Рі +  X !  (і — 1)Зі

2 і=Н+1
ж ж

^2 ірі +  X !  ізі—
і=1 і=Н+1

сю

'У^,рі — ді =  Ь — (1 — ро) ,
і=Н+1і=1

3ц1 (ц2 — АЬ1) 
+3Ац2(Ь2 — Ь1) — 6 А2Ь1Ь2+  

+3АЬ(ц1(Ь1 +  Ь2) +  2Ь1 (ц 2 — АЬ1)) +  

+  3р0 (Ц1(Ц2 — Ц1)(Ь Н  ̂ — 3 Ьн +  2 р н+ 
+  к (к  — 1) Рн+1)р  

+Ц2 (Ц2 — Ц1)к (к  — 1)рН+1 —

—Ащ(Ь2 — Ь1) ^  — М  Q — (М  Q )2.

Д о в е д е н н я . Враховуючи другу ф орму-

Використовуючи вираз (23) для Р"'(1) і по
значення (7), одержуємо формулу (26) для 
Б  Q. Теорему доведено. □

Вивчимо граничні можливості системи 
обслуговування М 0/М і /1  при необмежено
му зростанні інтенсивності обслуговування 
післяпорогового режиму ц2. Безпосередньо 
з рівностей (11), (24) і (25) отримуємо таке 
твердження.

Т е о р е м а  5. Якщо виконано умови тео
реми 3, то

а друга — з формули Літтла для систем з 
груповим надходженням замовлень. Теоре
му доведено. □

Т е о р е м а  4 . Якщо ЬІ <  ос (і =  1, 2, 3) і 
р2 <  1 , то дисперсія стаціонарної середньої 
довжини черги у системі М 0/М 1/1  скінчен
на і визначається у вигляді

Б  Q  =  Р "(1 ) — M Q  — (М  Q )2 =

1 / Ац1(Ьз — Ь1)+

(26)

І і т  ро(ц 2)
1̂ 2

Ц1

Ц1(1 +  р н) +

І іт  Ь (ц 2) =  —  +М2^те ц 1

Ц1 (Ьн — Рн +  крн+1) +  Ц2крн+1 

Ц1(1 +  р н) +
АЬ

І іт  М  Q (ц 2) =  — 1 +М2^те ц 1

Ц1 (Ьн — Рн +  крн+ 1 ) +  Ц2 крн+1 

Ц1(1 +  р н) +
Ц1 р н +

Ц1(1 +  р н) +

Я к щ о  мінімальна к і л ь к і с т ь  замовлень 
у групі порівнянна зі значенням порога 
к,
М 0/М 1/1  можна знайти у явному вигляді.

Т е о р е м а  6. Я к щ о Ьі <  ос (і =  1 ,2 ,3 ), 
р2 <  1  і виконуються умови

ак =  0 (к =  1 , к — 2 ); 
ак >  0 (к >  к — 1 ),

(27)
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то

Po =
p i (p 2 -  Abi)

D(po)

D (p 0) =  ß i p 2 +  (p 2 — ß l ) {  P iPh +

+  A(Ah +  Ph — a iah -i )\ ;

Pi =  a i (1 +  a i ) %-1po (i =  1 , h — 1),

Lh — —  ( l  +  (a,ih — 1) x 

x (1 +  a i ) h — a ‘lhah- î j ;

L<h  =  L h +  a ,  ( (1 +  a i ) (h(h — 1) x 

x (1 +  a i ) h+i — 2 (h2 — 1 )(1  +  a i ) h+  

+ h (h  + 1 )(1  +  a i ) h -i — 2 ) — 

—a\h(h — 1)a h -^  ;

Qh =  Ph +  A h — a iah - i ;

Ph+i =
A

A +  pi (ah+i +  a i ah +

+ a i (1 +  a i ) ah -i )  ;

Çh+i =  a 2 ( A h+i +  a i A h+ 
+ a i (1 +  a i)A h - i +  (1 +  a i ) h—

Ak =  1 (fc =  1 , h — 2 );
k

Ak =  1 — ^  ai (fc >  h — 1).
i=h-i

pi+i a i ̂   ̂p k
k=0

— a i (1 +  a i ) %po (i — 0 , h — 2 );

Звідси випливає вираз для Р н  наведений в 
(29). Вирази (29) для Ьн і Ь ^  отримано за 
допом огою  формул

(28)

а стаціонарні характеристики системи  
M ö/M i /1  скінченні і визначаються за фор
мулами (24 )-(26 ), де

Ph =  (1 +  a i )h — 1 — a iah - i ;

У ^  kx
k=i

h

E fc < fc  — 1)

x ( 1 +  hxh+ i — (h +  1 )x h) 
(x — 1 )2

x 2
1)x  =

k=2

^h(h — 1 )x h+i —

(29)

(x — 1 )3

— 2 (h2 — 1)x h +  h(h +  1)x h -i — 2 ) .

Формули (ЗО) випливають з (9) і (10) з вра
хуванням рівностей (31) і виразів (28) для рг 
(і =  1, h — 1). Після підстановки виразу (ЗО)

Q h
(28) для р0. Теорему доведено. □

3. Система з обмеженою чергою. Не
хай m  — максимальна кількість замовлень, 
які одночасно м ож уть перебувати у чер
зі. О тж е, якщ о в систему, в якій вже є 
k Є [0, m +1] замовлень, надходить група за
мовлень кількістю 9п, то лише min [9n, m +  
+  1 — k }  з них приєднуються до черги, а ре
шта втрачаються.

Введемо позначення:

(30)
" p a k  (n >  1 )

-  (1 +  а ф 2 -  а іа ц -і  +  Рн+і).

Доведення. Я кщ о виконано умови (27), 
то зі співвідношень (7) випливають рівності

(31)

k=n

Для системи з обмеж еною чергою 
M 0 /M i /1 /ш  система рівнянь для ста
ціонарних імовірностей p i та qi має вигляд

-\ p o  +  pipi  =  0 ; 
i- 1

(А +  pi)pi  +  X ^ p k  a - k  +  pipi+i =  0
k=0

Враховуючи (31), з формули (8 ) отримаємо
( i =  1 , h — 1 );

h i
(A +  pi)ph  +  A ^ ' P k  ah-k+

k=o
+ P iph+i +  P2qh+i =  0;

i i

ph =  a i
h i

p 0A h-i  +  У ] pk
k=i

(A +  p i)p i +  A y ^ p k  ai-k =  0
k=o

( i =  h +  1 , m  );
a i ( (1 +  a i )h i — ah-i)po. (32)
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— р 1рт+ 1  +  А ^ 2 рк ат+1 -к  =  0;
к=0

— (А +  Ц2)дн+1 +  Ц1рн+2 +  Ц2дн+2 =  0;
І- 1

(А +  Ц2 )ді +  А дк аі-к
к=н+1

+Ц 1РІ+1 +  Ц2ЗІ+1 =  0 ( і =  к +  2, т );

—Ц2Зт+ 1  +  А дк ат+1 -к —
к=н+1

т +1 т +1

^ Р к  +  X !  Зк =  1
к=0 к=н+1

Рі
А

к=0 
І- 1

А +  Ц1
У > к аі-к (і =  к + 1 , т )
к=0

І- 1

Зі =  а  І РкА і-к  +  ЗкА і - 1 -к
чк=0 к=н+1

Теорема 8. Стаціонарні характеристи
ки системи  М 0/М 1/ 1 / т  визначаються за 
формулами

т т
М  Q  =  ^  крк+1 +  ^  кзк+ 1 ;

к=1 к=н

М  Q

Р»

А Ь ^ у  ’
т +1 т +1

Ц1 52 Рк +  Ц2 52 Зк
к=1 к=н+1

АЬ1

(33)

Р озв ’язуючи систему (32) так само, як 
описано у доведенні теореми 1 , і враховую
чи особливий вигляд рівнянь, які відповіда
ю ть станам зт + і і х т+і , одержимо таке твер
дження.

Т е о р е м а  7. Я кщо Ьі <  ж, то для систе
миі  М 0 /М і / 1 / т  стаціонарні ймовірності рі, 
(і — 0 , т  +  1 ) і уІ (і — к +  1 , т  +  1 ) існу
ют ь і визначаються з рекурентних співвід
ношень

І
рі+ 1  — ® і ^ 2  рк Аі-к (і — 0 , к — 1);

Д о в е д е н н я . Формула для М  Q  очеви
дна, а співвідношення для М  т випливає 
з формули Літтла для системи з втратами 
замовлень з урахуванням групового надхо
дження замовлень.

Спираючись на властивість ергодичності 
процесу, який описує зміну кількості замов-

Р
мо як відношення Мач/М. Т ут  N  =  АЬ1 — 
середня кількість замовлень, які прибува-

( )
=  (1—р 0) /М 1 — середня кількість обслу

жених замовлень за одиницю часу, де М 1 — 
середній час обслуговування одного замов
лення, який можна визначити за формулою

1

М 1

т +1 т +1
Ц1 52 Рк +  Ц2 52 Зк

к=1 к=н+1

1 — Ро

(34)

(і =  к +  1 , т );
т

рт +1 — а 1 ^   ̂р кат+1 -к ; 
к=0 
т

дт +1 — а 2 ^  дкат+1 - к . 
к=н+1

к т,
зивши за допом огою  співвідношень (34) че
рез ро всі ймовірності рІ (і =  1 , т  +  1 ) і 
дІ (і =  к +  1 , т  + 1 ) , з  нормувальної умови 
(33) знайдемо ро.

Позначимо через Р 8¥ стаціонарне значен
ня ймовірності обслуговування замовлення 

М 0/М 1/1/т

□
4. П р и к л а д и  о б ч и с л е н н я  ст а ц іо н а р 

н и х  х а р а к т е р и с т и к . Обчислимо стаціо-
М 0/М 1/1

випадку, коли замовлення м ож уть надхо
дити лише по одному або по двоє, тобто 
а1 +  а2 =  1. Нехай А =  2  ц 1 =  1  ц 2 =  4,
а1 =  0, 75, а2 =  0, 25 (дані 1). Тоді а 1 =  2;
а 2 =  0 ,5  Ь1 =  1, 25; Ь2 =  1, 75; Ь3 =  2 , 75;
Р1 =  2 ,5  Р2 =  0,625; А 1 =  0,25; А і =  0
і > 2

Позначимо через а ^ )  середнє квадрати
чне відхилення стаціонарної довжини черги, 
тобто а ^ )  =  . У  табл. 1 наведено зна
чення стаціонарних характеристик системи 
М 0 /М 1/1 , обчислені для різних значень по- 

к
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Т аблиця 1. Стаціонарні характеристики системи 
Ме/ М і / 1 (для даних 1)

h 1 2 3 4
M  Q 4,032 4,855 5,768 6,725

M  Q (GPSS) 4,039 4,850 5,779 6,705
4 Q) 4,006 4,097 4,153 4,187

a(Q)  (GPSS) 3,986 4,070 4,147 4,156
M  w 1,613 1,942 2,307 2,690

M  w (GPSS) 1,615 1,939 2,309 2,682

записано значення цих стаціонарних хара
ктеристик, отримані за допом огою  системи 
імітаційного моделювання GPSS W orld [7, 8 ] 
для значення часу моделювання t =  5 • 105.

Т аблиця 2. Стаціонарні характеристики системи 
Ме/M i/ 1/m  (для даних 1, h =  2)

m 4 5 6 7
M  Q 2,317 2,690 3,020 3,310

M  Q (GPSS) 2,317 2,694 3,019 3,295
P sv 0,669 0,759 0,823 0,869

P sv (GPSS) 0,668 0,758 0,822 0,869
M  w 1,385 1,419 1,469 1,524

M  w (GPSS) 1,387 1,421 1,471 1,521

№ даних 2 3 4 5
M  Q 10,906 14,503 27,024 53,733

M  Q (GPSS) 10,907 14,665 27,315 53,881
M  w 1,818 2,231 3,753 7,070

M  w (GPSS) 1,821 2,253 3,800 7,095

a5 =  a6 =  0 ,1 ; ak =  0 (k >  7) (дані 5). По
рівняння стаціонарних характеристик сис
теми М 0/М і/ 1 , обчислених для даних 2-5  і 
отриманих за допом огою  GPSS W orld для 
значення часу моделювання t =  2 • 105, на
ведено у та бл .3.

Нехай для системи М 0/М 1 /1 виконую
ться умови (27), а множина значень кіль
кості замовлень у групі зліченна і опису
ється геометричним розподілом: ah -l  =  p; 
ah+к =  pqk+ l (k >  0 ), де 0 < p  <  1 , q = 1  -  p. 
Тоді стаціонарні характеристики L i  M  Q  
можна знайти за явними формулами (24)- 
(25), (29)—(ЗО), де A h -i  =  q, Ah =  1 - p(q  + 1 ), 
A h+i =  1 — p (q2 +  q +  1);

bi
p 2[ h(q +  1) — 1) +  hp +  1

p

b2 =  p ((h  -  І ) 2 У h2q) +  h2 У
2hp +  q У 1

p 2
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