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Д о  т е о р ії  Р Т -с и м е т р и ч н и х  о п е р а т о р ів

У статті описані загальні властивості РТ-еиметричних операторів і детально досліджений 
важливий модельний випадок, коли Р Т -симетричні оператори задаються матрицями другого 
порядку.

The paper contains a description of general properties of Р Т -symmetric operators and the detailed 
investigation of the important model case when Р Т -symmetric operators are presented as matrices 
of the second order.

В с т у п
Останнім часом спостерігається стійкий 

інтерес до досліджень в галузі псевдо- 
Ермітової квантової механіки (див., напри
клад, огляди [1, 9]). На відміну від класи
чної квантової механіки, в псевдо-Ермітовій 
механіці використовуються несамоспряжені 
Гамільтоніани з додатковими властивостя
ми симетрії, які дозволяю ть трактувати ці 
Гамільтоніани як самоспряжені оператори, 
але при спеціальному виборі скалярного до
бутку. Такий, більш гнучкий підхід не ф і
ксує скалярний добуток  для визначення са- 
моспряженості, щ о відкриває нові перспе
ктиви до вивчення в якості Гамільтоніанів 
ш ироких класів несамоспряжених операто
рів.

Я к правило, Гамільтоніани, які є фізично 
змістовними, але водночас не є самоспря- 
женими в просторах Гільберта, можна ін
терпретувати як самоспряженні оператори 
в просторах Крейна (див. [2]). Наприклад, 
розглянемо оператор, породжений диферен
ціальним виразом

d2
H  =  — +  x 2 ( ixY,  0 <  е <  2. (1 )

ax 2

Оператор H  не є самоспряженим в 
гільбертовому просторі L 2 (R ) завдяки не
симетричному потенціалу x 2 ( i x ) ('. Водночас 
оператор H  має так звану властивість Р Т -  
симетрії, тобто H  комутує з оператором Р Т :

H P T  =  Р Т  H, (2)

Р

ксного спряження T  визначені на функці
ях f  Є L 2 (R ) наступним чином: ( P f  ) (x )  =  
f  (—x)  і ( T f ) ( x )  =  f  (x).  Властивість P T -  
симетрії дозволяє інтерпретувати H  як са- 
моспряжений оператор відносно індефіні- 
тної метрики

[ f , g]r  :=  (P  f , g ) =  f - ^  f  ( - x ) g ( x ) d x ,

f , g  є  L 2 (R).

П ростір L 2 (R) із індефінітною метрикою (3) 
є простором  Крейна (L 2(R ), [•, -]v ). Таким 

P T  H
бути реалізований як самоспряжений, але не 
в гільбертовому просторі L 2(R ), а в просто
рі Крейна (L 2 (R ), [■, -]р).

P T
ратори в L 2 (R ) не завжди будуть самоспря- 
женими відносно індефінітної метрики (3), 
а тому для їх інтерпретації як самоспряже- 
них у просторі Крейна операторів необхідно 
знаходити інші індефінітні метрики просто
ру L 2 (R ). У  роботі [7] було показано, що ва
жливу роль у побудові таких індефінітних 
метрик відіграють певні алгебраїчні стру
ктури, зокрема, алгебри Кліффорда.

Для різних фізичних моделей, операто- 
P  T  P T

P
жди є інволюцією: P 2 =  I,  і має властивість 
унітарності: (P  f , P  g) =  ( f , g ) -  В свою  чер-

T
спряження в сенсі означення [3, пункт 50]. 
У  зв ’язку з цим виникає природна задача 

P T
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абстрактної точки зору — як операторів, що 
дію ть у довільному гільбертовому просторі.

Зауважимо, що доведення самоспряже- 
ності Р Т -сим етричного оператора H  в де
якому просторі Крейна не достатньо, щоб 
H
квантової механіки. Для цього необхідно по- 

H
му гільбертовому просторі. Одним з мето
дів розвязання такої проблеми є знаходжен
ня для даного Р Т-сим етричного оператора 
H
лінійним обмеженим оператором C комуту-

H
ратором Р Т .  Точніше, ми кажемо, щ о Р Т -

H C  
симметрії,  якщ о існує такий обмежений лі
нійний оператор C (C =  ± I ), який задоволь
няє наступні властивості:

C2 =  I ,  С Р Т  =  P T C ,
(4)

C H  =  H C .

М етою роботи є опис загальних властиво- 
Р Т

не дослідження важливого модельного ви
Р Т

ються матрицями другого порядку. Отрима
ні в роботі результати відкривають можли
вість для пояснення феномену виключних 
точок (exceptional points) [8 ] для одномірних

Р Т
сингулярними потенціалами. Цим питанням 
буде присвячена окрема робота.

О зн а ч ен н я  та  за гал ьн і в л а ст и в о с т і 
Р Т

Нехай Н  є гільбертовим простором  зі ска
лярним добутком  (•, ■).

Оператор Р , який діє в просторі Н , нази
вається унітарною інволюцієї, якщ о викону
ються співвідношення: Р 2 =  I  І (РX, Р у )  =  
(х , у ) ,  Ух ,у  є н .

Оператор Т , який діє в просторі H , 
називається оператором спряження , якщо

Т 2 =  I
( Т  х, Т  у ) =  (у , х ) , Ух, у  Є Н

Т
натомість він має наступну властивість ан-

тилінійності (див. [3]):

Т ( а / + в д )  =  а Т / + в Т д ,  У/, д є Н ,  Уа, в  Є С.

Надалі припускаємо, що оператор унітар
ної інволюції Р  і оператор спряження Т  ко
мутую ть між собою , тобто: Р Т  =  Т Р .

О зн а ч ен н я  1. Лінійний замкнений опера
тор Н  будемо називати РТ-симетричним,

Р Т

Н Р Т /  =  Р Т Н / ,  У/ є  Н.

Р Т
мо, щ о оператор Р Т  також буде оператором 
спряження. Іноді в літературі оператори, які 
комутую ть із деяким оператором спряжен- 

Р Т  Р Т
Р Т  

Р Т
Враховуючи можливі фізичні застосування, 
ми віддаватимемо перевагу першому з них.

З означення 1 одержуємо, що спектр до- 
Р Т  Н

симетричним відносно дійсної осі, тобто:

А Є аа (Н) &  А Є аа (Н),
г і ^а  Є {р, г, с} ,

де індекси р, г, с позначають точкову ар( Н ), 
залишкову аг ( Н ) та неперервну ас( Н ) ча

Н

Н  Р Т
симетричним у гільбертовому просторі Н, 
то спряжений до нього оператор Н * та
кож є Р Т  -симетричним.

Н  Р Т
оператором. З означення 1 випливає, щ о для 
всіх / Є Р ( Н ) і для всіх д Є Р ( Н *)

( Р Т  Н / ,д )  =  (Н  Р Т / , д )  =  ( Р Т / , Н  *д) =

=  (Р Т Н * д ,  /).

( Р Т Н / ,  д) =  (Т Н /,  Р д )  =
=  ( Т Р д , Н / ) =  ( Р Т д , Н / ). Порівнюючи 
отримані співвідношення, приходимо до ви
сновку, що Р Т д  Є Р ( Н *) і

Р Т Н * д  =  Н * Р Т д ,  У д Є Р ( Н *).
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Отже, спряжений оператор H * також є У Т -  
симетричним. Твердження доведене.

Наведемо приклади У Т-сим етричних 
операторів:

Приклад 1. В просторі L 2 (— 1 , 1) роз
глянемо оператор унітарної інволюції У  f  =  
f  (—x)  і оператор спряження Т f  =  f  (x).  
Зрозуміло, що ці оператори комутують.

H f  =
ix 3f  (x) , V f  Є L 2 ( ( - 1 , 1)) і H  =  
- X  -  M gn  x, D ( H )  =  { f ( x ) Є
W 2 ( - 1 ,  1) I f  ( - 1 )  =  f  (1) =  будуть 
У Т-симетричними. Покажемо це для випад
ку першого оператора. Дійсно, У Т H f  (x) =  
У Т  (ix3f  (x))  =  У  (—ix 3f  (x))  =  i x 3f  ( - x )  
і аналогічно H У Т f ( x )  =  H У ( f (x )) =
H  ( f  ( - x ) )  =  i x 3f  ( - x ) .  Отже, У Т  H f  (x) =  
H у Т f  (x) , V f  (x) Є L 2(—1, 1) і оператор H  є 
У Т

Приклад 2. В просторі L 2 (R) визначи- 
У Т

1., але для функцій f  Є L 2 (R) і розглянемо 
оператор

- X  f  ( - x )  +  p ( - x ) / X  g ( s ) f  (s)ds 

H P T  f  (x) =  -  X ! — ) +

+ p ( x ) X 2  f  ( - s ) g (s)ds

Твердження 2. Довільний самоспряже-  
ний оператор Н  в гільбертовому просторі 
Н буд е У Т  -симетричним при відповідному 
виборі операторів У  і Т .

Доведення.  З [6 , Лема 4] випливає існу
вання оператора спряження Т ' такого, що 
Т ' Н  =  Н Т ' . Для оператора Т'  існує орто- 
нормований базис {ви}  простору Н такий, 
що (див. [З, пункт 50])

T f  =  ^ 2  ®пЄп,
П=1

Покладемо 

P  f  =  ^^у(—1)ПапЄг-

якщ о f  =  ^ 2  a nen.
n= 1

ЯКЩ О f = a nen

p ,g  є  L 2 ( r ) . (6 )
H  =  -  d x + p ( x ) ( ' , g ) ’

Для довільної функції f  є  D ( H ) =  W 22(K) є 
вірними співвідношення:

P T H f  (x) =  P T  ( - X  f  ( x ) +  p ( x ) ( f , g ) )

=  -  і  ( - х )  +  р (х ) т  я і - Ч !  Х Н 8-

Отже, рівність У Т Н  =  Н У Т  виконується, 
коли р(х )  =  р ( - х )  і д(х )  =  д ( —х).  За таких 

Н  У Т
Н

ний, коли обмежений оператор V  =  р( - ,д )  в
(6 ) симетричний на У ( Н ), тобто  ( V і ,  и) =  
( і , У и ) ,  У! ,  и Є Т ( Н ) =  Л 'Д Е ). З рівностей
( у ! ,и ) =  (р ( ! , д ) ,и )  =  ( ! , д )(р ,и)  і ( ! , У и ) =  
( ! , р (и ,д )) =  (д , и ) ( ! , р ) 

Н  
р(х )  =  д (х )

п= 1  п=1

У
Д і У Т '  =  Т У . Тому, оператор Т  =  У Т '  
є оператором спряження В Д, який комутує 

У  Т ' =  У Т
У Т

Н
Цей результат зокрема показує, що для

Н
У Т

ніж оператор парності та оператор компле
ксного спряження.

На відміну від самоспряжених опера
торів, максимально дисипативні операто
ри та симетричні оператори з нерівними

У Т
симетричними. Це випливає з відомих спе
ктральних властивостей відповідних класів 
операторів та співвідношення (5).

У Т
ни, щ о використовуються в фізичних робо
тах, можна реалізувати як самоспряженні  
оператори в просторах Крейна.

Нагадаємо, щ о за допом огою  довільної 
унітарної інволюції Д  в гільбертовому про
сторі Д можна визначити півторалінійну 
форму

и , д }'-= ( Д  і , д ) - (7)
Якщ о Д  є нетривіальною унітарною інволю
цією (тобто Д  =  ± 1 ) ,  то ф ор ма [і, і ] буде 
набувати як додатніх, так і від'ємних зна
чень при різних і  Є Д, тобто  [■, ■] буде інде- 
ф інітною метрикою. Гільбертів простір Д із
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індефінітною метрикою [■, ■] будемо познача
ти через (Н, [■, ■])•

П ростір (Н, [■, ■]) називається простором 
Крейна, якщо

біш к ег(І +  З ) =  б іш к ег(І  — З ). (8 )

Умова (8 ) означає, що простір Крейна 
(Н, [■, ■]) містить "однакову" кількість як 
додатніх, так і від ’ємних квадратів [/, /]. 
Інакше (якщо (8 ) не виконується), простір 
(Н, [■, ■]) називають простором  Понтрягіна.

В ідомо [2], щ о спектр оператора Н  само- 
спряженого в деякому просторі Крейна мо
же мати різні властивості, і, взагалі каж у
чи, ми можемо тільки стверджувати, що цей 
спектр є симетричним відносно дійсної осі, 
тобто

А Є а ( Н ) &  А Є а ( Н ). (9)

Порівнюючи (9) з (5) приходимо до виснов
ку, щ о властивість (9) є більш загальною, 
оскільки вона не вимагає симметрії між спе
ктральними компонентами. Звідси випли
ває, щ о не кожен самоспряжений у просторі 
Крейна оператор Н  буде  РТ-симетричним. 
Наведемо відповідний приклад.

Приклад 3. Нехай Ь є максимально си
метричним оператором в гільбертовому про
сторі К.  Розглянемо оператори

Н
Ь 0 
0 Ь* з

0 I
1 0 (10)

в гільбертовому просторі Н =  Неваж
ко бачити, що З  є унітарною інволюцією в а

- І и* (  Ь* 0і спряжении (в Н) оператор Н =  І 0 Ь

задовольняє рівність З Н  =  Н * З .  Остан-
Н

оператором в просторі Крейна (Н, [■, ■]) з ін-
[■ , ■ ]

( 10) [2].
Ь

оператором, то  без обмеження загальності 
можемо вважати, щ о резольвентна множи- 

Ь
ну, тобто р(Ь) Э С+. Тоді, г г (Ь) Э С_.  Для 
спряженого оператора Ь* ці нерівності від
повідно трансформую ться в р(Ь*) Э С _ і 
г р(Ь*) Э С + . З отриманих співвідношень,

Н
(10), одержуємо г р( Н ) Э С+ і г г(Ь) Э С_.  
Такі властивості є неможливими для Р Т -  
симетричних операторів (див. співвідношен-

Н
не може бути РТ-симетричним.

Для того, щоб РТ-симетричний оператор
Н
квантовій механіці, необхідна самоспряже- 

Н
сторі. У  роботах з псевдо-ермітової кванто
вої механіки таку проблему часто розв ’язу
ю ть за допом огою  побудови оператора С з 
властивостями (4). Знаходження оператора 
С для даного Р Т -сим етричного Гамільтоні- 

Н
Ермітової квантової механіки. Через скла-

С
Н

наближеними, тобто вони зазвичай отриму
ються в термінах теорії збурень [4, 5].

С
отримати у випадку, коли спектр операто- 

Н
С

ністю розвязується для випадку, коли Р Т  
симетричні оператори задаються матриця
ми другого порядку.

С
матриць другого порядку

Без обмеження загальності, дію  унітар- 
Р

Н =  С 2 можна задати у вигляді матриці 

Р  =  І 1 0  І ■ Д ію  оператора спряження
0 - 1

Т Т

Є С 2 .Х , У ( х
у /  \ у

Р Т
Н

сторі С 2, можна записати у вигляді матриці

Н
а Ь 
с d а, Ь , с ^  Є С. (11)

Н  Р Т
Р Т Н  =  Н Р Т .  Підставляючи в цю рівність 

Н  Р  Т  Н
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У Т
ли коефіцієнти а, д е  дійсними, а коефіцієнти 
Ь,с є чисто уявними, тобто

а, й Є Е, і Ь, с Є гЕ. (12)

Знайдемо умови на коефіцієнти в (11), 
У Т  Н

властивість С-симетрії у сенсі співвідношень 
(4). Для цього в просторі С 2 розглянемо опе
ратори, які задаються матрицями Паулі:

оі
0 1  

1 0

03 =

О 2
0 - і
1 0

1 0

0 1

(13)

В подальшому, будемо ідентифікувати ма
триці оз [і  =  1, 2, 3) з відповідними операто
рами простору С 2. Зауважимо, щ о операто
ри а з є унітарними інволю ціями в С 2 і

0j 0 к — - 0 к 0j j  =  к. (14)

0 3?
in

n n
У У - Д  0n !n=0

03 =  ег?аі 0 3 . (16)

0 1
. Зауважимо, що о 2 =  і о іо 3 . Під-

=  03 е г?аі =  ег?аі о 3 =  о 3. Таким чи- 
2(° 3?f , 0 3?f ) =  (0 2?f , f ) =  ( f , f ) Для всіх

1
ном,
f  Є С 2 . Отже, оператор о 3? є унітарною ін 

С 2

У
о 3 , а оператор Т  є комплексним спряжен- 

С 2

V T a 3? 0 3 T 0 3 ? =  0 3 T ег?аі 03

0 3 Є -г?а і 0 3 T ег?аі 0 3 0 3  T  =  0 3? P T .

Таким чином, оператор о 3? є У Т -  
симетричним. Лема доведена.

Перші дві умови на оператор С в (4) не 
У Т

Н
С 2

Т в е р д ж е н н я  3. Оператор С (С =  І )  в С 2
задовольняє властивості С2 =  І  і С У Т  =  
У Т С  тоді і тільки тоді, коли існують такі 
числа х  Є Е  і £ Є [0, 2п), що

Для довільного £ Є [0, 2п) покладемо

O3£=[cos £Дз +  [sin £Д 2 =  (  iSin£? L L у i sin £ — cos £
(15)

Л е м а  1 . Оператор o 3? є УТ-симетричною  
унітарною інволюцією в C 2 і

C =  ехгаі аз  ̂0 3?. (17)

С
ться ф ормулою (17). З рівності (14) і Леми 
1 випливає, щ о о 3? є унітарною інволюцією, 
яка антикомутує з о і. Це означає, що

C 2 =  ехгаіаз* 0 3? ехгаіаз«03? = 

0  3? е -хгаіазї ехгаіазї 0  3? =  0 2? I.

Доведення.  Позначимо для зручності 
одиничний оператор I  в C 2 через 0 0 =  

1 0

ставляючи цей вираз в (15) і враховуючи 
cos £ sin £

відношення о Д  =  І , о Д + 1  =  о\ одержуємо

03? =  [cos Ц03 +  i[sin Ц0103  =

=  ([cos Ц00 +  i[sin Д]0 1 ) 0 3  =  ег?аі0 3 .

Використовуючи (14) при j  =  1,k =  3, одер
ж уємо

02? =  ег?аі 0 3 ег?аі 03 =  0 3 в-г?аі ег?аі 0 3  =  02  =  I

Крім того, згідно з Лемою 1, о 3? є У Т -  
симетричним оператором. Отже,

У  ТС =  У Т в хіаі аз  ̂о  3? =  вхіаіаз* о  3? У Т  =  С У Т .

Таким чином, якщ о С задається (17), то  цей 
оператор буде У Т-симетричним  і С2 =  I.

Навпаки, нехай С ( =  I ) є оператором в 
С 2 для якого виконуються умови С2 =  I  і 
С У Т  =  У  ТС.

Матриці о  з і  =  0 , . . .  4) є базисом для лі
нійного простору матриць другого порядку.

С С 2
писати у вигляді

С =  аоОо +  а  і о  і +  а 202  +  азоз, Є С. (18)

о 12 =  о 22 =
о 2 =  о 0 легко перевірити, що рівність С2 =  I
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(C =  I )  еквівалентна наступним умовам на 
коефіцієнти aj  в (18):

ао =  0 , a 2 +  a 2 +  aj( =  1 . ( -̂9)

Оскільки V  відповідає а з, то, беручи (13), 
(14) до уваги, приходимо до висновку, що 
додаткова властивість V T -симетрії операто- 

C
умов

а і =  —а і, а 2 =  а 2 , аз =  аз. (2 0 )

Покладемо а і =  і а 1. Т оді коефіцієнти 
а і, а 2, а 3 є дійсними (завдяки (2 0 )) і —аі2 +  
а2 +  а3 =  1 ( з г і д н о  з  (19)).

З останньої рівності випливає існування 
такого у  Є R, що

а 1 =  і sinh у,  і а 2 +  а 2 =  cosh2 у.

Аналогічно, з останньої рівності одержуємо 
існування такого £ Є [0, 2п), що

а 2 =  sin £ cosh у , а 3 =  cos £ cosh у.

Підставляючи отримані співвідношення в 
(18) і використовуючи (15), одержуємо

C =  [cosh у] аз? +  i [sinh у  jay =

=  ([cosh у]ао +  [sinh у ]іа 1аз? )аз? =  вхгаіазї аз?

Твердження 3 доведене.

Теорема 1. V T -сим етричний оператор H  
в C 2 має властивість C-симетрії (4) тоді і 
тільки тоді, коли його мож на записати у 
вигляді

H  =  Yiao +  'У2ЄХШіач аз?, (21)

де у 1 ,у 2, у  довільні дійсні числа, а £ до
вільне дійсне число з [0, 2п). У цьому ви-

C
C =  ехіаіазі аз?_

H C
C

стями (4). Перші дві з них та Тверджен
ня 3 даю ть можливість стверджувати, що 
C =  вхгаіаз^аз? при деякому виборі чисел 
у  Є R  І £ Є [0, 2 п ).

Нагадаємо (див. доведення Твердження
3), щ о а з? є унітарною інволюцією, яка анти- 
комутує з а 1. Це означає, що набір матриць

а0, а 1, іа 1 аз? , аз? буде базисом для лінійно
го простору матриць другого порядку. От- 

H

H  =  ß0a0 +  А а 1 +  ß 2іа 1а3? +  ( 3̂а3?, /00\
ßj є C. {ZZ)

V
з а з, а аз? визначається (16) і є V T - 
симетричною унітарною інволюцією (див. 
Лема 1), то

V T  а 1 =  —a 1 V T , V T  аз? =  аз? V T ,

V T  іа 1 а з? =  іа 1 аз? V T .

Врахувавши ці співвідношення в (22), одер- 
V T

H
ßj

ß 0 =  ß 0_̂  ß 1 =  — ß 1j /ПОЗ
ß 2 =  ß  2 , ßз =  ßз. 1 j

C
H  HC =  CH C =

вхгаіаз£а з?. Зауважимо, що C =  вхгаіаз«аз? =  
[cosh у ]а з? +  і [sinh у\а1. Тоді використовуючи 
(2 2 ), отримуємо:

H  C =  ßoC +  ß 1([cosh у ] а 1 аз? +  [і sinh у]ао) +  

+ ß 2(i[cosh у ]а 1 +  [sinh у] аз?) +  

+ßз([cosh  у]ао — [sinh у ] іа ^ з ? ).

Аналогічно,

C H  =  ßoC +  ß 1(— [cosh у ]^ 1^з? +  [і sinh у]ао) +  

+ ß 2 ( і [cosh у ] а 1 — [sinh у] аз?) +  

+ßз([cosh  у]ао +  [sinh у ] іа ^ з ? ).

Аналізуючи коефіцієнти при базисних 
ао , а 1 , іа1 аз? , аз?

HC  =  C H
тоді і тільки тоді коли 

ß 2 =  0, i ß l [coshу] +  ß з [sinh у] =  0. (24)

ß 1
а ß 3 є дійсним числом (див. (23)) і, отже, 
друге рівняння в (24) завжди має розв ’язок
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X є  R. Підставляючи отримані вирази для 
f3j в (2 2 ), одержуємо:

H  =  Ро0о +  ([cosh x\0 0+

+  [sinh x ] i0 i0 3? ) 0 3? =  p0I  +  ° 3?.
(25)

P T
H  діючий в C 2 , має властивість C-симетрії з 
C =  ехгаіазї 0 3? тоді і тілько тоді коли H  має 
вигляд (25), де в 0 , в 3 є довільними дійсними 
числами. Покладаючи у 1 =  /30 і у 2 =  с(в  ̂х та 
враховуючи Твердження 3 одержимо (21). 
Теорема 1 доведена.

Висновки
З Теореми 1 випливає, що у випадку ма-

C
симетрій (4), яка часто використовується в 
фізичних роботах [1], дійсно дозволяє реалі- 

P T  H
моспряжений оператор у гільбертовому про
сторі. Пояснимо цей важливий момент до- 

H  P T  
C 2 C

сі (4). Тоді, згідно Твердження 3, така симе
трія має вигляд C =  ехгаіаз  ̂0 3? при певному 
виборі дійсних чисел X є  R  і Д є  [0, 2п).

Зауважимо, щ о І0 1 0 3? є самоспряженим 
оператором в C 2. Тоді оператор е -хгаіазі бу
де додатним самоспряженим оператором в 
C 2

C 2 

(■, ■)с :=  (е-хгаі^ ,  ■),

де (■, ■) -  стандартний скалярний добуток  в 
C 2

P T  
H

носно цього скалярного добутку. Дійсно, з
H

f,  g є  C 2 

( H f , g )c =  ( Ы е-хг^  +  Y203? ) f , g ) =

=  ( f , +  ъ 0 3?)g ) =  ( f , H g )c

P T  H
стає самоспряженим оператором відносно 
нового скалярного добутку (■, ■)с , побудова- 

C H
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