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Д О С Л ІД Ж ЕН Н Я  ОДНІЄЇ БАГАТОЧАСТОТНОЇ СИ СТЕМ И РІВНЯНЬ З 
ІНТЕГРАЛЬНИМ И КРАЙОВИМ И У М О В А М И  М ЕТО ДОМ  

УСЕРЕДН ЕН Н Я

У роботі досліджується існування розв’язку та дається обґрунтування методу усереднен­
ня за швидкими змінними для багаточастотних систем диференціальних рівнянь з інтеграль­
ними крайовими умовами. Коефіцієнти в інтегральних умовах залежать як від повільного 
часу і повільних змінних, так і від швидких змінних.

In this paper, we researched the existence of solution and gave justifietion of averaging method 
on fast variables for multifrequency systems of differential equations with integral boundary conditi­
ons. The coefficients in integral conditions depend on slow time, slow variables and on fast variables 
too.

1. Постановка задачі. Багаточастотні 
системи диференціальних рівнянь за допо­
могою  методу усереднення досліджувались 
у багатьох працях, зокрема, в монографі­
ях Є.О . Гребенікова і Ю .О . Рябова [1], 
М .М. Хапаєва [2], А .М . Самойленка і Р.І. І Іе- 
тришина [3] та ін.

У  праці [4] вперше розглянута багато- 
частотна система з інтегральними крайо­
вими умовами й усереднення за швидки­
ми змінними здійснено як у системі, так 
і в крайових умовах. При цьому одержа­
но оцінку відхилення для повільних змін­
них і аналогічну оцінку, але з деякою по­
правкою, -  для швидких змінних. Подібні 
постановки задач для систем диференці­
альних рівнянь із запізненням у резонанс­
ному випадку розглядались у працях [5-7] 
та ін. У  даній роботі метод усереднення об­
ґрунтовується для багаточастотних систем 
диференціальних рівнянь, коли всі коефі­
цієнти в інтегральних умовах залежать від 
швидких змінних^ и нб тільки від повільного 
часу і повільних змінних.

Розглядається багаточастотна система 
рівнянь вигляду

=  х  (т, а , р ) ,

dp
dT

и (т )
+  Y  (т,а, р ) ,

(1)

(2)

де малий параметр є Є (0 ,є 0\, є0 ^  1  т Є 
[0, Ь], а Є Б ,  Б  -  обмежена область в ! "  р  Є 
К т . Для системи рівнянь (1 )-(2 ) задаються 
крайові умови: 

ь

f  (т, а, p)dT =  d\, (3)

J  \к(т, а, р ) р  +  д (т ,а ,р )] dт =  4 .  (4)
о

Т ут  Х , У , / , к і д  2п-періодичні за змінни­
ми р  вектор-функції, dl і d2 -  вектори роз­
мірності п і  т  відповідно, а =  а(т,у,ф,є) ,  
р  =  р (т ,у ,ф,є )  -  розв ’язки рівнянь (1) і (2 ) 
відповідно, а(0, у, ф, є) =  у, р ( 0 , у ,ф,  є) =  ф.

У  монографії [3] і в працях [5-7] розгля­
дались випадки, коли вектор-функція к за-

т а
2. Усереднена задача. Усереднимо 

вектор-функції X ,  У,  / ,  к, д за швидкими 
змінними р.  Нехай Б  :=  [Х,У,  /,к,  д]. Тоді 
середнє значення набуває вигляду 

2  ̂ 2^

Бо(т, а) =  (2 ^)™ У  Г (т, а, р ) d р l . . .  dрm
о о

Усереднена система рівнянь запишеться 
у вигляді

^  =  Хо(т,а),  (5)
dт

L

Є
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dp
dr

и (т)
+  1о(т, a). (6)

Відповідні системі (5), (6 ) крайові умови:
L

J  fo(T,a)dT =  di, (7)
о

L

[ко(т,а)р +  до(т,а)] dT =  d2 . (8 )

3. У м о в и . Нехай О  =  [0, Ь] х В  х Е т , 
О і =  [0, Ь] х В, и =  [т, а] -  (2п +  1)-вектор, 
Шр(т) =  (и (V 1)(т ) ) рт-Г(Р х  ш )-матриця, 
р >  ш.  Припустимо, що виконуються насту­
пні умови.

10 . Для кожного є Є (0 ,є 0] вектор- 
функція В  Є С ‘и ( О ,а і ), и  Є Ср _ і([0, Ь], а і ), 
де сталою а і обмежені норми вектор- 
функцій В  и  та їх  частинних похідних за 

т, а
20 . Коефіцієнти Ф ур ’є вектор-функції 

В (т,а, р)  задовольняють нерівність

sup \\Fk| +
Gi

q

sup
Gi

d2F k

дFk дFk
дт

+  sup
Gi да

+

sup
Gi дтда

dFk
д а д а 3

+  Ір ( т , У,ф ,є )  -  Р (т,У,Ф, є ) \\ <  с В а , (10)
де а  =  р - і , с і >  0 і те залежить від є. Така 
ж  оцінка виконується і для частинних похі­
дних за початковими умовами у і ф відхиле­
ння повільних і швидких змінних. Вважати­
мемо, що для цієї оцінки коефіцієнт також

с і
4. Існування розв’язку крайової за­

дачі та обґрунтування методу усере­
днення. Якщ о розв ’язок крайової задачі
(5), (7) знайдений, то  розв ’язання задачі (6 ),
(8 ) зводиться до знаходження початкового 
значення ф(є)  та інтегрування. Введемо по­
значення:

ь

Яі  =  J  ко(т,а(т,у))Ут.
0

Лема. Нехай виконуються умови  10, 40 
і матриця Я і невироджена. Тоді існує єди­
ний р озв ’язок крайової задачі (6), (8), при­
чому

i
<  \\Qi

Доведення. Оскільки

  /    —Т ч  —  [  Г  и(в)
р ( т , у , ф , є )  =  ф +

+
4L 2a2

(11)

<+  > sup
І Gi 3 = 1 1

<  G2 , (9)
де q =  0 або 1 .

30 . d e t ( W j (т)W p^ )) =  0 для всіх т Є 
[0 ,L ]. _  _  _

40 . Існує єдиний розв ’язок а =  а(т,у), 
а (0 ,у ) =  у, крайової задачі (5), (7), який ле­
ж ить в D  разом із деяким р-околом.

1о

20 і 30 для q =  0 й існуванні розв ’язку усе­
редненої системи, для досить малого є 1 Є 
(0, є0] на проміжку [0, L] існує єдиний розв ’я­
зок системи рівнянь (1), (2 ) з тими ж  поча­
тковими умовами (у ,ф),  що і для розв ’язку 
усередненої системи, і для всіх т Є [0, L] і 
є Є (0 ,є 1] виконується оцінка

\\а(т,У,ф,є )  -  а(т,У) \\ +

ds,

то після підстановки р(т, у, ф,є )  в умову (8 ), 
одержимо початкове значення

Q - l x

d 2

ф(є)

Но(т,а)р(т,у, 0, є) +  до(т,а) dт

- 1

одержується
Оскільки \\р(т,у, 0,є)\| <  2аіЬє~", то для 
початкового значення ф(є) 
оцінка (1 1 ).

Теорема. Нехай:
1 0 -  40

2 )  матриці Я і і

Q 2
д ^ (т} а (т} у )) д а (т, у )

да д у
dт
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L
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невироджені.
Тоді для кожного є  Є (0 ,є 3\, 0 <  є 3 <  

є 1} існує розв ’язок {а(т,у ,ф,є ) ,  р (т ,у ,ф , є ) }  
задачі (1 ) - (4 )  і функція £(є) : (0 , є 3\ ^  ! т , 
такі, що виконуються нерівності

\\а(т, у , ф,є )  — а(т,у ) \+

+  \\р(т,у,ф,є )  — р (т,у,ф , є) — Д є ) \| <  С2є " , 

£(є) <  сзєа - 1

при (т,є) Є [0,Т] х (0, є 3] зі сталими с2 та, 
с3, які не залежать від є, а  =  р - 1 .

Доведення. Оцінка відхилення повіль­
них змінних одержується згідно зі схемою 
доведення, наведеною в монографії [3] з не­
рівності

L

x p ( M ) d r  +  j  h ( r , a ( M ) , p ( M Ÿ j  p ( M ) d r +

0
L

+  j  h o ( r , â ( M ) ) ( p ( r , ÿ + p ,  0 , e ) - p ( r , ÿ ,  0 , e ) ) d r +  
0

L

+  J  ( h o ( r , â ( M ))) -  ho(T,a(M)Ÿj p ( M ) d r +

0

L

+  f  [ g ( T , a ( M ) , t (m ))  -  go(TM M ))Л) dT 
0

\\а(т,у +  Р ,ф ,є )  — а(т,у ) \\ <

<  \\а(т,у +  р ,ф ,є )  — а(т,у +  р ) \\ +

<\\а(т,у +  р ) -  а (т,у ) \, ( 1 2)

де р Є знаходиться із умови того, що 
вектор-функція а(т,у +  р, р , є )  задовольняє одержимо 
крайому умову (3). Якщ о виконуються умо­
ви І0 — 4°, то існує єдине значення р, при­
чому ||р|| <  с4є а , якщ о є <  є 2 <  є 1. То­

р
\\а(т,у +  р ,ф , є )  — а(т,у)\\ <  с5є а і ця оцін­
ка правильна для всіх т Є [0,Ь], є  Є (0 ,є 2\ і Де С6 =  ІІ^і 111^2 
р  Є ! т .

Розглянемо тепер питання про оцінку 
відхилення швидких змінних р(т ,у ,ф,є )  та 
р (т ,у ,ф , є ) .^ е ш , ї іф ( є )  =  ф ( є ) +  £(є).  Введе­
мо позначення: М  =  (т,у +  р ,ф  +  £), М  =
(т, у + р)\ М  =  (т, у)  -  точки в Е " ^ ^ 1 І Е га+1 теграла [З 
відповідно, к(т,а,р)  =  к(т,а,р)  — к°(т,а). 

р(т, у, ф, є)
і віднявши від одержаної рівності (8 ), мати­
мемо

£ =  ф(С,Р ,є ) ,
Д6

ф(С, р )є) =  —Я і 1 х
ь

 ̂к(т, а ( М ), р ( М ) ) ( р ( М ) — р ( М ))dт+

Через Д , v — 1 , ,  6 , позначимо відпо­
відні доданки виразу у фігурних дужках. 
Нехай S — {£  : ||£|| <  е3є а - 1 }  -  куля в R m. 
Покажемо, що Ф : S ^  S  для всіх є Є (0, є 3], 
с3 і є 3 будуть вказані нижче.

З умови І0 та на підставі оцінки (1 0 ),

И Н  <  Ьа 1 е 1 є а . (13)

Врахувавши оцінку леми, отримаємо

ІІД чУ  +  +  £ ,є)|| <  Ш  +  С6 +  С7є - 1 ,

С7 — 2 Lo’1 ( 2 HQ- 1||La1 +  1).
Тоді

||I 2 | <  2,о 1 c 1 L^ (І ^ ! +  c 6 +  С7є 1). (14)

Далі застосуємо оцінку осциляційного ін-

<  ^ є

де G 2 — [0 , L ] х (0 , єо]

bk(в,є)в

sup Hbk|| +
G2

J J (k,u(z))dz
ds

sup
G2

<

dbk
dT

X

0
L

+  I ( h ( T , a ( M ) , p ( M ) ) - h ( T , a ( M ) , p ( M )) ) x  
0

26

7 / 4 7 / — ))- І І {к,ш{х))йх
Ьк (т,є) =  кк (т,а(М ) ) р ( М  )е 0 ,

и3 >  0 і те залежить від Д т і є. Отримаємо:

||ДЦ <  0зєа ( (І +  ^ 1 ) +  (І +  ^1)С6+
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+  ( (1  +  0"і)с7 +  2 а і)є  ^
||k||=o

SUp ||hk|| +
G2

sup
G2

dhk dhk \ ]
дт

+  sup
G2 da

.

ДЛЯ ВСІХ ||£|| <  с3Єа - 1 І Є Є (0,Є3]. Тобто для 
довільного є Є (0,Є3] Ф : Б ^  Б, де  Б 
куля радіуса с3є а - 1 . Оскільки відображення 
Ф неперервне по ф, то за теоремою Брауера 
[8 ] існує розв ’язок {а (т,у ,ф,є ) ,  р (т ,у ,ф ,є ) }  
системи (1), (2 ), який задовольняє крайові

Використавши оцінку (9) при q =  0, маємо: У м о в и  (3), (4).
Далі маємо

ІІІзІІ <  0 2 &зЄа ( (1  +  і̂)||£|| +  (1  +  ^ і)се+

+  ( (1  +  °1 )c7 +  2 0 1)є  1^  . (15)

Враховуючи оцінку для ||ц||, отримаємо:

І ІДИ Б LoiGgE0 

da
де c8 =  L o 1 G4 sup

G3
y Є D i  C D.  

Аналогічно

д У
G a

(16) 

[0, L] x D 1,

у (т,у +  удф  +  Д є) -  р (т,у,ф,є )  -  £(є)|| <

У (т,у +  +  Д є) -  ~ф(т,у  +  +  Д є ) || +

+  Ш т,У +  +  £ ,є )  -  Щ т, у , Ф , є) -  £ (є)|і <

<  (с і +  с 8)єа .

Оцінка в формулюванні теореми одер­
ж ується, якщ о покласти с2 =  с 1 +  с5 +  с8. 

Приклад. Розглянемо крайову задачу

ІІДІІ <  G8Ga (||£|| +  G6 +  С7є  1) .

Накінець, I 6 =

(17)
da
dr

b1 +  b2 cos k 1 p 1 +  b3 cos k2^ 2 , т Є [0,1] 

d p 1 u  dp2 2 v r

(g(r,  a ( M ) , p ( M ) ) - g ( r , a ( M ) , p ( M ) ) ) dT+

dT 

a (0) =  ao

u
є ’ dr 

1
dr

^ 2 ( r , e )d r  =  d1,

(19)

+  /  (go( r , a ( M )) -  g o ( r ,a ( M ) ) ) d r +
o

L

+  J  ' g ( r ,a ( M ) ,p (M ) )d r ,  
o

||Іб|| <  (2 0 1 G1L +  Gg +  0 2 0 3 (1  +  0 1 ) ) єа . (18) 

На підставі оцінок (13)—(18) одержимо

ІІф (£>^>є)|І <  с9є<а +  ао^И ДІ +  Gn є<а 1 <

<  с ює<аИ̂ І +  2 с 11є °  1, 

де С9 =  HQr11 ( o 1G1L (3  +  2Сб) +
+G8 (o  1L +  G6 +  1) +  О2О3 (1  +  0 1 )(1  +  Сб)),
G10 =  ||Qi 1|(2o 1G1L +  0 203 (1 +  0 1) +  g8) ,
G1 1  =  1 1|(201G1G7L +
+ °2 °3  ( (1  +  0 1 )g7 +  2 0 1) +  G7G8) ■

Нехай g3 =  4сп , є 3 =  ш іп (є2, (2c10) 1  1/a). 
Тоді

J  (b4 +  b5 cos ф2 (т,є))фl(т,є)dт =  d2 , (2 0 )
o

де bi, i =  1 , ■ ■ ■, 5  d 1; d2 , u ’w -  деякі додатні 
сталі; k 1 , k 2 Є N.

Відповідна усереднена задача

da
dr

# 1 _ 
dr

b1 , a (0 )

u dp2

є dr
1f*

d1 , b4
Jo

ao ,

2 v r
є

||Ф(Д р .,є)|| <  4 с 11є 'а — 1 С3є‘а — 1

^ 2 (т,є)йт =  d1 , Ь4 І ^ 1 (т,є)йт =  й2 .

(21)
У  системі (21) досягається резонанс при 

т =  0, оскільки ^ 2(0) =  0  де ш2 (т) =  
2^т. Для р  =  2 визначник Вронського 
detW2 (т) =  2 аш =  0, тому умова 30 вико­
нується.
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Відхилення повільної змінної при т =  1 

а ( 1 ,є )  — а(1) =

2є ■ кіш (к іш  ,ft Л
=  кіш С0 \ - 2 Ш +  р1( ° - є >) +

\Jk 2 v/є

+  (  cos р 2 (0 , є )  [  cos т2d,T—

р ^ / є

sin т2dT I .— sin р 2 (0 , є)

На підставі оцінок інтегралів Френеля [9]
маємо

\а( 1 , є )  — а (1 )| <  ( 2 Ь2^  +  b3 J П
кі ш k2V

Нехай

^ _  п f  Ьзкіш 
є <  є  =  k2v \  2 b2 є  =  кЩШ

Тоді |а(І,є) — а(І)| <  Су/є.
Для швидких змінних усередненої систе­

ми із крайових умов (2 1 ) знаходимо

^2 шЬ ^  иЬ2
р 1 (0 , є ) =  ^ Т  — Т Т  > р 2 (0 , є ) =  -Г —b4L 2є

Нехай рфО, є) =  рфО, є) +  £ (є),

L 3є

і
шт2

с і (є) =  ЬД cos р 2 (0 ,є )  J  c o s ------ dT—

о

і
шт2

— sin р 2 (0 , є )  J  s in  dT

о
2Ь5ш v L 2 ( vL

—  sin  cos -----
v 2 є  V 2 є

Тоді з крайових умов (20) і (21), маємо

Ь5ш vL ( v L  \
С2 (є) =  —  Sin ~2̂ -  +  Р2(0, єД  .

, . d2 — b4u L 2f a )  1 — С2 (є) d2 u L
С(є) =  ---------------------- —--------------—  +b4L +  Сі (є') b4L 2є

Звідси \£(є)\

— 2 Ь ^ є с 2 (є) — 2 d2ЄСl(є) +  U\b4L 2 Сі(є~)
(b4L +  С]_(є) ) 2 Ь ^ є

<

К \С2 ( є ) \ +  М Сі ( є ) \ +  ш\Сі ( є ) \ <
b4L b4L2 2Ь4є

^  b5u є  + d2b5v n + ub54/nu\ 1

b4vL +  b2L2 / Шє +  2 b4 )  у/є'
Нехай

_ . / nv2L2 b4uL2 \ _ b5/n u
є <  є =  шіп ----------, ------ —  , с

16ш 4d2 )  b4

Тоді \С(є) \ <  С// є .
Враховуючи цю оцінку, одержимо

\Рі(т,У ,ф,є )  — Р і (т,У,ф +  С ( є ) , є ) \ =

=  \£ (є )\ <  С//є '

Отже, при є <  шіп(Є, є) для відхилення 
а рі

ємо оцінку, асимптотика якої узгоджена з 
результатом теореми.
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