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Н ЕЛ ОКАЛ ЬН А КРАЙ ОВА ЗАД АЧ А З ВІЛЬНИМ И М Е Ж А М И  Д Л Я  
КВАЗІЛІНІЙНОЇ ГІПЕРБОЛІЧНОЇ СИСТЕМ И

Встановлено умови існування та єдиності локального за часом узагальненого розв’язку 
нелокально! крайової задачі для квазілінійної гіперболічної системи в криволінійному секторі 
з вільними межами.

The conditions for existence and uniqueness of the local in time generalized solution of nonlocal 
boundary value problem for quasilinear hyperbolic system in curvilinear sector with free boundary
were obtained.

Вступ. Більш ість фізичних процесів мо­
делюються нелінійними рівняннями з ча­
стинними похідними, і лише суттєві дода­
ткові припущення (наприклад про малість 
амплітуд коливання) приводять до лінійних 
рівнянь, які вивчені більш глибоко. Для гі­
перболічних систем нелінійних рівнянь ви­
никають складнощі як самої постановки за­
дачі, так і методів ї ї  розв ’язування, при 
чому ці складнощі починають проявлятися 
вже у випадку однієї просторової змінної, 
і можна очікувати, що розв ’язки багатови­
мірних рівнянь локально мають в основно­
му ті ж  особливості, що й розв ’язки однови- 
мірних. Основним методом вивчення одно- 
вимірних гіперболічних рівнянь та систем є 
метод характеристик, який є особливо ре­
зультативним при дослідженні лінійних рів­
нянь, проте переноситься й на нелінійні рів­
няння та системи. Зауважимо, щ о область 
існування класичного розв ’язку нелінійних 
рівнянь є, взагалі кажучи, обмеженою, що 
пов’язано з властивістю необмеженого зро­
стання похідної такого розв ’язку (градієн­
тна катастрофа) [2], [4], [6 ], [12].

В прикладних проблемах, зокрема в те­
орії фазових переходів, виникають задачі, 
що ставляться в областях з вільною межею. 
Вже класичною є задача Стефана про по­
ширення тепла в середовищі із зміною фаз 
(лід-вода). Проте подібні задачі властиві не 
лише параболічним рівнянням, а й гіпербо­
лічним зокрема. Такі задачі (гіперболічна 
задача Стефана) виникають при розв ’язан-

ні деяких проблем в ’язкопружніх середо­
вищ, теорії теплопровідності із використан­
ням узагальненого закону Ф ур ’є, теорії рі­
дин та газів [1], [3], [7]-[9], [11], [13]-[24].

Предметом дослідження роботи є крайо­
ва задача в секторі з вільними межами для 
квазілінійної гіперболічної системи з одні­
єю  просторовою  змінною, причому система 
записана в інваріантах Рімана. Зазначимо, 
що нелінійні крайові умови є нелокальними, 
оскільки праві частини крайових умов за­
лежать від значень розв ’язку на межі обла­
сті та інтегралу від розв ’язку за просторо­
вою змінною. Застосовуючи метод характе­
ристик, знаходження розв ’язку задачі зве­
дено до відшукання нерухомої точки опера­
тора в деякому метричному просторі, існу­
вання та єдиність нерухомої точки встанов­
люється на основі принципу про стисні від­
ображення [20]-[25].

1. Постановка задачі. Нехай УТ =  
{ ( х , і )  Є М2 : в 1 (і) <  х  <  в2 (і), 0 <
ї <  Т, в1 (0) =  в2 (0) =  во} -  криво­
лінійний сектор з вільними (невідомими) ме­
жами в(ї) =  (в 1 (ї), в2 (ї)) : [0 , Т ] ^  Е 2, при­
чому в0 Є М -  задане значення.

В області УТ розглянемо гіперболічну си­
стему квазілінійних рівнянь, записану в ін­
варіантах

+  Хі(х ,г ,и)  д х  =  І г (х , ї ,и ) ,  (1)

де г Є { 1 , . . . , п } ,  и ( х , ї )  =  (и 1 ( х , ї ) , . . . ,  
ип(х , і ) )  : УТ ^  Е п -  шукані функції, а
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\і (х ,Ь,и), f.і (х ,Ь,и) : Е га+2 ^  Е  -  відомі вибору вектор-функції и, тобто, іншими 
функції. словами, сім ’ю операторів.

Нехай поведінка бічних меж області УТ Зауважимо, щ о розв ’язок р і [и](Ь; х о,Ьо)
описується диференціальною системою при фіксованих і, в , и , х о,Ьо можна продов­

жити до перетину з межею області ГД Не- 
- Ь  =  9з(8 , і , й (8 , і ) ) , і  Є { 1 , 2 } ,  (2 ) хай

де П(5 , ї )  =  (п (5 і , ї ) , п ( 52 , ї ) ) : К 2х [ 0 , Т ] ^  Е 2га, ХіП^ЛхоЛо) =
&9і (8 Л ,и ) : К 2га+3 ^  К  -  ВІДОМІ функції. _  . ( Гп , 1 / г р . . Ч.Ч ТтД

Доповнимо системи (1), (2) початковими =  ш ш  \ Є [ , 0] : ( ^ і[и]( ; х о> о )  ) Є т] ■ 
умовами

и (в0 0) =  а  (3) Таким чином, функція р і [и](і; х 0 Л0) буде ви­
значена на відрізку [хЛи, в](х0Л0), Д], при- 

д е (  =  (а і , . . . , а п) Є -  заданий набір зна- чому х г{и, в](хоЛо) є сім ’єю  функціоналів з
чень. Визначимо множини ін д ек сів /і, І 2, І 3 х  ЬIld.JJd.4Vlt; 1 реї МИ хо , Ьо.
І  ( і є  { і  п }  : х . (8 0 а ) >  д (§ 0 Перепишемо систему рівнянь (1) у вигля-

I ’ ’ . ’ ’ ’ ’ І  ’ ді

І 2 =  { і Є { 1 , ..., п } :  ЛЛо,  0 ,а )  <  д і(Го, 0 ,а ) } , сІиі (р і [и](і; х оЛо)Л ) =
. ІЬ

/ 3 =  | і є { 1 , . . . ,п }  : д і (Го, 0 , а ) <  =  /і(^і[п](Ь; х оЛо )Л ,и(ірі[и](і; х оЛо )Л )),

<  Хі(во, 0 , а) <  д2 (Го, 0 ,а )^  і Є { 1 ^ -  , п }.

в і] і і і (уЛ,и(уЛ)) і їу

\ *і (б /

І  Є {1 , * Є Із С Із, (4)

, , л , , Проінтегруємо кожне рівняння отриманої
де з0 =  (в0 ,в 0 ) , а = ( а , а ) .  . г и  + \ +Х  . системи в межах від хби,  в\(х0 , і 0) до ь0.

Насамкінець припустимо, що на бічних „В результаті отримаємо систему інтегро- 
межах області VI задовольняються нело- .

1 функціональних рівнянь
кальні кранові умови вигляду

иі(в] Л)Л) =  иЛх Л) =
/  32(Ґ) \ =  иі(¥і[и\(Хі[и ,8 ](х Л) ; х Л) , Хі[и,в\( х Л)) +

І

+  J  Іі(^і[и\(т; хЛ),т,и(рі[и\(г; х , ї ) ,т))бг,

Хі[и,в](х,і)

і Є { 1 , . . . ,  п} .  (5) 
де в ] ( в Л , и , у )  : [0 ,Т] х Е 2п+ 2 ^  Е,
Хі] ( х , ї , и )  : Е п+ 2 ^  Е  -  відомі функції. Зауважимо, щ о системи (1) та (5) є екві-

2. Узагальнений розв’язок задачі, валентні в класі функцій (u, в) Є [С  1 ( у 1̂ )]п х  
Нехай і Є { 1 , . . . , п } ,  в(ї) : [0,Т\ ^  Е 2, [С 1 [0 ,Т\\2, проте розв ’язок останньої систе-
и (х , ї )  : Ут ^  Е п -  визначені функції. Роз- ми може бути, взагалі кажучи, не диферен- 
глянемо задачу Коші щйовним.

, О зн а ч ен н я . Узагальненим р озв ’язком,
~ х  =  \ЛхЛ ,и(хЛ) ) ,  х(г0) =  х 0. задачі ( 1 )  -  (4 ),  визначеним на відріз-
^  ку [0 ,Т 0\, будем,о називати набір функцій

Припустимо, щ о ця задача має єдиний (и, в) Є [Ьір(УТо)\п х [С [0 ,Т 0\\ , 0 <  Т0 <  Т, 
розв ’язок, який ми позначимо через що задовольняє системи (2), (5), а також  
р і [и](і; х 0 Ло)- В результаті отримаємо умови (3) -  (4). Якщо Т0 <  Т,  то р озв ’язок 
с ім ’ю функцій аргумента ї з параметра- є локальним.
ми х 0 , ї 0, яка, в свою  чергу, залежить від 3. Розв’язність задачі. Визначимо на-
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ступні множини

D T (U, S ) =  { ( x ,  t, u) Є R n+2 : 0 <  t <  T, 
s0 — St <  x  <  s0 +  St, \u\ <  U },

DT(U, S ) =  { (s ,  t, U) Є R 2n+3 : 0 <  t <  T, 
s0 — St <  Sj <  s0 +  St, j  Є {1 , 2 }, \U\ <  U } ,

де |-\- норма в просторі R N в сенсі максимум 
модулів (розмірність N  у кожному випадку 
є зрозумілою з контексту),

U =  \a\ +  1, S  =  max \qi(s0, 0, ст)\ +  1.
j&{1 ,2}

Введемо інші позначення

So =  min j ^ © © ,  0 ,â )  — qi(so, 0 ,â ) ) ,  1

Г =  max \Yij (x, t,u)\,
j e { 1 ,2},ieIj UI3 
(x,t,u)eDT (u,s)

Л =  max \Xi(x,t,u)\,
гЄ{1,...,и}

(x,t,u)eDT (U,S)

F  =  max \fi(x,t,u)\
i£ { 1 ,...,n}

(x,t,u)eDT (U,S)

я 1 •o =  -  min
2 i^{1 ,...,n},j^{1 ,2}

5) Yij Є C ( D T (U ,S )) m i PtJDT (U ,  S )),
j  Є {1 , 2}, * Є Ij U Iз,

6 ) q1 (so, 0 , a ) <  q2(so, 0 ,â ) ,

7) Ai(So, 0, a ) =  q j ( so, 0 ,â ) ,
j  Є {1 , 2 }, i Є { 1 , . . . , n } ,

âi Pij( s0 , 0 ,a ,  0), j  Є {1 , 2 }, * Є
Ij  U I3 (умови узгодження),

9) во <  1, К  =  в о (Б  +  А )^ е Ло <  1.
о

Тоді існує єдиний узагальнений р озв ’язок 
задачі (1) -  (4), який визначений на відріз- 

[0 , То ] То
хідними даними задачі.

Д о в е д е н н я .
Розглянемо метричний простір ( М , р ) , де 

М  =  М ( Т 0, и 0, Ьх , Ь )  -  множина наборів 
функцій (и, в) Є [С (УТ0)]п х [С [0,Т0]]2, 0 <  
Т0 <  Т, що задовольняють такі обмеження:

І) вз(і) — Уз( Д , 0 ,а ) ї  Є Ілр([0,Т0], Б0), а та­
кож в з (0) =  в0, і  Є {1 , 2 } (Б0 -  стала, 
що обмеж ує зверху сталі Ліпшиця від­
повідних функцій);

2

V  =  2ST Г, 

ф a ) — q j Ф

і нехай Х0 , / 0 , д 0, ^ 0 сталі Ліпшиця фун­
кцій \і , /і , Уз, т із за відповідними змінними 
в 0 -  стада Ліпшиця функцій в з  за всіма ар­
гументами, а, ви стала Ліпшиця функцій щ  
віз за зміниою и.

Надалі будемо вживати позначення 
Д  (к) для різниці Д  (2 ) — Д  ( 1) (зміст 

функції Д  у кожному випадку є зрозумілим 
із контексту).

Т е о р е м а . Нехай виконуються наступні 
умови

II) \ui(x , t )  — a i \ <  Uo <  1, (x , t )  Є VS0, a 
також  ui(s0 , 0) =  a i , i Є { 1 , . . . ,  n };

) иі Є Вір(уТ0 , Т х ,Ь в ,  Ьх >  1 , і Є 
{ 1 , . . . ,  п } ,  причому Ьз =  ЬхЛ +  Д 
(Ьх , Ьз -  сталі, щ о обм еж ую ть зверху

иі
х  та і відповідно).

p ((u 1, s 1), (u2 ,s 2))

max

1) Аі Є С (БТ(и,  Б)) П Вірх,и( Б 1 т(и, Б)), 
і Є { 1 , . . . ,  п},

2) /і Є С ( Б Т ( и , Б )) П Ь ІР х Д Б Т (и ,Б )),
і Є { 1 , . . . ,  п},

3) дз Є С (Б 2 (и, Б )) П Ь і р ^ Р Т  (и, Б)), 
і  є { 1 , 2 }.

4) ві, Є Ь І р Б І ( и , Б ) х [—У , У ]),
І  Є {1 , 2 }, г Є із и Із ,
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Нехай (ит,в т) Є М ,  (и2,в 2) Є М .  Від-
М

чпмо згідно із ф ормулою

max \u1(x , t )  — u2 (x,t)\,
iE{1,...,n}

1 9(x,t)eVf( UVf)

max \s1 (t) — s22(t)\ >, 
j e { 1,2}
tÇ.[0,To]



де На елементах простору M  визначимо
оператор A:

A[u,  s] =  ( A u[u, s], A s[u, s])
u(x,  t) =  (u i(x , t ) , . . . ,  un(x, t)) =

u (x , t ) ,  я к щ о  (x , t )  Є VS0,
u ( s 1(t) , t ) ,  ЯКЩО x  <  s 1(t), (A 1 [u, s], - - - ,  A n [u, s\, A 1[u, s ], A 2 [u, s ]) ,
u (s2(t) , t ) ,  ЯКЩО s2(t) <  x.

Нехай (u , s) Є M  узагальнений розв ’я- AS[u,s](t) =  so +  /  g j ( s ( r ) , r , u ( s ( r ) , r ) )  dr,
зон задачі (1) -  (4), причому виконується

d
d r ^ i [u](T; sj (t ) , t )  -  sj (t)
dr t=t j

>  6 >  0,

o
t Є [0, To], j  Є {1,  2},

і є  { і , . . . , и } ,  і  є  { і , 2 } ,  г є  [0 ,То], (6 )

тоді пара функцій (и, в) задовольняє систе­
му інтегро-операторних рівнянь

І

AU[u, s](x, t) =  Bi[u, s](x, t )+
t

+  J  vAp  [u ,s ]](r ; x , t ) , T ,
Xi[P [u,s],As [u,s]](x,t)

Sj(t) =  s0 +  f  g j ( s(t ) , r , u ( s ( r ) , t ) )dr, P [u, s](^ i [p [u , s]](r; x , t ) , r ^  dr ,

0 ( +\ r- [u,s]

ui(x, t) =  B i [u, s](x, t) +
(x , t )  Є V A [u,s], І Є { l , . . . , n }

дЄ в  -  оператор, визначений на M  згідно

/ із ф ормулою (тут використаємо позначення
М Ш ( Т; x X , r , Ч а М ( т ; x , t ) , r ) )d r , х р,л• =  ^ [ p [„ , 8], A ‘ [u ,sW (x,t))

Xi[u,s](x,t) ^

j  Є {1 , 2 }, i Є { 1 , . . . , п } ,  (7) Bi [u ,s ](x ,t) =  (3ijy A s[u ,s ](x P ,AS ) , XP ’A‘

де B i -  оператор, визначений на елементах
простору M  ЗГЩ НО ф о р м у л и  (тут викори- р  [us] (As[u s ]{xp  ,AS) XV’AS1 J "  [u s](xP ,AS)

u,s def г 1 f' ’’ V ’’ i i /  ’’ j iстаємо позначення Xi =  Xi [u, s ](x , t) )
/ якщо ^i[P [u  , s ] ] (xp ’ ; x , t )  =  A*[u , s ] ( x p ’ ) ,

B i [u ,s](x ,t) =  pij U x u’s ) , x u’s ,u ( s (x u’s ) , x u’s ) , oneira-Top J ij[u ,s ]:
V A2[u,s](t)

s2(-Xp  \ J i j [u ,s ] ( t )=  f  Yij(y , t , P [u , s ] (V,t) )  dV,
/  Yij (V, x Ui 's , u (y , x u's) )dy ) ,  Af[u,s](t)

s ( U'S) 'si(Xi ) а оператор P [u, s] =  (P 1[u, s ] , . . . ,  P n [u,s]):

ui (x, t),
якщ о ^ i[u](x u,s; x , t )  =  sj (x u,s), j  Є { 1 ,2 } -

Справедливе і обернене твердження: до­
статньо гладкий розв ’язок системи рівнянь
(7), що задовольняє умову (6 ), є узагальне­
ним розв ’язком задачі (1) -  (4). р і [и,в](ж,г) =  <

Еквівалентність задачі (1) -  (4) та систе­
ми інтегро-операторних рівнянь (7) дозво­
ляє відшукання узагальненого розв ’язку за­
дачі звести до знаходження нерухомої то­
чки оператора, що визначатиметься на осно-

якщ о (x , t )  Є Vso П VTo [u,s], 
ui (s 1(t ) , t ) ,
якщ о A 1 [u,s](t) <  x  <  s 1(t), 
ui(s2 ( t ) , t ) ,

^ЯКЩ0  52({) <  x  <  A 2 [u,s](t), 

(оператор P  переводить пару (u, s) у набір

ві правих частин рівнянь системи (7). п функцій, щ о визначені на У Ао
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Для коректності визначення оператора А  
припускаємо виконання умови

И
-т-Фі \Р[u, в]](т; А [и  Ф ) А )ат т=і

— А 3і [и, в]'(і) >  5 >  0 , (и, в) є М ,

А 3 [и,в\(і) — д] (§ 0 , 0 ,а ) і  Є Бір([0 ,Т0\, 50),

або

Справедливість умови (9) виводимо із оцін­
ки

\Ак ( А 3[и,в\(ік) — д] (§0 , 0 , а ) і к )| <

<
І2

*є { 1 , . . . , n } ,  І  є { 1 ,  ^ , і є  [0, Т0], (8 )

а також  виконання обмеження І) простору 
М  щ одо функцій А 3[и, в\(і).

Наступний етап дослідження -  встанов-
М

при яких існує єдина нерухома точка опера-
А

і буде узагальненим розв ’язком задачі (1) -
(4). Для доведення існування та єдиності не­
рухомої точки оператора скористаємося те­
оремою Банаха про стискую чі відображен­
ня, а тому дослідимо, за яких умов оператор
А М
в себе, є стискуючим, а також виконується 
умова (8 ).

Перевіримо виконання обмеження І) про­
стору М  для функцій А 3[и,в](і). Нехай 
(и,в) Є М ,  ік Є [0,Т0\, к Є {1 , 2},  доведемо 
виконання умови

д] (в(т ),т,и(в(т ),т)) ат -

— д] (§ 0 , 0 ,а ) (А к ік )

<
І2

<

\д] (в(т ),т,и(в(т ) ,т))—
Іі

-  дз(Го, 0,а)\Іт <  Бо\АкЬк\.

Безпосередньою підстановкою переконує­
мося у правильності співвідношення

А 3 [и,,в](0) =  во, і  Є {1 , 2}.

Нехай (и,в) Є М ,  Ь Є [0,То], доведемо 
виконання умови (8 ). Враховуючи оцінки

\А3 [и,в](Ь) -  во\ <  БТо, і  Є {1 , 2},  

\Рі[и,в](А3 [и,в]( і ) , і )  -  а.\ <  По,

і Є { 1 , . . . , п } ,  і  Є {1, 2}

при достатньо малих значеннях параметрів
п02, и  <  и*.Т0 та и 0: Т0 <  Т02, и 0 <  и$, маємо правиль-

\Ак(А3[и,в](ік) — д] (§ 0 , 0 ,а ) ік )\ <

<  Б0\Акік\, і  Є { 1 ,  2}.  (9)

Враховуючи оцінки

\в] (і) — в0 \ <  STо, і Є [0,Т0̂ , І  Є { 1 , 2},

\и.(вз(Ь),Ь) -  а .\ <  По, Ь Є [0,То],
і Є { 1 , . . . , п } ,  і  Є {1, 2},

при достатньо малих значеннях параметрів 
То та и о\ То <  То, и о <  Пц, маємо правиль­
ність нерівності

\дз(в(Ь),Ь, и(в(Ь),Ь)) -  дз(Го, 0 ,а)\ <  Бо,
Ь Є [0,То], і  Є {1, 2}.

ність нерівності

\\і(А3 [и, в\(і),і, V[и,  в ] (А 3 [и, в\(і),і)) —

—А (в0 , °  а ) \ +
+  \д] (в ( і ) , і ,и (в ( і ) , і ) )  — д] (§0 , 0 ,а ) \ <  5

Справедливість умови (8 ) виводимо із оцін­
ки

а
~г ^ і [Р [и, в ]](т; Asj [u, в] ( і ) , і )
ат т=і

—А ] [и,в],(і)

=  \ А ( А ^ и ,  в\(і),і, V[и,  в](А][и, в\(і),і)) —

—д] ( в ( і ) , і , и ( в ( і ) , і ) ) \ >
>  \Лі(в0 , 0 , а) — д ] (§0 , 0 ,а)\ —

— \Хі(А3 [и, в\(і),і, V[и,  в\(А*[и, в] ( і ) , і ) )  — 

—Лі(в0 , 0 , а)\ —

— \д] (в ( і ) , і ,и (в ( і ) , і ) )  — д] (§0 , 0 ,а ) \ >  5
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Ф іксуємо и 0 =  и □, де и о <  ш іп {и оТ, и^}.  
Д оведемо справедливість співвідношення

\АУ[и, в](х, і) — аі\ <  иО, і Є { 1 , . . . ,  п} ,
  (10)

якщ о (и,в) Є М ,  ( х , і )  Є У^о Нехай
Р і [Р [и ,в]](х Г л в ; х , і )  =  А *[и ,в](х Г ,Лв), Т°ДІ5
використавши умови узгодження 8 ) теоре­
ми, встановлюємо оцінку

\Ві[и, в](х, і) — аі\ =

РіЛ А*[и ,в] (хРЛ ) , х Р Л

Р  [и ,в]( А 3[и,в](хР’Л  ) , х Р  Л

З а [и ,в](х Г 'А‘ Л  -  а і <

< РіА А Р и ,в ] ( х Р л ) , х Р А ,

р  д д ї  А 3 \и,в](х р 'ла ) , х р ,л

[и ,в](х Г ,л‘ Л  -  Р и Л о, 0 ,а , 0) <

<  0 о т а х А [и, в](хР ,Л ) — о̂

і X ,  [М ( х <  )

+  А р [и , л  А [ и , в](х Г ,ла),х р,ла і — а

+

<

<  во т а х {5 Т о , То, 2ГУГо}  +  0 %^* =
=  С Т  +  в и -

+ 0 ( р 0 р  [и ,в]](т; х ,р ,т ,
Р,А 3

р  [и ,в](^ і [р  [и ,в]](т; х , г ) ,т )

То +  ви

дт <

<  СіТо +  вии*о +  РТо =  С Т  +  в и и р

О тже, співвідношення (10) має місце за 
умови

С 2Т  +  виио <  ио,

або

Т  ^  т 3 г Т з иО(1  — ви)Т-0 <  Т0 , де Т0 = -----------------
С2

Безпосередньою підстановкою, з урахува-
8 )

нуємося, що виконується рівність

А “ [и,в](в0 , 0) =  аі, і Є { 1 , . . . ,  п } .

Нехай (и,в)  Є М ,  ( х й,і )  Є УА0 [и’Л

(х , ік ) Є У̂ О [и’Л к Є {1 , 2 }, доведемо спра- 
вбдливість умови

А%[и,в] є Б ір Д Л 3[иА, Ь х ,Ьі),

або

( 11 )

Таким чином, в цьому випадку справедлива 
нерівність

\Аи[и ,в](х ,г) — аі\ <  \Ві[и,в](х,і) — аі\ +

\АкА и[и, в](хк,і)\ <  Ьх\Акх к\, 

і Є { 1 , . . . ,  п} ,

\АкАи[и,в](х, ік )\ <  (ЬхЛ +  Д )\Акік\,

і Є { 1 , . . . , п } ,  (12)

тобто виконання обмеження III) простору 
М  ЩОДО функцій А.и[и, в](х, і ) .

Наведемо декілька допоміжних оцінок у 
вигляді Л 6М .

Лема 1. Нехай (и,в) Є М ,  ( х к,і )  Є У0О, 
к Є {1 , 2 }, тоді справедлива оцінка

\Акфі[и](г; хк,і)\ <  вЛоЬхТо\Акхк\.

Доведення леми 1 випливає з інтеграль­
ного зображення функції р і [и](т; х , і ) :

Рі[и](т; х,  і) =  х +
Т

+  У  Аі ( ^ і [и](Д х , і ) А , и ( р і [и](£ ; х , і ) , о )
І

і, як наслідок, оцінки

\АкРі[и](т; хк,і)\ <  \ А кхк \ +

+  \оЬх\Ак<^і[и](£; х к,і)\а!Д

І

І

12 Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 4-



та леми Гронуолла-Беллмана.
Із леми 1 випливає
Наслідок 1. Нехай (и,в)  Є М ,  ( х к,Ь) Є 

У Ао [а,8], к Є {1 , 2},  тоді справедлива оцінка

\АкРі [Р[и,в]](т; хк,Ь)\ <  вХ°ЬхТ°\Акхк\.

Лема 2. Нехай (и,в) Є М ,  ( х к,Ь) Є 
У^о, а також задовольняється обмеження  
а[п](Хі [и,в](хк ,Ь); хк ,Ь) =  вз (хі [и,в](хк ,Ь)), 
к Є { 1 , 2},  для деякого і  Є {1 , 2}, причому  
виконуються умови (6)  та

Г
ЛоLx (Б +  Л ) Т 0 <  ^ ,

тоді справедлива оцінка

2

>

а
— Рі[и](т; х 2 , і)

т=іо

а
— —  Рі[и](т; ві(І0) , І 0) 

ат т=іо
>  5 -

Лі І Рі[и](І0; х2,і ) ,І0,и(рі[и](І0; х2 ,і ) , І0П —

— ЛД ві (і0) , і0 , и (в 1 (і0) , і0) >

>  5 — Л0Іх\рі[и](І0 ; х 2 , і)  — в і(І0)\ >
л л

>  5 — Л0і х ( Б  +  Л)Т0 >  5 — -  =  - .

а
— Рі[и\(т; х 2 , і)  
ат т=іо

— в'і(і0) X

5

(13)

А Хі[и,в](хк,Ь)\ вХоЬхТ°\Акхк\.
о

Доведення леми. Припустимо, що 
а[п](Хі [и,в](хк ,Ь); хк ,Ь) =  ві(хі  [и,в](хк ,Ь)), 
к Є { 1 , 2},  х і <  х 2 (дане припущення не 
зменшує загальності розгляду, а робиться 
лише для визначеності), як наслідок маємо 
нерівність х.[и, в](х2 ,Ь) <  х.[и, в](хі ,Ь). Не­
хай Ьо Є [хі [и,в](х2 ,і ) ,  Ь], тоді справедлива 
оцінка

І
—  Рі[и](т; х 2 ,Ь) -  в'і(іо) >
ат т=г0

І
—  Рі[и](т; ві(Ьо),Ьо) -  в'і(іо)
ат т=г0

х\АкХі [и,в](хк,Ь)\ >  ^\АкХі[и,в](хк,Ь)\,

де Ьо є деяким фіксованим значенням з про­
міжку ( х і [и, в](х2 ,Ь), х і [и, в](х і ,Ь)) і, як на­
слідок, отримаємо оцінку

\АкХі[и, в](хк,Ь)\ <

<  о\'бі[и](Хі[и,в](хіН ) ;х 2,Ь ) -

- в і (Хі[и,в}( х іН ) ) \ =
2

=  - \Акрі[и](хі[и,в](хі,і);хк,Ь)\ <  
о

2
<  оЄХ°ЬхТ°\Акхк\.

Лема доведена. □
Із леми 2 випливає
Наслідок 2. Нехай (и,в)  Є М ,  

(хк ,Ь) Є У ^  а також задовольняється

Рі [Р[и, ^ }^ х і [Р[и, в}, А 3[и, в]](хк, і); хк , Ь

А 3[и ,в ] (х і [Р  [и,в], А 3[и,в]](хк ,Ь)^, к Є {1 , 2},  
для деякого і  Є { 1 , 2}, причому виконую­
ться умови (8)  та (13), тоді справедлива 
оцінка

АкХ і [Р[и, в], A j [u, в]](хк, і)

2

<

2 2

Використавши дану оцінку та теорему 
Лагранжа, виводимо співвідношення

\А[и](Хі[и, в] (хі , і ) ;  х 2 , і)  —

—ві (Хі[и,в]( х і , і ) ) \ =

<  еХоЬхТо \Ак хк \. 
о

Використавши наслідки 1 та 2, встанови­
мо умови, за яких правильні співвідношен­
ня (11), (12). Припустимо, щ о виконується 
обмеження

ш а х {Ь х , А } Т о  <  1, (14)

та позначимо
Хр ,лв,хк =  хі [ р [u, s-], ^  [и,в]]( х к, Ь),

Х і ’ЛЄ,Ік =  Х і[р  Ьб  в], АЗ[и,в]](х,Ьк) .
Отримаємо декілька допоміжних оцінок:

\АкР.[и, в}(х,Ьк)\ <  (ЬхБ +  А)\АкЬк\,

\АкРі[и, в ] (А 3 [и, в](Ьк),Ьк)\ <

<  ^ х Б  +  Ьі)\А кЬк^
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а також

\АкАіз[и, в](ік)\ <
Л^КУЦк)

<  Ак J  Хі і (у , ік , Р [и ,в ] ( у , ік )) ду <

Л{ К«](Ік)
<  (Г2Б +  7 0 (ЬхБ +  Ьі)2БТ0)\Акік\ <

<  (Г2Б +  7 0 (Б +  1)2Б )\А кі к\ =  Сз\А кі к\.

Нехай виконується співвідношення
Рі[р  [и ,в]](хГ  Л‘ ,хк; х к,і)  =  А  [и,в](хГ  ,Л‘ 'Хк 1
к Є {1 ,2 } ,  для деякого і  Є {1 ,2 } ,  тоді 
встановлюємо оцінку

\АкА и[и,в](хк,і)\ <

<  А к в і^ А * [ « , 8 ] ( х Г Л‘ 'хк 

Р  [« , 8] ( л > , 8](хГ 'Л‘ хк ) , х р ''хк)

Розглянемо і н ш и й  випадок. Нехай
р і [р  [и,в]](х

V,л3,х і . х і ,г) =  А 1 [и ,в](х р л  ’ хі)

За, [ Щ в ] ^  Х  ) +

+ к /А фі[р[и,  в ]](т; Хк,г),т,

р [и ,в ](^ і[р [и ,в ]](т ; Хк,і),т) ) іт <

<  0  т а х { 5, Сз}  +  ви(ЬхЗ  +  Ь0  +  х

х Ак хР
V ’ л3 ’ хк + їоЬх х

, Р,А3 ,Х1 Р,А3 ,Х2'тай Хі 1 ’ Хі

X А к Р і [р [и ,в]](т; Хк,і) іт <

<  0  т а х { 5', Сз}  +  0 и(ЬхЗ  +  Ь0  +  х

х 2 еЛоь хТо \АкХк \ +  /оЬхТовХоЬхТ° \АкХк \ <

а [р [и ,в ] ] (х р ’ л ’х2 ; Х2 , г) =  А 2[и ,в ](х р л ’х2),
/ _ Т^л 3 [и ’ «1тоді знайдеться точка (Х3, г) є  УТо , х з є

( х 1 , х 2), така що р і [ р [и ,в]](хр ’л ’хз; х з ,г) =  
во, х р ’л ’хз =  0. О тж е, в цьому випадку 
правильна оцінка

\АкА и[и,в](хк ,г)\ <

<  \Аи[и, в](х2 ,г) — А и[и,в](хз,г)\+ 

+\А%[и, в](хз,г) — А%[и, в](хі,г)\ <

<  (С 4 +  ЬхК)(\х2 — Хз \ +  \хз — Хі\) =

=  (С 4 +  ТхК ) \А к х к \.

Таким чином, співвідношення (11) вико­
нується за умови

їх х > СЗ4 \ І^х І̂,

або

І х >  1  х , І х
С4

1 — К

Д оведемо правильність співвідношення
і 1 <  і 2 ,

встановлюємо оцінку

\АкАи[и, в](х, ік )\ <  \Аи[и, в ] (х , і 2) —

—А и [и ,в ](^ [Р  [и, в ]](іі; х , і 2),іі)\  +

+  \Аи[и, в](^і[Р[и, в]](іі; х , і 2 ) , і і )  —

—А “ [и ,в ](х ,іі ) \ <

І2
< /А р і [ р [и ,в]](т; х , І2),т,

Іі

<  ( ^ о  т а х { 5 ,  Сз}  +  виЬх(в  +  Л )+  0 оТ  +  Т )х  

х ~̂ еХ0 +  /оЄЛ̂  \А к х к \ =  (С 4 +  ТхК ) \А кх к\.

р [и ,в ](^ і[р [и ,в ]](т ; х ,І 2) , т )

+  Іх\рі[р[и,  в]](іі; ХД2) — х \ <

<  ( І хЛ +  І ) \А кгк\.

Зафіксуємо

ї х  =  Ь*х, І  =  Ц ,

де ї х  >  ї х ,  Ц  =  ї х л  +  ь ,

іт +

(15)
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МО у  ВИГЛЯДІ

після чого обмеження (13) та (14) перепише- якщо ж  s1(t) <  x  <  s\(t), то справедлива
оцінка

\АкPi[uk, s k](x,t)\ =  \u\(x,t) — u2i (s\(t),t)\ <

<  \ul (x , t )  -  u 1  ( s i ( t ) , t ) \ +  \Aku k ( s i ( t ) , t )\ <  

<  L x \x — sj(t)\ +  \ A k u k(sj(t),t)\ <

T0 <  T°,  де T° 2XoL*x (S +  Л ) ’

To <  t 5, де To5
max { LX,L *t }

<  Lx\Aks -з(t)\ +  \Akui (s 1 (t),t)\ <Дослідимо тепер властивості стиску one- " ^ x ^ k'J 1WI 1 і
ратора A.  Нехай (uk , s k) Є M ,  k Є {1 , 2}, <  pu( (u 1 , s 1 ), (u2 , s 2 )) +  LxPs((ul , s l ), (u2 , s 2)),
I i\ TrAs[u-1,Sl\ гл T rAS\u2,S2\ /  1/,\( x , t )  Є VTo П VTf) , дослідимо вели- а якщ о x  <  s1(t), то отримаємо оцінкуTo
чину коефіцієнта к, для якого виконується 
співвідношення

р ({A a[Ui,Si},AS[Ui,Si}),(Aa[u2 ,S2},As [U2 S 2])) <  

<  кр((иі,  Si), (U2 , S2 )),

або

i\

\AkPi[uk,Sk](x,t)\ =  \ A k u k(Sk(t),t)\ <

<  \A ku2 (s2 ( t ) , t ) \ +  \A kuk(s2 ( t ) , t ) \ <

<  Lx\AkSk(t) \ +  \Akuk(S2i(t),t)\ <

<  pu( (u l , Sl ) , (u2, S2)) +  L x p s ( ( U , Sl ) , (u2, S2)).

Лема доведена. □
Л е м а  4. Нехай (uk, s k) Є M ,  k Є {1 , 2},  

\A k A j [uk, sk] ( t )\ <  Kp((ui , s i ) , (u2 , s2)), (16) ( x , t )  Є VTo n VTo , m°di справедлива оцінка
\AkAU[Uk,Sk](x,t)\ <  Kp((Ui,Si), (U2 ,S2 )),

(17)

Введемо позначення

<

pS((u 1, s 1), (u2, s 2) ) =  max \s1(t) — s2(t)\,
j e { 1 ,2] 
t£[0,To]

pu( (u l ,sl ) , (u2 ,s2 )) =  max \u1(x,t) —u2(x,t)\.
i£{1,...,n}

(x,t)eVT10 UVf20

Наведемо декілька допоміжних оцінок у  

вигляді лем.
Л е м а  3. Нехай (uk, s k) Є M ,  k Є {1 , 2},

(x , t )  Є VA  [u ,s ]^VA  [u ,s \ modi справедлива 
оцінка

\Ak Pi[uk , s k k](x, t) \ <  pu ((u1, s 1), (u2, s 2)) +

+LxPs((u1, s 1), (u2, s 2)) <

<  (1 +  Lx)p( (u1, s 1), (u2, s 2)).

Доведення леми. Покладемо для визначе­
ності s ^ t )  <  s2(t), x  <  min{s2(t) ,^2(t) } .  Роз- ведлива °Чтка

\Akpi[uk] ( r ; x,t)\ <

<  \0T0e XoLxTop( (u l , s 1), (u2 , s 2 )).

Доведення леми 4 випливає із оцінки

\AkPi[uk] ( r ; x,t)\ <

A k Pi[uk ](C; x , t ) ,C,

uk (Vi[uk Д ; x , t ) , 0

<  A o % p ( ( U , S1) , (u2, S2)) +
t

+  [  AoLx\Ak Pi[uk ](£; x,t)\ d£,

та леми Гронуолла-Беллмана.
(uk , sk) Є M  , k Є

{1 , 2},  ( x , t )  Є VTA [u ,s ] П VA  [u ,s \ modi cnpa-

глянемо можливі випадки. Я кщ о ві(Ь) <  х,  
то виводимо оцінку

\АкРі[ик,вк](х,Ь) \ =  \Акик(х,Ь)\ <

<  ра( (и і , в і ), (и2,в2)), УТІ П УТо , а також має місце обмеження
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\AkPi[P[uk,Sk]] (т ; x,t)\ <

<  Ao(1 +  Lx)Toex°LxT°p((u 1 ,S1 ), (u2 , S2)). 

Л е м а  5. Нехай (uk,Sk) є  M ,  (x , t )  Є



р Аик)(хАик,вк) (х 0 ) ;  х ,г) =  вк(х і [ик,вk] (x , t )), 
к є  { і ,  2},  для деякого і  є  { і ,  2 } ,  причому 
виконуються умови (6) (для, кожного набо­
ру  (ик,вк), к є  { і ,  2 } )  та, (13), тоді справе­
длива оцінка

\А кхі [ик,вк](х ,г)\ <
2 

л
Доведення леми. Нехай виконується 

р і [ик](х і [ик,вк] (х , г ) ; х ,г) =  вк(х і [ик,вk] (x ,t ) ) ,  
к є  { і , 2 } ,  х([и2,в2)(х,г)  <  х([и1, в 1 ](х ,г) 
(дане припущення не зменшує загальності 
розгляду, а робиться лише для визначе­
ності). Нехай го є  [хі [и2, в2](х, г), г], тоді 
справедлива оцінка

2
<  - ( \А кРі[ик](х і [и1,в1](х,г); х , г ) \+

+\А кві (х і [и ,в К М Ш  <

2

< 7 (ХоТовХоЬхТо +  і )р ((и 1, в1), (и2, в2)).

>

>

і
- Р і [ и 2](т; х , г )  — (в2)Д о)
ат т=іо

і
- Р і [ и 2] ( т ; ві(го),го) — (в2)'(го)
іт т=Іо

<  х (А0Т0вЛоЬхТо +  1)р ((и і , ві ), (и2, в2)). 
о

Лема доведена. □
Визначимо коефіцієнт к, для якого вико­

нується співвідношення (16):

\АкА3[ик,вк](і)\ <

<  / \А кд, (в (т),т,и (в (т),т))\іт <

<  У0 (1 +  Ь*х)Д р ((и  , в ), (и , в )).

Використавши отриману вище оцінку, за­
пишемо наслідок із леми 5.

Н а с л ід о к  4. Нехай (ик, вк) Є М ,  (х , і )  Є

Ло
л3 [и1 ’«1 ] л3 [и2 ’«2]

0 Г ^ і [и2](т; х ,г)

і
—о “ і і [и2](т; ві (го) ,г о)

т=Іо

т=Іо
>  5 -

То , виконується умо)а

Рі[Р[ик,вк]] (хі[Р[ик,вк], А 3[ик,вк]](х, і); х, і  ̂  =

=  А 3[ик,вк]^ х і [Р[ик,вк], А 3[ик,вк] ] (х , і )^ , к Є

{1 , 2 }, для, деякого і  Є {1 , 2 }, причому задо­
вольняються обмеження (8) (для кожного

ХА Рі [и ](го; х , і ) 0 о , и  (рАи](го;  х ,г )Д о)) — набору (ик ,вк), к є  { і ,  2 } )  та (13), тоді

5— Хі ( вl (t0), ^ , и2 (в1(t0), го ))

—ХоІ х\рі[и2](tо ;x ,t )  — ЛЛо^ >
А А

>  5  — ХоЦх ( 5  +  л )Т о >  5  — 2 = 2 .

справедлива, оцінка

Ак х і [р  [ик ,вк ], А«[ик ,вк ] ] (х0 ) <

2
<  - (Х о в ХоЬхТо +  д о )(і+ Іх )Т о р ((и 1 ,в1),(и 2 ,в2)).

5

Використавши дану оцінку та теорему Використавши наслідки 3 та 4, визначи-
Лагранжа, виводимо співвідношення

\рі[и2 Ш Д Л Л Л ; x ,t )—в1 (х i [u 1,в1 ](x,t))|
і

- Р і [ и 2](т; х , А  — (в2)/ (tо)
іт т=Іо

5

х

к,

відношення (17). Позначимо х л ’Л ,и ,3 =
х і [Р[ик, вк], А 3[ик, вк]] (х ,і) .

Отримаємо допоміжну оцінку

х \А кхі[и ,в ] ( х , і ) \ >  ^ \А кхі[и ,в ] ( x , і ) \, 

і0
між ку (х і [и2, в2](х, і), хі,[иі , ві ](х, і ) )  і, як на­
слідок, отримаємо оцінку

\А кхі [и к ,вк ](х ,і)\ <

\АкЗ, [ик,вк](t)| <
л2[ик’«к](і)

Ад і і ,  (y ,t, р  [ик ,вк Ау А А  і у

лі [ик ’«к](і)

<

2
<  5 \Рі[и2](х і [и1 Л К т А ; х А ) —

д „і

<  (Г2до(і +  їх )То  +  7 о (і +  Ьх)2БТо)х 

х р ((и 1, в1),(и 2, в2)) =  С 5Тор ((и 1, в1) ,(и 2, в2)).

к „П іл V л 3и к«Покладемо р і [р [ик, вк]](х, ; x ,t )
— ві (х і [и , в ] (x , t))| <  А 3[ик,вк](хР ’л3’ик’«к) , к  є  { і ,  2 } ,  для деякого
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j  Є {1 , 2},  тоді встановлюємо оцінку 

\АкAU[uk, s k](x,t)\ <

< А к j A \ u k, s k] ( х ^  ’5 ) , х

к к (  лв[„.к „П л P  ,As ,uk,sk\ „ р  ,A

P,As ,uk ,sk 
І

/ІМ і Р гЛ11 ,и1 ,31\=  А\[иі , в і] ( х і ), водночас з насту­
пною умовою  р і [Р[и2 ,в 2]](хР ,Л ,и ,3 ; х , і )  =
=  А 2 [и2 , в2] (х Р,Л ,и ,3 ). Цей випадок мо­
жна звести до попереднього, визначив­
ши належним чином проміжний елемент 
(и3 ,в 3) Є М

■p[uk sk] ( A s [ uk Sk] ( y r ’ASuks k) y rASuk>sk\ функцій (un, s 3), n Є [0 , 1] : s3 =  (s f , s|), де
[ ’ A A  [ , ](Xi ),X i Г  s3 (t)= m in ls1 (t).s2 (t)l.s3 (t)= m a x ls l(t).s2 (t)l,

k „П л P,As ,uk ,skJij [uk , s k ] ( x +

+

t

A k  J  f i\Pi[P[u ,s  ]](t; x , t ) ,T ,

P,As ,uk,sk

P [u k, sk](p i[P [u k, s k] ] ( t ; x , t ) , T ) j  dT <

< (Po max {S', C 3 }  +  0q(L*xS  +  L0) +  F j  x

в3 (і) =  ш іп{ві (і) ,в2 (і)} ,в3 (і) =  ш ах{ві (і) ,в2 (і)} 
і Є [0,Т)], ип =  (ип, . . . ,и П ) ,  д е  ип(х , і )  =  
циі (х ,і )  +  (1 — п)и2і (х , і ) ,  ( х , і )  Є УТ?. Лег­
ко бачити, що (ип, в3) Є М .  Зауважимо, що

0 2  и0 =  и2.
Л ем а 6. Нехай (ик,вк) Є М ,  к Є {1 , 2 }, 

тоді справедливі співвідношення:

Ри((иі , ві ), (ип, в3)) +  Ри((и2, в2), (ип, в3)) =  

=  Ри((иі ,в і ), (и2 ,в 2)), 

ш ах| Р3((и і ,ві ),(и п ,в3) ) ,р 3((и 2 ,в2),(и п ,в3 ) ) }  =  

=  Р3((иі ,в і ), (и2 ,в 2)),

X A k х
P ,As,uk ,sk + go(1 +  L*0)To +  max u V ) , ( u n ,s3) ) ,p ( (u 2 ,s2),(u n ,s3)) <

+ P 0C 5T0 +  foL*xTo\o (1  +  L*x)ToeXoLXT° +

u 1, s 1), (u2, s2)) +

2,s2)

.1 Д\ л .2 „2\<  p( (u1, s 1), (u2 , s 2)).

+  0 0 Pu((u ,s  ), (u ,s  )) +

<

2

+  P °L *xPs((u , s ) , (u ,s  )) <

m ax{S , C 3 }  +  0o(L*xS  +  L0) +  F  ) x

x ^ (^o6A° +  go)(1 +  L x)ToP((u1,s1) , (u2,s2)) +

+  \ 0 oL *x9 o(1 +  Lx)To +  AoC5T0 +

+ f o^o(1  +  L *x)ToeX° +  f o (1  +  L *x)TAj x  

x p ((u 1, s 1), (u2, s2)) +  AoUPu((u1, s 1), (u2, s2)) +

+  eUL*xPs((u 1, s 1), (u2 ,s2)) =
=  СбTop((u1, s 1), (u2, s2)) +

+  A0tPu((u1, s 1), (u2,s 2)) +

+  вUL*xPs((U1 , S1 ), (u2 ,s2 )).

Розглянемо і н ш и й  випадок. Нехай вико-
№Г 1 1Н 7 P ,As,u1 ,s1нується умова Fi[P  [u1, s 1 ]](Xi ; x,

Твердження леми випливає з наступної 
послідовності рівностей:

Pu((u1, s 1), (un, s3)) +  Pu((u2, s2), (un, s3)) =  

=  max \u3(x ,t )  — uП (x,t)\ +
iE{1 ,...,n}

(x,t)eVf) UVf)

+  max \u2(x ,t )  — uП (x,t)\ =
iE{1 ,...,n}

(x,t)eVfl UVf)

=  (1  — n) max \u1(x ,t )  — u2(x,t)\ +
iE{1 ,...,n}
p p e v f 3

+П max \u1(x ,t )  — u2(x,t)\ =
iE{1 ,...,n}
(;x,t)evs° 

max
iE{1 ,...,n} 

(xpeVf) UVf°

max \ui (x , t )  — ui (x,t)\
i£ { 1 ,...,n}

1 77S2

Pu((u1, s 1), (u2 ,s 2))

а також

t) =  max |ps((u1 F ),(uV,s3 )),Ps((u2,s2),(u4,s3))}  =
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max < max IS1 (t) — S3 (t) I
B 'e{l)2})te[0)Tor 3 3

max \S2(t) — S3(t)\
je{i,2},te[o,To]' 3 3WI

max \Sl (t) — S2(t)\ =  ps((ul ,Sl ), (u2, S2)) 
j e {2,2} 
te[0,To]

та послідовності оцінок: 

max ip ( (u l ,sl ), (un,s3)), p( (u2,s2) ,(un,s3

max )  m ax )  max \Sl (t) — S3 (t)\, 
3Ai,2} 3 3
te[0,To]

max \u2(x , t )  — uk) (x,t)\
i£{l,...,n}

(x,t)eVfl uv.fi

max < max \s2(t) — S3 (t)\
3Є{1 ,2} 
t£[0,To]

max \ui (x , t )  — uП (x,t)\,
iE{l,...,n}

(x,t)evf* uvf3

:m a ^ {m a ^ ( max \u2 ( x , t )  — uП (x,t)\,
i£{l,..,n}

[(xHevT uvfi

max \u2(x , t )  — uk) (x,t)\
i£{l,...,n}

(x,t)evf2 uvt3

max < max ISl (t) — S3 (t) I
1 3e{l,2},te[0,ToГ 3 3

max S J t )  — S,(t)\> > =
3e{l,2},te[o,ToГ 3 3 ' '

(1  — n) max \ui (x , t )  — ui (x,t)\
i£{l,...,n}
(x,t)evfo

max  ̂ max ISl (t) — S3 (t) I,
1 3e{l,2},te[0,ToГ 3 3

max  
je{1,2},te[0,To \\S2(t) — # ) \  <

max max \u2(x , t )  — u2(x,t)\,
i£{l,..,n}

(x,t)evfl uvfo

max \s1(t) — s2(t)\}  =  p ( (u1, s 1), (u2, s2)). 
j e { 1 ,2}
t€[0,To \

Лема доведена. □
Я кщ о при деякому п0 Є {0 ,1 }  правильна

P,As,un o ,s3 п ■рівність ХД =  0 , і, як наслідок, рів­
ність p i [V[uno, s 3\](xppA ,uV0,s ; x , t )  =  s0, t o

u def uno
P,As ,un ,s3Я кщ о ж  x  

значимо функцію
>  0, n Є {0 ,1 } ,  то ви-

Ф(п) =  Vi[P U V '  ]] (x '

— А з і ^ о. ° +  92(Фо, ° , а ))х

n S3]](x p ,A s s 3 x,  t) —

P,As ,un ,s3

Зауважимо, що ф(п) Є С [0,1}. Правиль­
ні співвідношення ф(0 ) <  во, ф(1) >  во, 
звідки виводимо існування значення щ Є 
( 0 , 1), для якого має місце рівність ф(щ) =  
во, і як наслідок отримуємо співвідношення

Т,Ла,пп 0 Л  п ізХі =  0 . В цьому випадку позначимо
3 (іеґ п.и3 =  ПП0.

Легко бачити, щ о елементи 
(иі , в і ), (и3 , в3 ) , а також (и2 , в 2 ), (и3 , в 3 ) 
відповідають умовам першого випадку. 
Таким чином, справедлива оцінка

18

\АкАи[пк,вк}(х,Ь)\ <

<  \Аи[п1 , в 1 }(х,Ь) -  Аи[п3, в3}(х,Ь)\+

+  \Аи[п2, в2}(х,Ь) -  Аи[п3, в3}(х,Ь)\ <  

{хі)ЄУ*0
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<  СбТор((и 1 , в 1 ), (из,в з)) +

+  в1), (u3, вз)) +
и 

90+  (u3, в3)) +

+  СбТор((и2,в 2), (из,в з)) +

+  в'иРи((и2 , в 2 ), (и3,в 3)) +

+  виЦ*хР«((и2 , в 2), (и3, в3)) <

<  2СбТор((и1, в1), (и2,в 2)) +

+  в иРи((и1,в 1), (и2,в 2)) +

+  2виї*хр«((и 1 , в1), (и2, в2)).

Використавши отримані оцінки, запише­
мо співвідношення

ру  (А и[и і,ві], А «[и і,в і]),

(A U[u2 , в 2] , А  [и2, в2])  ̂ <  (18)

<  (С 7То +  вu)р ((u 1 , в1), (u2 , в2)) +

+  20 U ІXPs((u1,в1), (и2,в2)). 
Визначимо квадрат оператора А  :

А 2[и, в] =  А *  А[и,  в] =
=  (А и[А[и,в]], А «[А [и ,в ]]),

а вищі степені оператора будемо обчислюва­
ти за рекурентною формулою

А п [и, в] =  А * А п - 1 [и,в] =

=  (А и[Ап -1 [и, в]], А 3 [Ап - 1 [и, в]]).

Використавши оцінку (18), встановимо
А 2 :

р (А 2[и і,ві], А 2[и2 ,в 2]) <

<  (С 7То +  вU)P(A [u 1, в1], A [u 2 , в2]) +
+  2вUL*XPs(A.[ul , вl ], А [и2, в2]) <

<  (С7То +ви^(С7То +  ви )р ((и і ,в і),(и 2 ,в2)) +

+  2 вULXPs((u 1 , в1), (u2 , в2) ^  +

+  2 ви ьхдо ( і  +  їх )Т о р ((и 1, в1), (и2, в2)) <

<  (С 7’2То +  (вU)2)P((u 1, в1), (u2 , в2)) +
+ 2 (в 0и)2їх р « ((и 1,в 1), (и2,в 2)),

а також  коефіцієнт стиску оператора А 3 : 

р ( А 3 [и і,ві], А 3 [и2 ,в 2]) <

<  (С 7Т0 +  в 0)P(A 2 [u1, в1], А 2 [и2, в2]) +

+  2 PoLХPз(A 2 [u1 , вl] , А 2 [и2, в 2]) <

<  (С 7Т  +вои)((С 7,2Т0 +  (Аои)2)р ((и і,в і),(и 2 ,в2)) +

+ 2(ви)2^Хр3 ((и1 , в1), (иА в2) ) )  +

+  2АЛХУ0 (1 +  LХ)TоP(A [u 1 , в 1], A[u 2 , в2]) <

<  (С 7,3Т0 +  (Po) 3 )P((u1, в1), (и2, в2)) +
+ 2 (в 0и)3іх Р 3((и 1,в 1), (и2 ,в 2)).

Використавши принцип математичної інду­
кції, встановимо коефіцієнт стиску операто­
ра А п :

р (А п [и і,ві], А п [и2 ,в 2]) <

<  (С 7Т0 +  вои)р (А п- 1[иі, ві], А п- 1[и2, в2])+  

+ 2 0 ио Ь*хР3 (А п - і [и і, в і], А п - і [и2 , в2]) <

<  (С 7Т0 +  вои^ (С 7 ;п - і Т  +  (вои)п - 1 )х

х р ((и і,в і) ,  (и2 ,в 2)) +

+  2(ви)n -lL Хpз((u 1 ,в 1 ), (u2, в2) ^  +  

+ 2 воиіхУ 0 (1 +  Ь°х)Т0 х  

Х р (А п - 2 [иі, ві], А п - 2 [и2 ,в 2]) <

<  (С 7,пТ  +  (вои)п)р ((и і, ві), (и2 , в2)) +

+ 2(в0u)nLХPз((u 1 ,в ) ), (u2, в2)) <

<  (С7,пТ0 +  Ю п(1 +  2ЬХ)) Р((иі ,в і) ,  (и2, в2)).

Оскільки ви <  1 (див. припущення 9 те­
ореми), то при достатньо великому значен­
ні п =  А  справедлива нерівність (ви)М (1 +  
2Ь*Х) <  1. Тому оператор А м є стискуючим, 
якщо

С 7N Т  +  (в о Т (1  +  2ІХ) <  1,

або

То <  Д ,  де То =в „ г г б _  і — ( в о Т ( і  +  2 їх )
С 7Н

Зафіксуємо параметр То =  Т0*, де Т0* <
т і п { т і Х Х Х Х } , т ;  <  Тб

дві
ЧНМО М *  =  М ( Т ° , и ° ,Ь * х , Ц ) .
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Таким чином, оператор А  переводить ме- II) простору М * .  На цьому відрізку обидва
тричний простір М *  в себе і його Ж-та сте­
пінь є стиском на елементах цього просто­
ру. Отже, за узагальненим принципом сти­
скую чих відображень існує єдина нерухо­
ма точка оператора А,  тобто  набір функцій 
(п*,8*) Є М * , щ о задовольняє операторну 
рівність

А[п*,в*] =  (п* ,8*), 

або систему рівностей

А*[п* , 8*](і) =  8* (і), і Є [0,Т*],

АУ\п*,8*](х,і) =  п*(х , і ) ,  ( х , і )  є  У®1.

Отриманий набір функцій є узагальне­
ним розв ’язком задачі (1) -  (4), причому він 
єдиний в метричному просторі М * .

Д оведемо єдиність узагальненого роз­
в ’язку задачі (1) -  (4) (без додаткової вимоги 
належності простору М * ) .  Нехай (п®,8®) -  
інший узагальнений розв ’язок задачі, визна­
чений на відрізку [0 ,Т о*], причому (п*,8*) =  
(п®,8®).

Я кщ о 8*(і) =  8®(і), І є  [0,То*], І  є  {1 , 2},

то покладемо t i 
визначимо

d e f .

def

ti =  inf 1 1Є [0, T0] : 3 j  Є {1 , 2 }, sj (t) =  8®(t) ^ 

тоді sj(t )  =  s®(t), t Є [0, ti], j  Є {1 , 2}.

тоді ü j ( x , t )  =  u®(x ,t ) ,  ( x , t )  Є Vts* , i  Є

розв язки задовольняють систему інтегро- 
операторних рівнянь

t

sj (t) =  s j ( t 2) +  J  gj ( s (T) ,T,Ü(s (T) ,T)) dr, 
t2

üi(x, t) =  Bj[ü,  s](x, t) +
t

+  J  fi(Vi[ü](T; x , t ) ,T ,ü (^i [ü ] (T ; x , t ) ,T))dT,

Xi[u,s](x,t)
(19)

Д 6

Xi[ü, s] (xo,to) =

=  min \ t Є [t2 ,to ] :(^i[ü](t;  x Q, t Q ) , t )  Є VT

,

Я кщ о п*(х , і )  =  п®(х , і ) ,  ( х , і )  Є У ® , і Є

{ 1 , п} ,  то  покладемо і 2 =  іі,  в іншому 
випадку визначимо

і2 =  іпі | і Є [0,і]_] : Зх Є [8І(і),8*(і)],

Зі Є { 1 , . . .  , п } , п * ( х , і )  =  п ® ( х , і ) ^ ,

а (тут позначено Хл^ == Хг[п, 8] ( х , і ) )

В * [п, 8] ( х , І) =

п*(фі[п](І2 ; х , і ) , і 2),
и.в ,

ЯКЩО Хі =  І2,

П І /  и,8\ и.в Л / / и,в\ и,в\
РіА 8(Хі ) ,Хі  ,п (8 (Хі ) ,Хі )> 

■АхА)

У  Різ (У, Хи’3 ,п (У, Хи’3) ) Лу
( и,В\■1 КХі ' )

якщ о фі[п](Хи,в; х , і )  =  8] (Хи,в). 

Позначимо через Ь®, Ь® спільні сталі Лі-
п * , п ® х,  І

відповідно, а через Т®  різницю Із — і 2, при­
чому вибором Із забезпечимо виконання не­
рівності

T® <  min
s j ( t 2 ) - s i ( t 2) 6 1

j
2 ш а х {$ , Л } ’ 2\0Ь®(Б+ Л ) ’ Ь® > 

Із системи (19) виводимо співвідношення

І

{ 1 , п} .  Очевидно, що і2 <  Т0
Таким чином, на відрізку [0, і 2] маємо рів-

(п* , 8* ) =  (п®, 8®) ,
ного Із є  (і2 , Т*] на відрізку [0, Із] отримаємо \8* (і) — 8] ( і )\ Б / І9з(8*(т) ,т,п*(8*(т),т)) — 
нерівність (п* , 8 *) =  (п® , 8 ®).

Розглянемо узагальнені розв ’язки зада­
чі ( і )  _  (4 ) на відрізку [і 2 , і 3], де значен- 

Із
ків виконувалася умова (6 ) та обмеження І),

ts
- g j ( s®(t ) , t , ü®(s®(t ) , t ))| dT <  

<  go(1 +  L®)T®p((üj , s j ), (ü®,s®)) 
=  C8T®p((üj , s j ), (ü® ,s®)).
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тт „ и*,3* , и® , 3® ,х і =  і 2 , х і =  і 2 , 
маємо оцінку

\В*[и*, в*](х, і)  — В* [и®, в®](х,і)\ =
=  \и*(Рі[и*](і2 ;х ,і), і 2) —и*(Р і [и®](і2;х ,і), і 2)\ <

<  Ь*хА0Т®єЛоЬ®Т®р((и* ,в*), (и®, в®)) <

<  Ь*хА0Т®єЛор((и* ,в*), (и®, в®)),

і, як наслідок, із системи (19) виводимо спів­
відношення

\и *(х , і )  — и ®( х , і ) \ <

<  \В* [и *, в * ](х, і) — В* [и®, в®](х, і)\ +

+

«і* (і)

Хі,(у , і , и *(у , і ) )  ду —
3* (і2)-шах{Я,Л}(і—І2)

3®(І)

Хіз(у , і , и ®(у ,і ) )  ду
3* (і2)-шах{Я,Л}(і-і2)

<

<  (2 Г С 8Т0® +  704 ш ах{Б , Л }Т 0®+

+  (в2(і2) — в1(і2) )70С9Т0®) Р((и *,в * ) ,(и ®,в®)) =  

=  С і0Т®р((и*,в*), (и®,в®)).

Нехай виконується р і [и*] (х и ’3 ; х , і )
® 3® и® 3®

+
=  в* ( х і ’3 ), Р і[и ® ](х Г 5 ; х , і )  =  в ® ( х Г ’3 ),

! і (р і[и*] ( т ; х, і ) ,т,и*(Рі[и*] ( т ; х,  і) ,т)) — для деякого і  Є {1 , 2 }, тоді правильна оцін-

І2 ка

—ї і (Рі[и®](т ;х , і ) ,т,и®(Рі [и®](т ;х , і ) ,т ) ) дт< \В*[и*,в*] (х ,і )  — В * [и®,в®](х,і)\ <

<  (Ь*хА0Т®єЛо +  ЗЬ®Т®А 0Т®еЛо +  З Т ® ) х  

хр((и*,в*),(и®,в®)) <  С 9Т®р((и*,в*),(и®,в®)). 

Отримаємо допоміжну оцінку

< +  70 ш ах{1 ,Ь ® }2Б Т 0*) +

+ в 0 (Ь®Б +  Ь ® )) и* ,3* и® ,3®
х і — х і +

[ (І)

Хіз (у , і , и *(у , і ) )  ду —

31(І)
4  (І)

Хіз(у , і ,и ®(у ,і ) )  ду

<

3® (І)

3*(І2 )+шах{ 7  Л}(І-І2)

<

Хіз (у , і , и  * (у , і ) )  ду —

3*(і)
3* (І2)+шах{7  Л}(І-І2)

Хі, (у , і , и ®(у , і ) )  ду

3® (І)

+  (в0Ь®С8Т® +  в 0С і0Т®)р( (и*,в*), (и®, в®)) +  
+виРи((и *,в*), (и®,в®)) <

<  в (Г2Б +  70 ш ах{1 , Ь® }2Б Т0*) +

+ в 0 (Ь®Б +  Ь® ) )  2 (А0ЄЛо +  С8)Т0®х 

х р ( ( и * ,в *), (и®,в®)) +
+  (в0Ь®С8Т0® +  в 0С і0 Т® +  ви) х

х р ( (и * , в *), (и®, в®)) =
=  (С ііТ 0® +  ви)р((и*,в*), (и®,в®))

і, як наслідок, із системи (19) виводимо спів­
відношення

\и *(х , і )  — и®( х , і ) \ <

+  <  \В*[и*,в*] (х , і )  — В*[и®,в®](х,і)\ +

+

3* (І2)-шах{ДЛ}(І-І2) +

Хіз(у , і , и *(у , і ) )  ду —
31 (І2)+шах{ 7  Л}(І-І2)

J  ! і (Р і[и *](т; x,і) ,т,
Хі[и*, 3* ](х , і)

и *(Рі[и*] ( т ; х , і ) ,т )) дт —
3* (і2)-шах{Я,Л}(і-і2)

Хіз(у , і , и ®(у , і ) )  ду
31 (І2)+шах{5 ,Л}(і-І2)

+ 0 (Рі [и®](т; x,і) ,т,

Хі [и® ,3®](х,і)
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u ® (^ [u ® ](r ; x , t ) , T )) dr <

<  ( c n T® +  eu  +  foL®T®\oT®ex° +

2 \ 
+ fc T 0® +  F - (ЛсеЛо +  G O T® ) x

< G13
і — д

IT fp ( (u  * ,s *), (u®,s®))  =
I
=  C i4T0®p((u*,s *), (u®,s®)).

(

ui(sj  (t ) ,t )  =  Aij

S2(t) \
s ( t ) , t , J  Yij(V, t ,u ( V, t ) )dV

V )
j  Є {1,  2} , i Є Ij U Із

тобто функції в з ( в , і , у )  : К 4 ^  К  не зале­
ж ать від змінної и, то при формулюванні те­
ореми можна відмовитися від обмеження 9),

в  и =  0.

х р ( ( и * ,в *), (и®,в®)) <  

<  (С 1 2Т® +  ви)р((и*,в*), (и®, в®)).

Зауважимо, щ о інші випадки поведінки 
характеристик р і [и*] ( т ; хД ) ,  р і [и®](т; хД )  
зводяться до розглянутих. Таким чином, 
встановлюємо загальну оцінку

р( (и*,в*), (и®,в®)) <

<  ( (С 8 +  С 9 +  С 12)Т0® +  ви )  х

х р((и* ,в*), (и®,в®)) =  

=  (С 13Т® +  ви)р((и*,в*), (и®, в®)).

Врахувавши нерівність ви <  і, перепи­
шемо цю оцінку в такому вигляді

р( (и*,в*), (и®,в®)) <

і3

С 14Т® <  1

і, як наслідок, виводимо співвідношення

р( (и*,в*), (и®, в®)) <  р((и* ,в*), (и®, в®)).

Отримана суперечність доводить, що 
(и*,в*) =  (и®, в®) на відрізку [0 ,Т 0*].

□
Зауваження 1. Я кщ о крайові умови (4) 

мають дещ о спрощений вигляд
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