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Н Е К О Р Е К Т Н О  П О С Т А В Л Е Ш  П Е Р Ю Д И Ч Ш  К Р А Й О В Х  З А Д А Ч !  З 
З О С Е Р Е Д Ж Е Н И М  З А П І З Н Е Н Н Я М

Використовуючи метод найменших квадратів, побудовано псевдорозв’язок некоректно по
ставленої періодичної крайової задачі з запізненням в критичному випадку у вигляді розви
нення в узагальнений поліном Фур’є.

We construct a new pseudosolution of rncorrect регіоііісаі boundary value problem for a system of 
dіfferentіal equations w!th delay іп critical case. Usrng the least squares method we expand solution 
of rncorrect period^a! boundary value problem іп generahzed Fourier polynomіal.

1. П о ста н о в к а  за д ач і. Дослідж ено за
дачу про побудову наближень до псевдоро- 
зв ’язку г ( і )  : г (•) Є С  " ^ Т ] лінійної систе
ми диференціальних рівнянь із зосередже
ним запізненням [1, 2, 3, 4]

д .г (і)/ д і =  А ( і ) г ( і )  +  В ( і ) г ( і  — Д ) +  / ( і ) ,  (1)

які задовольняють крайову умову

© • ) : =  г (0 ) — г ( Т )  =  0, Д  Є Е 1. (2)

Т у т  А ( і ) ,  В  ( і )  — неперервні Т  — періодичні 
(п  х  п)  — вимірні матриці, / ( і )  — неперервна 
Т  — періодична вектор-функція. Я к  відомо, 
у  критичному випадку [4], а саме — за умови 
існування Т  — періодичних розв’язків

г 0( і , с т) =  Х г (і)От, сг Є Е

однорідної частини

йг0( і )/й і  =  А ( і ) г 0( і )  +  В  ( і ) г 0( і  — Д )  (3)

системи ( 1), а у  випадку сталих матриць 
А ( і )  =  А  та В  ( і )  =  В ,  — за умови існува
ння суто уявних коренів характеристичного 
рівняння

det A  +  Be -ХА — \I„

А ( і ) =  А  та В ( ї )  =  В  число г  <  2п [5]. У  
критичному випадку спряжена система [4]

Ау( ї ) /Сі =  - А *{г )у{г )  — В *( ґ ) у ( і  +  А')

має сім ’ю Т  — періодичних розв ’язків вигля

ду
у( ї ,Ог ) =  Н г ( І ) От, сг Є Е т. 

Припустимо, що умову розв ’язності [4]

[  Н * ( в ) / ( в )  сів =  0 
а0

не виконано; при цьому задача ( 1), ( 2) 
стає некоректно поставленою [6]. Т у т  Н г ( І )  — 
(п  х г ) — матриця, складена з г — лінійно- 
незалежних Т — періодичних розв ’язків 
спряженої системи.

Метою цієї статті є побудова наближень 
до псевдорозв’язків крайової задачі ( 1), ( 2) 
у  вигляді часткових сум узагальненого ряду
Ф ур ’є [7, 8, 9]

г \ ї ,  с) =  ф(ї )  ■ с, с Є Е к;

тут <£>і ( і ), ^ 2( І ) ,  ... , <Рк(ї), ... — система 
лінійно-незалежних вектор-функцій,

^ ( t )  =  ф і ( і )  V2(t )  ... Vk(t ) )  Є R
ьпх k

періодична задача для  рівняння (3) розв ’я 
зна не для  всіх вектор-функцій / ( і ). По
значимо ( п  х  г ) — вимірну фундаментальну 
Т  — періодичну матрицю Х г ( і )  системи (3). 
Зазначимо, що у  випадку сталих матриць

За схемою методу найменших квадратів [7, 
8] шукаємо мінімум норми нев’язки дифе
ренціальної системи ( 1) і крайової умови ( 2)

А ( ^ ( ^ ) , с ) A ( t ) z \ t )  +  B  ( t ) z \ t  — A ) +
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+ / ( і )  — й г \ і ) / д і  

Т у т  [10]

+
Ь2[0;Т ]

& ( ■ )
пп

єдиний і забезпечує мінімум функції 
А ( р ( ^ ) , с )  д ля  фіксованої матриці р ( і ) .

Т ео р ем а . За умови

2 г -

Л ( і ) г \ і ) + Б ( і ) г \ і —А ) + / ( і ) —дг^/ді
Ь2 [0;Т]

ё еЫ  Г ¥ ( • ) +  Г Ы  • )

Т
Л ( і ) г ^ ( і )  +  Б ( і ) г  ̂ (і — А )  +  / ( і )  —

—йг\ і )/б , і\  ( Л ( і ) г ^ ( і )  +  Б ( і ) г ^ ( і  — А )  +

+ / ( і )  — й г \ і ) / й і^  йі. 

Позначимо (п  х  к) — матрицю

Ф ( і ) Л ( і ) ^ ( і )  +  Б ( і ) ^ ( і  — А )  — Р' і ( і )

та (к х  к ) — вимірні матриці Грама

Г
Т

Г

^ 0  

£р ( )

Ф * ( і )  • Ф ( і )  йі,

£ф( -).

Г ф ( -) + Г •с =  — [  ф* ( і ) / ( і )  йі 
ио

однозначно розв язного за умови невиро-

+  гдженості матриці Г  

маний псевдорозв'язок

г^(і ,  с*) =  — р ( і )  х

Т
Г +  Г £<р( • )

і

=  0 (5)

формула (4)  визначає найкращий серед фун
кцій вигляду г^(і ,  с) =  р ( і )  • с псевдорозв’язок 
некоректно поставленої  крайової задачі (1 ), 
(2).

Доведена теорема узагальнює відповід
ні твердження для  некоректно поставлених 
крайових задач [1, 9] на випадок періоди
чних задач із запізненням.

П р и к л а д  1. Побудуємо наближений  
псевдорозв’язок некоректно поставленої  
Щл — періодичної  крайової задачі для рівнян-2п
з

ня

г ' ( і )  =  3 г ^ і  — 2 ^ +  йіп 3і. (6)

Д ля  фіксованої матриці <р(Ь) мінімум фун
кції А ( р ( • ) , с )  існує, оскільки неперервна 
невід’ємна функція досягає мінімуму. Не
обхідна умова мінімізації норми нев’яз- 
ки А ( р ( • ) , с )  наближеного псевдоров’язку 
гЦ і ,  с) =  р ( і )  • с крайової задачі ( 1), ( 2) при
водить до рівняння

Характеристичне рівняння однорідної 
частини рівняння (6), має прості суто уяв
ні корені р =  ± 3 і,  тому 2П_  періодична за
дача д ля  рівняння (6) критична. Спряжене 
рівняння, яке відповідає однорідній части
ні рівняння (6) має два лінійно-незалежних 

періодичних розв'язки

ф і ( і )  =  СОБ Зі, ф2( і )  =  БІпЗІ.

2п
з

. Отри-

При цьому 2п — періодична задача для  рів
няння (6) не коректна, оскільки неоднорі
дність рівняння (6) не ортогональна бази
су розв'язків спряженого рівняння, яке від
повідає однорідній частині диференціально
го рівняння (6). Д ля  побудови наближено
го псевдорозв'язку некоректно поставленої 
2П — періодичної крайової задачі д ля  рівня
ння (6) за формулою (4) покладемо

Р і ( і )  =  

при цьому

1 і  і 2 і 3 і 4 і 5 і 6 і 7 і 8 і 9

Ф * ( і )  • / ( і )  йі.

(4)
ёе ! Г  р і ( • ) + Г  £ р і ( • ) 1, 52 867• 106 =  0.
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Отриманий за формулою (4) псевдорозв’я- 
зок

z 4 t )
353 2 150t 2 489t2 2 783t3

+  ------- - ^ r — +
1 291 1 373 3 812 1 719

1 397t4 1 101t5 281t6 61t7 18t8
+  +  — — — — — —  — — — ̂  — — +

3 387 2 375 3 183 1 328 2 509

3t9

3 082

має нев язку

V iO 2, 00 017.

det =  1 348 358 400 • я 6 =  0.

рівняння (7) має нетривіальний Щп — періо
дичний розв ’язок

y ( t , c r ) =  H r (t ) c r , cr Є R 2.

Т ут
H r ( t )  = \  sin3t cos3t  ]

Д ля  матриці

p 2(t )  =  [ sin 6t cos 6t sin9t cos9t  sin 12t cos 12t\. 

умова (5) виконується, оскільки

— (1 х 2 )— матриця, складена з двох лінійно- 
незалежних — періодичних розв ’язків 
спряженого рівняння. При цьому — пері
одична задача для  рівняння (7) коректна, 
оскільки неоднорідність рівняння (6) орто
гональна базису розв'язків спряженого рів
няння, яке відповідає однорідній частині ди
ференціального рівняння (7). Д ля  побудови 
наближеного розв 'язку коректно поставле
ної — періодичної крайової задачі д ля  рів
няння (7) за формулою (4) покладемо

V5(t ) sin 6t cos 6t sin 9t cos 9t sin 12t cos 12t

при цьому

Отриманий за формулою (4) псевдорозв’я- 
зок z* ( t )  =  0 має нев’язку

=  1

меншу від нев’язки, яка відповідає матриці
p i ( t ) .

Н а с л ід о к . За умови (5)  формула (4) 
визначає найкраще серед функцій вигляду 
z * ( t , c )  =  p ( t ) - c  наближення до р о з в ’язку ко
ректно поставленої  крайової задачі (1 ), (2).

П р и к л а д  2. Побудуємо наближення до
і " 2прозв язку коректно поставленої 21 — періо

дичної крайової задачі для рівняння

z ' ( t )  =  3z^ t  — 2 ^ +  cos 6t. (7)

det Г  V5( ) 1 348 358 400 • п6 =  0.

Отриманий за формулою (4) наближений 
розв'язок

1 2
z* ( t )  =  —  cos 6t +------ sin 6t

w  15 15

являє собою точний частинний у  — періоди

чний розв ’язок рівняння (7). Загальний у  — 
періодичний розв ’язок рівняння (7) має ви
гляд

z0( t , c r ) =  X r ( t ) c r +  z* ( t ) ,  cr Є R 2.

Т ут
X r ( t )  =  [ sin3t cos3t  ]

— (1 х 2 )— матриця, складена з двох лінійно-
2п • ) 'незалежних -у — періодичних розв язків 

однорідної частини рівняння (7).

+

Характеристичне рівняння однорідної 
частини рівняння (7), має прості суто уяв
ні корені р =  ± 3 і,  тому у  — періодична за
дача для  рівняння (7) критична. Спряжене 
рівняння, яке відповідає однорідній частині
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