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З О Б Р А Ж Е Н Н Я  2 -П О Р О Д Ж Е Н И Х  В Ш Ь Н И Х  Н А Ш В Г Р У П  
П Х Д С Т А Н О В К А М И  Н А Т У Р А Л Ь Н О Г О  Р Я Д У

У роботі побудовано зображення вільної напівгрупи рангу два, що породжується підста­
новками натурального ряду.

Presentations of a free semigroup of rank two generated by permutations of natural numbers 
are constructed in this article.

Нехай 5 (М) -  симетрична група підстано­
вок нескінченного степеня. Я к  доведено Д і­
ксоном [1], “більш ість” підгруп групи 5 (М) 
є вільними. Однак, конкретного зображен­
ня вільної групи підстановками із 5 (М) до 
сих пір не побудовано. Із такого зображе­
ння можна було б отримати відповідне зо­
браження вільної напівгрупи підстановками 
нескінченного степеня. У  даній роботі, кори­
стуючись певною геометричною інтерпрета­
цією підстановок групи 5 (М ), побудуємо зо­
браження вільної напівгрупи рангу 2 саме 
підстановками групи 5 (М ).

Отже, розглянемо довільну підстановку 
f  Є 5 (М ), яка задається таблицею
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графіка Г f  функції f  можемо з ’єднувати і 
таким чином будувати відрізки, які сполу­
чають точки даного графіка. Отже, нехай 
L f  -  множина усіх відрізків, кінцями яких є 
довільні дві різні точки графіка Г f .

Нехай (І) Є L f  -  відрізок, що сполучає 
деякі довільні точки графіка ^  із коорди­
натами (і , а,), ( і ,  ау), і =  і . Тоді під дією 
довільної підстановки д Є 5 (М) відрізок (І) 
переходить у  відрізок ( І ' ) , який сполучає то­
чки з координатами (і, д (а і ) ) ,  ( і ,  д © )).

Має місце наступне твердження.
Л е м а  1. Нехай f  Є 5 (М) і виконуються  

наступні умови:
1) підстановка f  включає в себе блок

і ■■■ і
аі ... а

яким побудована послідовність нев ід ’ємних  
чисел (кт)т=0, к0 =  0, таких, що виконую­
ться нерівності:

A
1 і з ■ , ■

—  =  — , г =  з , за 
ai a і

називатимемо блоком таблиці ( 1) довжини 
т .  Вважатимемо, що блок В  передує блоку 
А  таблиці ( 1), якщо найбільше число першо­
го рядка блоку А  є меншим, ніж  найменше 
число першого рядка блоку В . При цьому 
використовуватимемо позначення: А  <  В.

Представлення підстановки f  у  вигляді 
таблиці ( 1) розумітимемо ще, як таблицю 
значень бієктивної функції f  : М ^  М. То­
му, нехай ^  =  { ( і ,  а, )  Є М2 | і Є М } -  гра­
фік функції f , який представляє собою на­
бір точок сітки М2 на площині К 2. Точки

г <  j  <  a* <  a* <  a* +  k1 <  a* +  k1 <

m m

<  a* +  ^  ks <  a* +  ^ 2  ks <  ■■■,
s=1 s=1

де a* =  m in {a i , a j },  a* =  m a x {a i , a j } ;

<

2) послідовність блоків (A m)m= 1 таких.
що

Am

/ m-1
a* +  ks

s=0 
m

a* +  ks
s=0

є блоками підстановки f .

m -  1
a* +  ks

s=0 
m

a* +  ks
s=0
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Тоді, під дією довільної  и-кратної під­
становки / ( и- го степеня підстановки / )  
відрізок ( І ) ,  що з ’єднує точки графіка Г/ із 
координатами (і, аі ), ( і ,  а^) переходить у 
відрізок, паралельний до ( І ) .

Д о в е д е н н я .  Зазначимо, що послідов­
ність блоків (А т)т=0 підстановки / визна­
чено коректно, оскільки з умов 1) та 2) 
сформульованого твердження випливає, що 
А 0 <  А і  <  ... <  А т <  ..., тобто підстановка 
/ із описаною послідовністю блоків (А т)тт=0 
є такою, що здійснює бієкцію множини N  в 
себе, може бути побудована.

Нехай ( І )  -  відрізок, що сполучає точки 
з координатами (і, аі), ( і ,  а^). Тоді, д ля  до­
вільної и-кратної (и  Є N  підстановки / (п), 
відрізок ( І )  переходить у  відрізок ( Іп), який 
сполучає точки з координатами ( і, / {n)(ai ) ) ,  
и ,  /{п)(аі ) ) . А л е  згідно із умов 1) та 2) 
сформульованого твердження маємо, що

п

/ (п) (аи) =  ак +  ^  ks, к Є { і ,  і } ,  и Є N.
в=1

Тоді відрізки, які з ’єднують точки з ко­
ординатами ( і , аі ), ( і ,  а^) та ( і, / (п)(аі ) ) ,  
( і ,  / (п)(а і ) ),  и Є N  є паралельними, що й 
потрібно було довести. □

Нехай / -  підстановка симетричної групи 
Б ( ^ ,  д ля  якої виконуються дві умови дове­
деної леми 1 щодо структури ї ї  таблиці, а 
саме, входження до неї послідовності блоків 
(А т)тт=0 вказаного вигляду.

Розглянемо підстановку д Є Б ( ^  таку, 
що до ї ї  таблиці входить послідовність бло­

ків ( А т)тт=2 та блок виду

А
кі

а
а* +  кі

місце рівність підстановок д)  =  д). 
Тоді, оскільки Н  -  напівгрупа із скорочен­
ням, то слова и та V мають різні закінчен­
ня. Нехай для  визначеності слово и закінчу­
ється літерою  f , а слово V відповідно закін­
чується літерою  д. Тоді, маємо

и и ,  д ) =  g ) f (а), ^ ,  д ) =  v ( f ,  д ) д (в\

де а, в  Є N  підслово и слова и або закінчу­
ється літерою  д, або є порожнім; аналогічно 
підслово V слова V або закінчується літерою  
f , або є порожнім.

Розглянемо відрізок ( І ) ,  що сполучає то­
чки з координатами ( і, аі), ( і ,  а^). Знайдемо 
дію підстановок u ( f ,  д)  та v ( f ,  д)  на відрізок 
( І ) .

Отже, згідно із лемою 1, під дією підста­
новки f (а) відрізок ( І ) переходить у  деякий 
відрізок (Іа), який паралельний до ( І ) . При 
цьому відрізок ( Іа) сполучає точки з коор­
динатами

і, аі ^   ̂кв
в=і

І , а1 +  ^  к
в=1

Якщ о слово и є порожнім, то маємо оста­
точно, що під дією підстановки u ( f ,  д)  від­
різок ( І ) переходить у  паралельний до нього 
відрізок.

Нехай слово и не є порожнім і набір чисел 
р і , р 2, ..., р г , г  Є N  є набором натуральних 
показників літер f  та д у  слові и, зведено­
му до такого вигляду, що поряд записані рі­
зні підстановки множини { f ,  д }  з відповід­
ними показниками. Тоді під дією підстанов­
ки U ( f ,  д)  відрізок ( Іа) переходить у  відрі­
зок, який з ’єднує точки з координатами

Має місце наступне твердження.
Теорем а.  Напівгрупа Н , породжена під­

становками /, д Є Б ( ^ ,  є вільною напів- 
групою рангу 2 відносно вільної  бази {/,  д} .

Д о в е д е н н я .  Нехай и(/,  д)  та и(/, д )  -  
різні напівгрупові слова у  розумінні граф і­
чного порівняння слів над множиною літер 
{/, д } .

Припустимо, що напівгрупа Н , породже­
на підстановками / та д , не є вільною і має

р+а

i, аі ^   ̂кв 
в=і

р+а

^, а  +  ^  к
в=1

де р =  'Рі +  Р 2 +  ... +  Р г .
Таким чином, під дією підстановки 

и(/,  д)  відрізок ( І )  переходить у  паралель­
ний до нього відрізок.

і і
Оскільки — =  — , то відрізок ( І )  не па- 

аі aj
ралельний прямій у =  х, а отже, будь-яке 
напівгрупове слово т =  т(/,  д)  над множи­
ною літер { / , д } ,  яке закінчується літерою

а
*а
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f , не є тотожною підстановкою, бо під д і­
єю підстановки т на відрізок (І) одержуємо 
відрізок, що паралельний до (І).

Розглянемо тепер підстановку v ( f ,  д). 
Оскільки підстановка д включає в себе блок 
А і  вказаного вигляду, то під дією підста­
новки д відрізок (І) переходить у  відрізок 
( І ' ) , який сполучає точки з координатами 
(і, аі  +  к\), ( і ,  аі +  к\). При цьому відріз­
ки ( І ) та ( І ' ) не паралельні.

Оскільки послідовність блоків (А т )+ = 2 
входить до структури підстановки д , то під 
дією в  -кратної підстановки д (в  відрізок (І) 
переходить у  відрізок (І'в), який сполучає то­
чки з координатами

г, aj
в

+  ks
s=1

j ,  a +  Е  0 .
s=1

г, aj
q+в

+  ks
s=1

q+в
j ,  ai +  ks

s=1

Отже, під дією підстановок u ( f ,  д)  та 
v ( f ,  д)  на відрізок (І) одержуємо різні обра­
зи відрізка (І), тобто ці підстановки різні. 
Отримали суперечність. Цим доведено, що 
напівгрупа Н , породжена підстановками f  
та д , є вільною напівгрупою рангу 2 відно­
сно бази { f ,  д} .  □

Л е м а  2. Напівгрупа, породжена підста-
новками

f  (x )

g (x )

3r +  1, якщо x  =  3r — 2, 
3r +  2, якщо x  =  3r — 1, 
{3 r  — 6}  , якщо x  =  3r,

f  (x ) ,  якщо x  Є {4, 5 } 
8, якщо x  =  4,
7, якщо x  =  5,

де

Том у відрізки (І) та (І^) не паралельні.
Отже, якщо слово V є порожнім, то під 

дією підстановки v ( f ,  д)  відрізок (І) перехо­
дить у  відрізок, що не паралельний (І).

Нехай слово V не є порожнім і, є зведе­
ним до такого вигляду, що поряд записа­
ні різні підстановки множини { f ,  д }  з від­
повідним набором натуральних показників: 
рі ,  р'2, ■ ■■, р[, і  ^N1 Тоді, під дією підстановки 
V відрізок (І'в) переходить у  відрізок, який 
сполучає точки з координатами

{3 r  — 6}
1 , якщо r  =  1 ,
2, якщо r  =  2 ,
3r — 6, якщо r  >  2,

x, r  N ,

є вільною 2-породженою напівгрупою відно­
сно вільної  бази { f , g } .

Д о в е д е н н я .  Справді, до структури під­
становки f  входить послідовність блоків

Am
3m  +  1 3m  +  2
3m  +  4 3m  +  5

, m  Є N  U {0 } ,

де д =  р1 +  р2 +  ... +  р[, і паралельний до 
відрізка (І'в).

Таким чином, під дією підстановки 
v ( f ,  д)  відрізок (І) переходить у  відрізок, 
який паралельний до відрізка (І ')  і не па­
ралельний відрізку ( І ).

Також зазначимо, що оскільки вектор 
{ І  — і, аі — а2}  паралельний до (І ') і не па­
ралельний вектору { 1, 1} ,  то відрізок (І ') не 
паралельний прямій у =  х, а отже, будь-яке 
напівгрупове слово т =  w ( f ,  д), яке закін­
чується літерою  д , не є тотожною підстанов­
кою, бо під дією підстановки т на відрізок 
(І) одержуємо відрізок, що паралельний до 
( І ' ) і не паралельний прямій у =  х .

8 7
доведеною теоремою

що описана в умовах леми 1. А  підстановка д 
отримується із підстановки f  лише шляхом

заміни блоку А і  на блок А і 4 5

Отже, згідно із 
напівгрупа, породжена підстановками f  та 
д, є вільною напівгрупою рангу 2 відносно 
вільної бази { f ,  д} .  □

С П И С О К  Л І Т Е Р А Т У Р И

1. Dixon  J.D. Most finitely generated 
permutation groups are free // Bull. London 
Math. Soc. -  1990. -  22 . -  P. 222-226.

122 Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 3.


