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У М О В И  О Б М Е Ж Е Н О С Т І  Р О З В ’Я З К І В  
Н Е Л ІН ІЙ Н О Г О  Р ІЗ Н И Ц Е В О Г О  Р І В Н Я Н Н Я  F (xn , x n -1 , x n-2 ) =  yn

Наведено умови Існування обмежених розв’язків нелінійного різницевого рівняння 
F ( X n , X n - l , X n -2 )  =  У п , n  Є Z.

We obtarn a condltlons for the ex!stence of bounded solutions of nonhnear dlfference equatlon 
F ( X n , X n - l , X n -2 )  =  У п , n  Є Z.

1. О сн ов н и й  о б ’єк т  д о с л ід ж е н ь . По- має обернений неперервний оператор, позна- 
значимо через дійсний банаховий прос- чимо через K.
тір усіх обмежених двосторонніх числових Т е о р е м а  1. Якщо для кож ного  числа 
послідовностей x  =  ( x n )neZ з нормою H  >  0 існують такі число r  >  0 і точка

lx I L  =  sup \xn\.
n£Z

(k0, k 1,k2) Є K,  що виконується нерівність

max \F(x0, x 1, x 2) — (k0x 0 +  k1x 1 +  k2x 2)\ ф 
Розглянемо нелінійне різницеве рівняння

F (x n ,  x n - 1 , x n - 2) =  yn, n Є Z , (1)

\xi \ 
|Ж2І<Г

де У  : М3 *  М -  неперервна функція і ^  м ^ - і  й (3)
У =  (Уп)пЄІ, -  довільний елемент простору коМ,к2 Ь{1Х ,1Х )

Іж. Окремими випадками цього рівняння є то для кожного  у  =  (уп)пЄг Є Іж рівняння  
різницеві рівняння ( 1) у просторі Іж має хоча б один р о з в ’язок

і т т ґ   ̂ и Х (х п)пЄ2-Хп +  Н  (Хп_ 1,Хп_ 2 ) =  уп, П Є  £,  ттп 4 п п Це теорема -  окремий випадок тверджень
і про існування обмежених розв ’язків різни­

цевих рівнянь з використанням локальних 
Хп +  / ( х п і ) +  9 (хп - 2) =  уп , п Є Z , лінійних апроксимацій рівнянь [1,2].

де Н  : М2 *  м, / : м  *  м  і д : м  *  м  -  Щ о6 можна бУло  застосувати теорему
• і 1 до рівняння ( 1), потрібно знати нормунеперервні функції. ,, У  1 ^ й ^ 1 ■у

Нас цікавитимуть умови існування обме- II коМ М иь ( іх ,іх ) - 
жених розв ’язків рівняння ( 1). Оскільки

2. О сн ов н и й  р езульта т . При дослідж е­
нні рівняння ( 1) будемо використовувати лі- коММ о 1,кі/ко,к2/ко

нійний оператор Ок0укі,к2 : Іж * Іж, що ви- і у  випадку ( к о ,к і ,к 2) Є К  
значається рівністю

\\б -  1 й =
©ко,кі,к2х )п  =  коХп +  к1Хп-1 +  к2Хп-2. (2) кокіМІ1Ь(1™’1™)

D -1
1,к\/ко,к2/ко L(l0

Т у т  к0, к1 і к2 - такі дійсні числа (к0к2 =  0), =  \к0\-1
що оператор к0,к1,к2 має неперервний обер­
нений Б - 0̂ кі к2, х  =  (х п)пє2 є елементом про- то при застосуванні теореми 1 до рівняння 
стору Іж і п Є Z . (1), досить знати норму оператора 0 - к 2 к2

М ножину всіх трійок (к0, к1, к2) Є М3, д ля  для  (1, к1, к2) Є К.  Тому далі приділимо ува- 
кожної з яких к0к2 =  0 і оператор Ок0укі ,к2 гу  знаходженню цієї норми.
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Зазначимо, що завдяки (4) в теоремі 1 Легко переконатися, що оператор Б — к1 к2 
співвідношення (3) можна подати у  вигля- у  випадках 1) і 6) подається у  вигляді 
ді

т а х  \Б(х0, х і,ж 2) — (к0х 0 +  кщ і +  к2х 2)\ 1
|жо|Уг 
| ж 11
|Ж2І7̂

ког

В
- і

кі/ко,к2/ко

-  н .

А2 +  к іА  +  к2 — 0. (5)

Розв ’язками цього рівняння є дійсні числа 

— кі — у/к 2 — 4к2
А

А2
— кі +  у/к 2 — 4к2

якщо к2 — 4к2 >  0, і комплексні числа

А
—к і — % 2  4к2 — к

(В - кЬк2 у ) п Е ( а ;  +  а ; “) и„ . т,
т=0

у  випадках 2) і 7) -  у  вигляді

(В  1,кі ,к2 у)п

3. З н а х о д ж ен н я  н ор м и  або  о ц ін ­

к и  н о р м и  о п ер а т о р а  В —кі к2 • Розглянемо 
квадратне рівняння

1 0
—  у :  (А ?  +  А ? ) Уп+2-,

т=—оо

у  випадку 3) -  у  вигляді

(В  1кі ,к2 у )п  

— і
т

^ р ; Уп—т +  Ь ^  ^ т +  і Уп— а /  у р  і Уп—т
6) т =0 т = —те

де
(Р і +  кі ) (к і Р 2 +  к2)П --- І —І— •

7)
а — 1 +

Ь — -

к2Р2 

к і +  р  і

к2

р і — А і і р 2 — А2, якщо к і <  0,

(9)

:ю )

: і і )

; і 2)

; із )

1 4 )

А2
— кі +  їу/4к2 — к 2

якщо к 2 — 4к2 <  0.
Зазначимо, що визначений рівністю (2) 

оператор Пк0)кі,к2 при к0 =  1 має неперерв­
ний обернений Б —к1 к2 тоді і тільки тоді, ко­
ли

(А  і, А2}  П ( г  Є С  : \г\ =  1 } =  0  (8)

(див., наприклад, [3]).
Розглянемо випадки:

1) А і, А2 Є К, \Аі\ <  1, \А2\ <  1 і А і =  А2;
2) А і, А2 Є К, \Аі\ >  1, \А2 \ >  1 і А і =  А2;
3) А і ,А 2 Є К  і \А і\ <  1, \А2 \ >  1 або \А і\ >  1, 

\А2\ <  1;
4) А і, А2 Є К, \Аі\ <  1, \А2 \ <  1 і А і =  А2;
б) А і, А2 Є К, \Аі\ >  1, \А2 \ >  1 і А і =  А2;
6) А і, А2 Є С  \ К, \Аі\ <  1 і \А2\ <  1;
7) А ь  А2 є є  С  \ К, \А і \ >  1 і \А2\ >  1.

Очевидно, що тільки в цих випадках ви­
конується співвідношення (8).

Р і — А2 і р 2 — А і , якщо к і >  0, 

у  випадку 4) -  у  вигляді

( В  — кі,к2 У ) п — 5 ] (1 +  т ) А ;  
т =0

і у  випадку 5) -  у  вигляді

( В —кі, к2 у )п

т ) А 1 уп—т

к2
Е  (1 — т ) А ;т ) А і уп+2 —т

т=

1 5 )

1 6 )

1 7 )

п ри знаходженні ||П і м ,к2 Ік (г»,г») будемо
використовувати наступне твердження.

Л е м а  1. Якщо лінійний неперервний 
оператор А  : ^  визначається фор­
мулою

( I х )«, ^   ̂атх и—ті п Є ^ , 
тЄЯ
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де ак Є К , к Є ^ , і

\ат\ <  +  Ю,

якщо А А2 >  0, і

\п—і II
І і ,кі,кР\ Ц(Щ,Щ)

т£.Ъ

то

\\AWm, У ^  \ ат  \.щ щ ) — / , \ат \ 
тЄХ

Е \ \ А  і \т +  ( — 1)т !А2!т |

Твердження леми є наслідком наступних 
рівностей

т =0 

1 / 1
+

\\А\\щоо,1оо вир ||Ах||і0 +

Н 1  — \А і \2 1 — \А2\2

\А і \

+

атх п-т
тЄХ

1 — |А |2 1 — |А2|2

2

вир 
п^ ,  І1х11щ

У У т ^ П  ат) — ^  \ат \
тЄХ

4

т0%

к і +  у/к 2 — 4к2 

2

4
За допомогою співвідношень (9) -  (17), 

леми 1 та очевидних рівностей

Е
т =0

1
+

х

т х т -

т=

1 — х  

1

(1 — х ) 2 

1-1

|х|<  1,

, \х\ <  1,

к і — \ ]  к 2 — 4к2 

к і +  у/к 2 — 4к2

4 — к і +  у/к 2 — 4к2

к і — \/к 2 — 4к:

отримаємо норму ||Б— Цд ^ ^ )  

ку зверху для  цієї норми.
У  випадку 1)

або оцін-

\Б—1 II — 1І Мю^ІІ ь(щ,щ)  2 Е  \а ;  +  а ц  .

4 —

якщо А А2 <  0. 
У  випадку 2)

\п—і Ц
І і ,кі,к̂ і ц(щ,щ)

к і — л/ к 2 — 4к2

т =0

Тому завдяки (6) і (7)

||п—і ||
II і ,кі,к2ІІ ь (щ ,щ )

2|к2|

Тому завдяки (6) і (7)

|п—і Ц 
І Мю^ІІ ц(щ,щ)

Е ( \ А  і т  +  м " ) 2|к2 |
т =0

1 1 1
+

2 1 — |А | 1 — |А2|

1

1

Е  (\А і\т  +  !А-2!m)

1 1  
+

(і9 )

Е  \А" +  А "І

2|к2| 1 — |А |-  1 — |А2|-1

1

2 к і +  у/к 2 — 4к2

|А |
+

2\к2К \ А і  \ — 1 \А2\ — 1

2 к і — \/ к 2 — 4к2
(18) 1 (

к і +  у/к 2 — 4к2
і

2|к2| к і +  у/к 2 — 4к2 2
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к і — \ ]  к 2 — 4к2

к і — \/к 2 — 4к 

якщо Л 1Л2 >  0, і

-  2
(20)

4к2 +  к і ^—кі +  ]  к2 — 4к2 ̂

| к2 | ^2 — к 1 +  \/к 2 — 4к2 ^

-1
1 , кі, к2\\Ь(1̂ , гж)

1

1
к і — ]  к 2 — 4к2

2

)
2|к2| ( к і — у/к 2 — 4к2

— 2)

(22)

2|к2|
^  ||Л 1 Г  +  ( —1)т |Л2|т | =  якщо к і <  0, і

г = - ж 

1 (  1
+

1
- і

+

2|к2^  1 — |Л 11-2 1 — |Л̂2|-2

|Лі |-і |Л2|-1
1 — |Л 
1 (

2 1 — |Л2|-2

|Л 112 +  |Л2|2 +

+

2|к2| Ч|Л112 — 1 |Л2|2 — 1

|Л1| |Л2|
|Л і |2 — 1 |Л2|2 — 1

2|к2|

+

к і +  у/ к 2 — 4к2

к і +  у/ к 2 — 4к2

к і — у/к— к.

4

\

к і — л/ к 2 — 4к2 4
+

1 к і +  ] к 2 — 4к2

|к2| к і +  ] к  2 — 4к2
2

— 4

к і — у/к 2 — 4к2

к і — у/к2 — 4к2
2 | 

— 4

якщо Л і Л2 <  0. 
У  випадку 3)

\Б~ і IIІ і , к1, к2ІІь(іх , 1 )̂

-1

| а | £ >  1Г  +  Щ у
г =0

а  Щ

г =—оо

+

г + і

+

і ,кЬк2ІІ Ь(1 ,̂1^ ) 

кі { к і +  ] к2 — 4к2^

|k2| ^2 — кі — \/к2 — 4к2 ^

1
к і +  ] к 2 — 4к2

2

2|к2| ( к і +  у/к2 — 4к2
— 2)

(23)

якщо к >  0.
У  випадках 4) і 5) 2|Лі | =  2|Л2| =  |кі |, 

оскільки к2 — 4к2 =  0. Тому у  випадку 4)

1
кі^\\ м  (1 — |л і |)2

4
^ (1 +  т ) Л  і Г
г =0 (2 — к  11)2

(24)

(21)

а у  випадку 5)

\п~ і II
І і ,кьк2ІІ Ь(1^,1 )̂

^ (1 +  т )| Л і |_
Г=0

|Л |2

^ 2  ( 1 + т )| л  і г

к2 (1 — |Л 11-  і у

|к |2

к2^Лі | — 1)2 к2 (2 — |к 11)2

=  4

=  (2 — |к 11)2 •
(25)

1 — ^ і | 1 — |̂ 2| і 1 — ^ і | ^2  ̂  1

Тому завдяки (6), (7) і (12) -  (15)

||п-  і І =
II і ,кіМ\\ ь(іж,гж)

У  випадках 6) і 7) числа Л і і Л2 комплекс- 
но-спряжені. Тому

|Лі | =  | Л2 |
—к і — %\! 4к2 — к 2

\/к2
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Отже, у  випадку 6)
+

— ki +  i\J 4fc2 — k 2

D —
1

kiMWL (W ^ ) ^  2

+<^
-1

E <  IA 11 m +  I A2 Im)

(28)

m=0
а у  випадку 7)

+ <̂  

E
m=0

ІАіГ
1 — I A i I 1 — \fk~2

(26) D  -  1 У =  —I 1 ММ\\ь(іх ,іх ) 2k2 E  I Am + Am I
m=—oo

а у  випадку 7)

D - kiM 11 L(lx ,lx ) 

0

2k2 E їм
Am Am

1 +  2
I A i |m | A2 |m

2k2 E  (I A iIm +  IA2Im)
п=—ж

1 0

г Е  I AiIm =

и —pl p— 1
1 \ ^E |A
2k2 ^l=0 2 m=0

|Ai|-
—m —m
1 +  2| |—m | 2|—m

+ <̂

m=

p—

I A i —p lE  I A—m +  A.
—m —m I

2
m=0

k2 (1 — IAi I—1) k2 — V h '
(27) 1

2k2 ( 1 — ia i I—p) m=

p—

E I  A—m +  A :
—m —m I

2

Точні значення норми І Б  Іклк2 У , . уII і 11 2 11 ь (і^  ,1̂ )
випадках 6) і 7) можна знайти, якщо вели­
чина т| |—т є періодичною.

Нехай для  деякого р Є N  \ { 1}  справджу­
ється рівність

Ат+Р\ Аі\—т—Р =  А т\ Аі\—т  для  всіх т  Є Z.

Тоді у  випадку 6)

p—

Е
m=0

+

m=0 

2
—Mi—i\JAkf — k

2 k 2 1 — k2— p

— ki+i\J 4к2 —kf

D —i У =  1i ММ\\L(lx ,lx ) =  2

2 k2 1 — k2— p
(29)

Е  і a m + a mi
m=0

Е ідіі
m=0

+ro p— i
| | pl | | m

l=0 m=0

+^0 p— i

m m
— i— I-----—
IA i|m I A2|m

m m
— i-----1 —
|Ai|m IA 2 Im

Отримані значення для  І|Б1Й к Уг^II і 11 2 II ь (і^ ,і^ )
та оцінки зверху цієї норми (див. співвідно­
шення (18) -  (29)) можна використовувати в 
теоремі 1 для  дослідження нелінійного р із­
ницевого рівняння ( 1).

4. П р и к л а д и . Наведемо приклади за­
стосування теореми 1.

П р и к л а д  1. Розглянемо різницеве рівня-
ння

Е  і а і і ^ Е  і Am +  xmiч
l=0 m=0

1

2(1 — |A i|p)

p—

I m +  2m I

2 ^1 — л/~Щ  ̂ m=0

p—

E 1-1 1
m=0

— k i — %\J 4k2 k 2

Xn +  a sin Xn +  b(sgn Xn-  1) ln(1 +  \xn- 11) +

+c (sgn X n -2)ln (1  +  \Xn-2\) =  yn, П Є Z, (30)

де a i b -  дійсні числа, c -  додатне число, 
sgn x  -  функція, що визначається рівністю

I
sgn x

0, якщо x  =  0,
xixi  i , якщо x  =  0,
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І У (yra)ra€Z ^ їж-
Очевидно, що рівняння (30) є окремим 

випадком рівняння ( 1) і

F  (x o ,x  1 ,Х2) =

=  x 0 +  a sin x 0 +  b (sgnx 1) ln (1 +  \x11) +  

+c (sgn  x 2) ln (1 +  \x2 \) •

Легко встановити, використовуючи мето­
ди диференціального числення, що

max
\x\<r

(sgn x )  ln (1 +  |x|) — +  r ) x

ln r  +  ln(1 +  r ) — ln ln (1 +  r ) — 1

для  всіх r  >  1. Том у для  кожного r  >  1 

max F  ( x 0, x  i , x 2) —
\xo\<r, \xi\<V, \x2\<r

. ln (1 +  r ) ln (1 +  r )
— x 0 +  b-------------x  1 +  c -------------x 2 ф

+  max
\xi\<r

+  max
\x\\<V

ф max |(x0 +  a sin x0) — x 0| +
\xo\<r

b(sgn x  1) ln (1 +  lx 11) — b n̂(1 +  r ) x  1
r

c(sgn x 2) ln (1 +  |x2 l) — c ln(1 +  r ) x 2

+

=  |a| +  (|b| +  |c|) ln r  +
ln (1 +  r )

— ln ln (1 +  r )  — 1 . 

Розглянемо оператор D і ,k1tk2, де

kl =  Ьln(1r+  Г) , k2 =  Cln(1r+  r ) ,

i число r  є досить великим. Оскільки

ln (1 +  r ) 
lim  ------------- =  0,

г^+те r

Тому завдяки (26)

\D-  1 III 1 MM\\ L(lоо ( ^ ) Лоо(Z,R))
ф

1

1 cvln( 1+r)

для  всіх досить великих г  >  1.
Очевидно, що для  кожного числа Н  >  0 

існує таке число г  >  0, що буде виконувати­
ся нерівність

| a | +  (|b| +  |c|) ln r  +
ln (1 +  r )

— 2 ln ln (1 +  r ) — 1 ф

ф r I 1 - ,  l c ln(1 +  r )  I - H .

Отже, для  рівняння (30) виконуються 
умови теореми 1. Том у це рівняння д ля  кож­
ного у  =  (уп)пех Є їж має хоча б один роз- 
в язок X (xn)nЄZ Є їж •

П р и к л а д  2. Розглянемо різницеве рівня­
ння

х 3
-—-^-2 +  4жп- 1 +  жП- 1 +
1 +  х П

+ д ( х п - 2) =  Уп, П Є Z , (31)

де д : К  ^  К  -  неперервна функція, що ви­
значається рівністю

g (x )
0, якщо |x| ф 1,
x ln ^ ,  якщо |x| >  1,

і У =  (Vn)nez Є їж . Це рівняння є окремим 
випадком рівняння ( 1) і

F  ( x 0, x  1,x 2)
x0 , . 2-------- +  +  sin x

1 +  xj)
+  4x 1 +  sin x 2 +  g ( x 2).

Легко переконатися, що

„з
sup
x€R

x

1 +  x
x

max |g(x) — (ln r)x| =  -
\x\<r e

то ( 1, кь к 2) Є К  д ля  всіх досить великих 
г  >  1. У  цьому випадку корені рівняння (5) д ля  кожного числа г  >  е4. Том у для  всіх
комплексно-спряжені і r  >  e4

lim  A 1 =  lim  A2 =  0. max IF  (x 0,x  1,x 2) —
\xo\̂ r, \xx\̂ r, \x2\̂ r
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3 г
— (хо +  4х і +  (1п г )х 2) I 1  -  +  - .

1 2 е

Розглянемо оператор Б і ,кі5к2, де

к і — 4, к2 — 1п г

і г  >  е4. Оскільки для  кожного г  >  е4 
корені рівняння (5) комплексно-спряжені і 
\Аі \ — \А2\ — 2 >  1, то оператор Б і ,кі,к2 має 
обернений неперервний оператор Б —\і к2 і на 
підставі (27)

D - і <  1 <  1 

ln r  — V ln  r  2 ’i ,ki ,k2 II L(lx (Z,R),lx (Z,(

якщо r  >  e4. Том у д ля  всіх r > e  i H  >  0

-  H  >  2r — H.
D  - ki ,k2 II L(l^(Z,R),l0

ння

D  - ,

Очевидно, що для  кожного числа н  >  0 
існує таке число г  >  е4, що буде виконувати­
ся нерівність (3). Том у на підставі теореми 1 
рівняння (31) д ля  кожного у  — (Уn)nЄZ Є їж 
має хоча б один розв ’язок х  — (х п)п^  Є їж .

П р и к л а д  3. Розглянемо різницеве рівня-

х п +  2\х п— і \х п— і +  х п—2 упі п Є ^ , (32)

де у  — (уп)п^  Є їж . Це рівняння є окремим 
випадком рівняння ( 1), де

Б  ( х 0, х  і , х 2) — х 0 +  2\х і \х і +  х^.

Легко переконатися, що для  кожного чис­
ла  г  >  0

max|2|x|x — 2rx|=  —
\x\<r 2

13 2 I 3max |x — r  x| =  — =  r  .
\x\<B 1 3^

Тому для  всіх r  >  0

max |F (x 0,x i ,x 2) —
\xo\<r, \xi\<r, \x2 \<Г

r 2 2
— (x 0 + 2|x i Ixi +  x 2) | <  —  +  3^ 3 7і - (33)

Розглянемо оператор D i)ki)k2, де k i =  2r, 
k2 =  r 2 і r  >  1. Оскільки k\ — 4k2 =  0 для

кожного г  >  1, то для  коренів рівняння (5) 
виконується співвідношення

А і — А2 — —г  <  —1.

Тому оператор Б  ,кі,к2 має обернений непе­
рервний оператор Б  - ,кі,к2 і на підставі (25)

||Б  -  1 II — _____4_____ — _____1___
II і ,кьк2ІІ цщ ,щ )  (2 — \кі \)2 (г  — 1) 2 ’

якщо г  >  1, і д ля  всіх г  >  1 і н  >  0

г -------------- Н  — г  ( г  — 1)2 — Н. (34)
,кі,к2 II Ь(щ,1х )

Завдяки (33) і (34) д ля  кожного числа 
Н  >  0 існує таке число г  >  1, що виконуєть­
ся нерівність (3). Том у на підставі теореми 1 
рівняння (32) д ля  кожного у  — (Уn)nЄZ Є їж 
має хоча б один розв ’язок х  — (х п)п^  Є їж .

Зазначимо, що метод, який використано 
для  з ’ясування умов існування обмежених 
розв ’язків різницевого рівняння ( 1), засто­
совувався автором для  дослідження обме­
жених розв’язків як систем нелінійних різ­
ницевих рівнянь [1,2], так і нелінійних ди­
ференціальних та диференціально-функціо­
нальних рівнянь [4,5].
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