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С И Н Г У Л Я Р Н О  З Б У Р Е Н И Х  Р Ш Н Я Н Ь  З Д В О М А  М А Л И М И  

П А Р А М Е Т Р А М И

Метод Інтегральних многовидів застосований для дослідження сингулярно збурених си­
стем. Побудована замш а з м ін н и х ,  яка розщеплює л ін ій н у  нестаціонарну систему з двома ма­
лими параметрами на три незалежні підсистеми.

A method of integral manifolds is applied to study singularly perturbed differential systems.
A transformation that allows to decompose a linear system with two small positive parameters to 
three independent subsystems was constructed.

Ефективним методом дослідження си- 2) власні значення Ai =  Ai ( t ) ,  i  =  0 ,1 , . . .  ,
стем сингулярно збурених диференціальних 
рівнянь є метод інтегральних многовидів [1,
2], який дозволяє понизити розмірність вихі­
дної системи на інтегральному многовиді. У  
багаточисельних застосуваннях сингулярно 
збурених систем важливу роль відіграє пе­
ретворення змінних, яке дозволяє здійснити 
декомпозицію вихідної системи до блочно- 
трикутного вигляду [3-4], а в лінійному ви­
падку розщепити вихідну систему на неза­
лежні швидку і повільну підсистеми [5-7].

У  даній роботі встановлюється аналогі­
чна [5] розщеплююча заміна змінних для 
сингулярно збуреної системи лінійних дифе­
ренціальних рівнянь з двома малими пара­
метрами.

Розглянемо сингулярно збурену систему 

х 0 =  А 00х0 +  А 01х 1 +  А 02х 2 ,

Є іХ  1 =  А 10Х0 +  А 1 1 Х1 +  А 1 2 Ж2 , (1)

Є1Є2Х 2 =  А 20Ж0 +  А 2 1 Х1 +  А 22Х2

в області П =  { ( і , є 1 , є 2 ) : і  Є Е,ЄцЄ2 >  0 }, 
де х 0 Є Е™°, х 1 Є Е™1, х 2 Є Е™2, А іу =  А іу ( і ) ,  

і ,  І  =  0, 2 -  матриці розмірностей п і х п у , Є1, 
є2 -  малі додатні параметри.

Припустимо, що для системи (1) справ­
джуються умови:

1) матриці А іу (і), і , І  =  0, 2, рівномірно 
обмежені за нормою для і  Є Е  додатною 
сталою М ;

матриці A 2 2 ( t )  задовольняють нерівність 

Re Хі <  - 2 в  <  0, в >  0.

Здійснимо в системі (1) заміну змінних 

Хо =  Уо +  Є Є H o w , Хі =  Уі +  6 2 H iW ,

Х 2 =  w  +  Р 0 Х0 +  P 1X 1 ,

де H 0, H 1, P0, P 1 -  матричні функції відпо­
відних розмірностей.

В результаті система (1) матиме вигляд:

y0 =  (A 00+A 01 P0 —H 0(A 20+A 22P0 —4 ^ P0A 00 —

— ЧЄ 2 Р0А 0 2Р0 — Є2p LAlo —  S2 P 1A 12P 0 —

— Є1Є2 P0 ) ) y0 +  (A 0 1 +  A 02 P 1 — H 0 (A 2 1  +  A 22P 1 —

—  SR2P0A01 — Є lЄ2Po A 0 2P 1 — Є2PlAll —

— Є2 P 1A 12P 1 — Є1Є2 P l ) ) У l  +

+  (є1Є2A 00H 0 +  Є2 A 01H 1 +  A 02(E  +  Є1Є2P0H 0 +  

+ ^ P 1H 1) — Є1Є2 Н 0 —  H0(A 22 — 4 ^ P0A 02 — 

— Є2 P l A l 2 +  Є1 Є2 (A 20 +  A 2 2P0 — ЄlЄ2PoAoo —

—Є1 Є2 P0 A 0 2P0 —Є2PlAlo —Є2PlAl2Po—ЄlЄ2po) X

XH o + Є2 ( A 21+ A 2 2P 1 — Є1Є2 P 0 A 0 1 — Є1Є2 P 0 A 0 2 P 1 —

—  Є2 P 1A 11 —  Є2 P 1A 12P 1 —  Є1Є2 P 1) H 1 ) )w ,

Є1у 1 =  (A 10 +  A 12P0 — H 1(A 20 +  A 22P 0 —

—  ЄlЄ2PoAoo — ЄlЄ2PoAo2Po — Є2PlAl0 —

—  Є2 P 1A 12P0 — ^ 2 P0) ) y0 +  (2)
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+  (А 11 +  А 12Р 1 — Н 1(А 21 +  А 22Р 1 _  Є1Є2Р0А 01 —  

— є1є2Р0А 02Р 1 —  є 2 Р 1А 11 —  є 2 Р 1А 12Р 1 —

—  Є1Є2 Р 1) )У 1 +  (є1є2 А 10Н0 +  є 2А 11Н 1 +  А 12(Е +  

+Є 1 Є2 Р0 Н 0 +  Є2 Р 1Н 1 ) —  Є1Є2 Н 1 — ^ 1 (^ 2 2 -  

— є1є2Р0А 02 — Є2Р 1А 12 +  Є1Є2 ( А 20 +  А 22Р0 —

— є1є2Р0А 00 — є 1є 2 Р 0 А 0 2Р 0 —  є 2 Р 1А 10 —

—  Є2 Р 1А 12Р 0 —  Є1Є2Р0)Н 0 +  є 2 ( А 21 +  А 22Р 1 —

—  Є1є 2 Р 0 А 01 —  Є 1є 2 Р 0 А 0 1Р 1 —  є 2 Р 1А 11 —

—  Є2 Р 1А 12Р 1 —  Є1Є2 Р 1 ) Н р ^ ,

Є1Є2р  =  (А 20 +  А 22Р0 — Є1Є2Р0 А 00 — Є1Є2Р0Х 

X А 02Р0 — Є2Р 1А 10 — Є2Р 1А 12Р0 — Є1Є2РР0)У0 +  

+  (А 21 +  А 22Р 1 — Є1Є2 Р0А 01 — є 1є 2 Р 0 А 0 2 Р 1 

Є2 Р 1А 11 — є 2 Р 1А 12Р 1 —  Є1Є 2 Р 1) У 1 +

+  (А 22 — є1є2Р0А 02 — Є2Р 1А 12 +  є1є2(А 20 +  

+ А 22Р0 — Є1Є2 Р0А 00 — є1є2Р0А 02Р0 — Є2Р 1А 10 — 

— є2Р 1А 12Р0 — Є1Є2Р0)Н 0 +  є2(А 21 +  А 22Р 1 —  

—  Є1 Є2 Р 0А 0 1 — Є1 Є2 Р 0А 0 2Р 1 — Є2 Р 1 А 1 1  —

— є2Р 1А 12Р 1 — Є1Є2 Р 1) Н 1 )'Ш.

Якщо матриці Р0 і Р 1 вибрати як розв’яз­
ки системи рівнянь

Є1 Є2 р 0 — А 20 +  А 22Р0 — ЄіЄ2 Р 0 А 0 0 -

—  ЄїЄ2 Р 0 А 0 2 Р 0 —  Є2 Р 1 А 10 — Є2 Р 1А 12Р 0 , 

Є1Є2 Р 1 — А 21 +  А 22Р 1 — Є1Є2Р0А 01 —
—  Є1Є2 Р 0 А 0 2Р 1 —  Є2 Р 1 А 1 1  — Є2 Р 1 А 1 2 Р 1 ,

то система (2) набуде вигляду

У0 — (А 00 +  А 02 Р 0 )у 0 +  (А 01 +  А 02 Р 1) У1 +

+  (є1є2А 00Н 0 +  Є2А 01Н 1 +  А 02 ( Е  +  Є1Є2Р0Н 0 +  

+ Є2Р 1Р 1) — Н 0(А 22 — Є1Є2Р0 А 02 — Є2Р 1А 12) — 

— Є1Є2 Н 0 )^ ,

Є1у 1 =  (А 10 +  А 12Р0)У0 +  (А 11 +  А 12Р 1 )У1 +

Вибравши матриці Н 0 та Н 1 як розв’язки 
системи рівнянь

Є1Є2Н 0 — Є1Є2 А 00 Н 0 +  Є2А 01Н 1 +  А 02х 
Х (Е  +  Є1 Є2 Р0 Н 0 +  Є2 Р 1 Н 1 ) — Н 0 (А 22 

Є1Є2 Р0 А 02 — Є2Р 1 А 12) )
Є1 Є2 Н 1 — Є1 Є2 А 10 Н 0 +  Є2А 1 1 Н 1 +  А 1 2 Х 
X (Е  +  Є1 Є2 Р0 Н 0 +  Є2 Р 1 Н 1 ) — Н 1 А 22 — 
—Є1Є2 Р0 А 02 — Є2Р 1 А 12) )

(5)

система (4) матиме вигляд

У/0 — р 00У0 +  В 01У 1 ,

Є1У 1 — В 1 0У0 +  В 1 1 У1 , (6)
є ^ гй  — р 22^,

де Р і/ =  ^^ іі +  А і 2 Р ]  , д І  =  0, 1, Р 22 =  А 22 — 
Є1Є2Р0 А 02 — Є2Р 1А 12-

Покажемо тепер, що системи (3) та (5) 
мають обмежені на всій числовій осі розв’яз­
ки.

Л е м а  1. Н е х а й  в и к о н у ю т ь с я  у м о в и  1 ) -  

2 ). Т од і іс н у є  є% т а к е ,  щ о  п р и  0 <  Є2 <  є2 
с и с т е м а  (3 )  м а є  є д и н и й  о б м е ж е н и й  р о з в ’я ­

зо к  п р и  ї  Є К.
Д оведен ня . Позначимо Q ( t ,  в , є 1 , є 2 ) 

фундаментальну матрицю рівняння

Є1 Є2Ж1 =  А 2 2Ж2 .

Рівномірна обмеженість матриці А 22 в обла­
сті П і умова 2) забезпечує оцінку [1, 4]:

(3) ||^(М,Є 1 ,Є2 )|| <  К е  2£1 £2^  ( - )
(7)

для деякого К  >  0, при будь-яких —то <  
5 <  Ь <  то.

Запишемо систему (6) в еквівалентній 
формі системи інтегральних рівнянь

т , Є1 , є2) —
і

Є1Є2
Q ( t ,  5,Є1,Є2)Х

X [А 2 0 (5, Є1 , Є2 ) — Є1Є2Р0(5,Є1,Є2)Х

Х (А 00(5  Є1) Є2) +  А 02(5> Є1 ,У е 2 ) Р 0 (5 , Є1 , Є 2 ) )  —  

+ (Є 1 Є2 А 1 0 Н 0 +  Є2А 11Н 1 +  А 1 2 (Е  +  Є1 Є2 Р0 Н 0+  —Є2Р1(5, Є1,Є2)(А10(5,Є1,Є2) +  А12(5, Є1,Є2) ХЧ0Н 0 +  Є2А 11Н 1 +  А 12 

+ Є2Р 1Н 1) — Н 1(А 22 — Є1Є2Р0 А 02 — Є2Р 1 А 12)

—є1 є2Н  1 ) т ,

Є1Є2іЬ — (А 22 — Є1 Є2 Р 0А 02 — Є2 Р 1 А 1 2 )^ . (4)

Х Р0 (5, Є1 ,Є2))]^в,
І

(8)

Р1(І,5,Є1,Є2)
і

Є1Є2
Q ( t ,  5 ,Є 1,Є 2)Х
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х [А 21 (S, Є1, є2) — Є1Є2 Р 0 ( Є,Є 1 ,Є 2 ) х  

х  (А 01(^  Є1, є2) +  А 12(s, Є1, ^Є2)Р 1 єЬ є2)) —

~ Є2 P 1 (s , Є1, є2) (А 11 (s , Є1 , є2) +  A 12 (s ,Є 1 , ^Є2) х 

х Р 0 ( 8 ,Є 1 ,Є 2 ))]д ,8 .

Застосовуючи оцінку (7) за допомогою 
принципу стискаючих відображень покаже­
мо, що система (8) має єдиний обмежений на 
всій числовій осі розв’язок. Будемо шукати 
розв’язок системи (8) методом послідовних 
наближень:

1

Єї Є2
Q (A 20 —  Єї Є2 Р о ( А 00 +  А 02Рд) —

Р ї+ ї 1

Єї Є2

— Є2Р 1 (A 10 +  A l2Po))ds, (9)
t

Q (A m — ЄїЄ2Р0 ( А 0ї +  А ї2Р і)

—Є2 P [ ( A і і +  A l 2 P l) ) d s ,  i  — 0 ,1 , . . . .

Якщо покласти P^ =  0, Pj0 =  0, то врахо­
вуючи умову 1) та нерівність (7) із співвід­
ношень (9) дістанемо оцінки

K M  ■ K M
Р 0 І <  \ Р Ц <  =  0,1,

ß ß
t  Є R, 0 <  Є2 <  є2, 

ß 2

(10)

і - ї

ІР0+1 — Р0І <  Е  C j_ ї q i~ ї - 2 q2ІРІ — Р0Ч +
j = 0

-1

+  £  с 2 _ Щ ї-2 <2 |Рї — Рі” |.
j = 0

-

|Ріі+ї — РїІ <  £  с і ї q2- - j q j ІРЇ — Р00| +
j = 0

-1

+  £  C j - Л - - 3 q2\ Р ї  —  Р ? І,

де

q max
і  2 K M є 2 є ї (ß +  2 K M ) +  K M

q2

3ß2 є ß  +  K M  (2є ї +  1)

Є1 Є2 23 ß f  (ß +  K M )

2 (ß +  K M ),max

3ß 2

[  2 K M є 2

V 3ß

Ц М 1  (в  +  К М  (2 +  в ! ) )

Виберемо таке є \  >  0, щоб для всіх 0 <  є2 <  

є \  справджувалися нерівності \д1\ <  —, \д2\ <
4 ’

і —1

2 і ї , дістаємо,4 . Враховуючи, що E C - 1 

j = 0

що послідовності p 0 ( t , e і , є 2), p i ( t , e і , є 2), і  =  
0 ,1 , . . .  , рівномірно збіжні при і  ^  ж  для 
всіх 0 <  є 2 <  є2, де є2 =  шіп{є2, є^}. 

Покладемо тепер

Р о (і,є і,є 2 ) =  lim Pg ( t ,  є і ,  є 2 ),
І—

Р і ^ , є і , є 2 ) =  lim Р 1 (^ єь є2).
І— Ж

На основі нерівностей (10) маємо

K M

Де Є2 2 К М ( в  +  К М ) '
Використовуючи тепер нерівності (10), 

можна оцінити послідовні різниці для на­
ближень Р І ,  Р [ :

ІР0(^ Єї , Є2)І <

І Р ї (t, Єї, Є2 ) І <

ß
K M

~ Т ‘

(11)

Лема 1 доведена.
Л е м а  2. Н е х а й  с п р а в д ж у ю т ь с я  у м о в и  

1 ) - 2 ) .  Т од і іс н у є  є%* >  0 т а к е ,  щ о  п р и  0 <  
є2 <  є%* с и с т е м а  (5 )  м а є  є д и н и й  о б м е ж е н и й  

р о з в ’я з о к  И 0 ( і ,  є 1, є2) , Н 1 ( і ,  є 1 , є2) п р и  ї  є  М.
Доведення леми 2 аналогічне доведенню 

леми 1.
Розглянемо тепер систему із перших двох 

рівнянь системи (6)

у0 =  В 00У0 +  B o lУ l , 

ЄїУ ї =  в ї0У0 +  В ї їУ ї .
(12)

2=0

Із співвідношень B j  =  A 3  +  A i 2 Р з , i , j  =  0,1, 
умови 1) та нерівностей (11) дістаємо, що
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матриці В іу , і ,  і  =  0,1, рівномірно обмежені
/ К М  \

за нормою сталою М 1 =  М у  1 +----^ ~ ) '

Нехай справджується умова
3) власні значення Лі =  Лі ( ї ) , і  =  0,1 , . . .  , 

матриці В 11( ї ,є 1,є2) задовольняють нерів-
ність

Re \ і  <  - 2у <  0, Y >  0.

Тоді існує >  0 таке, що для 0 <  Єі <  є”  
заміна змінних [5]

Уо =  u  +  Є і И  (І,ЄЬ Є2 К
Ух =  v  +  P  (і,Є і,Є 2 )уо,

(13)

розщеплює систему (12) на незалежні підси­
стеми

U =  (Boo +  B o i)u ,

ЄlV =  (B ii -  Є іИ В о ї^ .
(14)

Матричні функції Р  і Н  є рівномірно 
обмеженими розв’язками таких рівнянь
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Є іР  =  Єі(Воо +  В оіИ  )Р  +  В о і-  
- Р (В п -  ЄіИВоі), 
Є іИ  =  Віо +  В і іИ  -  Є іИ (Воо +  В о іИ )

Виражаючи старі змінні х0, х 1, х 2 через 
нові и , V, и і одержуємо наступну теорему.

Теорем а. Н е х а й  в и к о н у ю т ь с я  у м о в и  1) 

-  3 ). Т од і для д о с т а т н ь о  м а л и х  є1; Є2 іс н у є  

н е в и р о д ж е н а  з а м ін а  з м ін н и х

E  Є хИ  ЄхЄ2 Ho  \ (  u

P  E  +  Є х Р И  Є2 И х  І І v  

R  S  T  )  \  w

де R  =  Po +  Р хР , S  =  Рх +  Єх(Ро +  Р х Р )И , 
T  =  E  +  ЄхЄ2Р0И0 +  ЄхР хИ х, за д о по м о гою  

я к о ї  с и с т е м а  ( 1 )  з в о д и т ь с я  до т р ь о х  н еза ­

л е ж н и х  п ід с и с т е м

U =  (Boo +  Вох)и, 
є ^  =  (В хх — ЄхИ В 0хИ  )v ,

ЄхЄ2W =  B 22W.
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