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Ш Т Е Г Р А Л Ь Ш  П Р Е Д С Т А В Л Е Н Н Я  В Щ Х И Л Е Н Ь  П Р Я М О К У Т Н И Х  

Л І Н І Й Н И Х  С Е Р Е Д Ш Х  Р Я Д Ш  Ф У Р ’Є  Н А  К Л А С А Х

Знайдені Інтегральні представлення відхилень прямокутних лінійних середніх рядів 
Фур’є взятих по класам ^-Інтегралів періодичних функцій багатьох змінних.

We obtain integral presentations of deviations of right-angled linear means of Fourier series 
taken over classes of ^-integrals of periodic functions of many variables.

1. Вступ. Визначальною ідеєю теорії на
ближення функцій є ідея заміни складних 
об ’єктів у  певному розумінні більш  прости
ми та зручними, але наближеними до ори
гіналу. Вивчення відхилення, яке при цьому 
виникає між  вихідною функцією та ї ї  набли
женням є одною з основних задач цієї тео
рії. Питання вивчення загальних властиво
стей функцій, які мають вплив на якість на
ближення призвели до виникнення класифі
кацій функцій за їх  апроксимативними вла
стивостями. Одна з основних класифікацій 
періодичних функцій, що заснована на пе
ретворенні рядів Ф у р ’є за допомогою м уль
типлікаторів та зсувів за аргументом, ви
никла в роботах О.І. Степанця. Вона охо
плює широкий спектр періодичних функцій, 
включаючи функції з розбіжними рядами 
Ф ур ’є, гладкі, нескінченно диференційовні 
та цілі функції дійсної змінної. При певно
му виборі параметрів ці класи переходять в 
класи згорток Вейля-Н адя та в класи фун
кцій диференційовних у  звичайному розу
мінні. Б ільш  повно з бібліографією за цим 
питанням можна ознайомитися, наприклад, 
у  роботі [4].

К ласи  ф-інтегралів періодичних функцій 
багатьох змінних визначимо в наступний 
спосіб (наприклад, [2], [5]). Нехай К т -  про
стір т -м ір н и х  векторів х  =  ( х 1, х 2, . . . ,хт), 

Т т =  [—п ,п ]  х  [—п ,п ]  х ... х [—п ,п ]  -  га
мірний куб зі стороною 2п.

Введемо позначення підмножин з К т еле
ментів з цілочисленими координатами.

шт =  { х  Є Я т | х г Є N .  =  У и {0 } ,  і =  1, 2 , . . . , © ,  

Е т =  { {  Є Е т І Хі Є {0 ; 1 }, і =  1, 2 , . . . ,т } .  

шт =  { х  Є Е т І Хі Є N  х 3 Є ш . , і  =  3 }.

Через Ь ( Т т) позначимо множину су- 
мовних на множині Т т функцій f  (х )  =  
f  ( х \ ,х 2, . . . , хт) , 2п-періодичних за кожною 
із змінних.

Нехай f  Є Ь ( Т т). Кож ній парі ^ Є Е т, 

к Є Шт поставимо у  відповідність величину

4  ̂ ) =  пт  У f  ( х )  П со^  к х і -  4 р ) ^ .
Т т і— 1

- «  
Величини ак( f ) є коефіцієнтами Ф ур ’є фун

кції f (х )  [2]. ^

Кож ному к Є Шт поставимо у  відповід
ність величину

A k( f ; x )  =  ak i f ) П cos kiXi -
s£Em i=l

Sin

~2

Величину А * ( / ; х )  називають к-ю  гармоні

кою ряду Ф ур ’є. Нехай з (к )  — к ількість ну

льових координат вектора к, тоді ряд Ф у р ’є 
функції т  змінних / (х )  можна задати спів
відношенням [2]

й [/ ]=  £  2 - » * А Ц / ; х )  (3)

кЄМ?1

Гармоніку, спряжену до А *(/;  х )  за змінною 
хі  , будемо позначати

{X  є  R m | x i є  N ,  і = 1 ,  2 ,..., т }
A k ( f ; x )  =  4 i f )cos  ( k i X i - ~

(Si +  1)n
X

seEm
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х П  сой
ЛЄт\{і}

к3 x j  — Ц П X
(п) т

П Х' м  и О я
І=1 І=1

кі ф[ [0; пІ — 1] — прямоку-

Введемо до розгляду фіксовані набори 
систем чисел І  =  (ф іі(к і); фц(кф),  Фі =  
(Ф іі (к і ) ;Ф і2(к і ) ) ,  і =  1,2, кі Є М*,
таких, що для  будь-яких і Є т  виконую
ться умови Ф іі(0 ) =  1, Ф іі(0 ) =  1, Фі2 (0) =  
0, Ф і2(0) =  0 ,

І ' і ( к )  =  \/ У Н к) +  4’а (к ) =  0

Ф і(к ) ^  ^ Ф ? і(к ) +  Ф22(к ) =  0.

Д алі, якщо д ля  фіксованого і Є т  ряд 

2- я(к)

У 2  - 2
т І  І (кі )кет

фіі (кі ) А к ( / ; х ) —І і2(кі )А і̂ (/ ; х )

(5)

тнии паралелепіпед, що відповідає вектору 
п Є М т.

Кож ній функції, що має ряд Ф ур ’є (3), 
поставимо у  відповідність многочлен

І Ш ; х; Л ) =  £  (/; х ). (7)

кЄОії

Величини 8щ(/ ; X; Л ) =  / (X) -  % (/ ;  X; Л ) 
визначають відхилення таких многочленів 
від функції / (X).

Інтегральні представлення для  величин 
5ц(/ ; X; Л ) в одновимірному випадку були 
отримані О.І. Степанцем (див. наприклад, 
[4, с.56]). Д ля  класів періодичних (ф,ф )- 
диференційовних функцій двох змінних ана
логічні формули отримані в роботі [1].

є рядом Ф ур ’є деякої сумовної на Т т фун
кції, то цю функцію будемо називати фі- 
похідною функції / (X) за змінною х і і по

значати /кі (X).
Д ля  фіксованої множини ц С т,  міша

ною Ф^-похідною за змінними х і , і Є і ,  за 
аналогією з означенням звичайної мішаної Т,

2. Основний результат.
1, 2, . . . ,т  позначимо:

Д ля

(пі )
кЛ

(1 — Х ^ ф ф » (к) ,  1 <  к <  пі,

(k) , пі <  к ,— =  1, 2,

частинної похідної, називатимемо функцію 
/ ф  ̂(X), рядом Ф у р ’є якої є результат послі
довного застосування формули (5), але з ви
користанням замість систем чисел І rj  (кг ), 
І  =  1, 2, відповідно Ф^-(кг ), г  Є ц, — =  1, 2

(пі)
кЛ

(1 — Х ^ Ф » (к ), 1 <  к <  П ,  

Ф у (к) ,

/  ̂  (X)
д ^ Т\я\ д ^ т\̂\-1 ...дФгі / (X)

д х Гі ,дхГі , , . . .дхГ1 '\̂ \ '\̂ \-1 11

Пі <  к , і  =  1, 2.

(9)
В прийнятих позначеннях справедливе 

наступне твердження.

Теорем а 1. Нехай системи чисел гф\
і (пі)
'к,і

_ (пі ) 
'О ,

Т к п\ і =  1, 2 , . . . , т , і  =  1,2 визначені
співвідношеннями (8), (9 )  і задовольняють 
умови

Д ля  заданих наборів ффк), Фі (к) ,  к Є М* 
підмножину неперервних функцій з Ь ( Т т), 
що мають фі , Ф^-похідні, V і =  1, 2,. . . ,т,  

і  С т  будемо позначати С т .
Прямокутні лінійні середні рядів Ф ур ’є 

визначаються, слідую чи [3], наступним чи
ном.

Нехай Л  =  { Л і , Л 2,..., Л т}  — фіксова
ний набір нескінченних трикутних число

вих матриць, Л і =  {АкПі)} ,  і =  1 ,2,. . . ,т,

Е
к=0

(пі)
Ткл сов

Е т Й‘ ) сов

к і і — —------ ) п І <  то,

кі і — —------) п І <  оо.

:ю )

ф і )
к=0

Тоді для довільної  функції / Є С т  в будь- 
якій точці  X Є Т т виконується р івність:

(пі)
Х0

100

1, X(пі)
8Н( / ; х ; л ) фі х  І іЄі х

0 для  кі >  Пі . Нехай, далі,
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^  СОЙ ки  +  ткп) від кіі  і в,и+
(■пі )

к=0
Е ^ < / ; хо +  Е - 1) * 1 Е  ы / ; *)■

ц(і )СМі=1 і=2

1
:і 4)

+  У ^ ( —1) г+1 У ^  —  f ФМ х — У ^  ї х  Д алі скористаємося схемою доведення,
г—2 ц ( г ) смП Тг 3 зЄк(г) / запропонованою в роботі [4, с. 53-54]. Роз

глянемо функції:СО / 4
^ 1 1  -V І Т (пІ ) со  ̂ І Т (пІ ) ™П Т(]У СОв " і  + Т ї ' і,2 віП V і 3 ) ̂ 3  .

ЗЄр(г) V] =0
П 2)

1
Т Фі (х )  =  -  / *  ( х  -  і іві І х

Доведення.
На підставі співвідношення (7) можемо 

записати:

Ш ; х ; Л ) =  , [ (х ) -  ^  2^ х<кі )А к^ ; х ) =

т

/ <г > -  Е  >̂ ' А к (/;
кємт і= 1

X ( т( п1і) сов кіі +  тк[2> від кіі  І ^ і- (пі)

к=0

Т Г
і

іЄ (̂т)
Єі X

X П Е (О
ІЄм(г) ^  =0

(пІ ) СОв V  і з +  ^  віп V? і і ) Аіі .

Отже Відшукаємо коефіцієнти Ф ур ’є цих фун- 
1 / "" Пп-)\ кцій. На підставі (10) у  наступному інтегра-

х N  / у 2^  І 1 — И  Акі } А к( f ; х ) . л і можна змінити порядок інтегрування
і—1

(13)
Використовуючи метод математичної ін

дукції можна показати, що має місце рів
ність

т т

і-П ̂  = Е-ч**1 Е П (і-А<п')
і=1 і=1 І*(і)СтіЄр(і)

Враховуючи останнє співвідношення і 
"13), маємо:

4 і ' ) =  Пт І  и  / * 4  х  -  ііЄ і |х
Тт -п

X І тП  сов кіі  +  тп  від кіі  І ^ і х
к=0

х  Д  СОЦ кі х і  -  3  &х з =
3 = 1

1
й № = £  - X )  Е ( - 1)

і+1
2»(к) . 

кеЫ™ У і= 1

X
З - т з
-п  Тт

/ А  (х ) (т/сПІ) СОв кІі +
к=0

х У] П ( 1 -  ХІ(П/ і ) А к( / ; х )
^(і)СтіЄ^(і) \ / /

т т

ЕЕ 1

(п4 оіп к і і І с оЛ  кі х і  2-  ) хк,2 від

3=1,3=і

і=1 кЄЩ1
2»(к) 1- Л іп ) ) А к(/; х )+ у ; ( - 1 ) і + 1х х СО^ кА хі  +  іН  -  - 2-  І бхійі і

і=2

1
х Е Е П 1 - х ( п  Ак(/; х) сії

_  2» (к)
к(і )Стк^МХ ЗЄк(і)№

- т 
-п  Тт

/ Фі (х ) - X !  ( т ^ А СОв к іі+
к=0
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(пі) 
к,2 вІП к і і І

Л=і,Л=і

І 7 П 1сов | кл х л  —  І х

віП
х І сов І кіх і -----—  І сов кі і —

віЛ
~2

- а а , к х — ^ |яп  М У  * *  і х і і і і

/Фі (х ) П  сов ( к  х  — ) і х лхЗ п т J
—п Тт Л=і

х  — 
п

І тка і  сов кіі  +  т 1  віп кі, X
к=0

1
х сов к і і і і і і  — у  —  у  1 (х )х

- п Тт

Л=і,Л=і
2

1
х  — 

п
У ^  І т 1  сов кі і +  Тп )  віп к і Л  віп кіі і і і .

( пі )

к=0

На підставі співвідношення (1) маємо: 

пК (  і фЛ  —

Отже,

' ( I і -) =  4  (/ Фі) У ]  т 1  сов к і і сов к і і і і і+
к=0

+  — У ^  т 1  віп к іі сов кі і і і ,
к=0

— ( —1) “  а !+ (- і )*' а  (/ Фі) х

X У ]  т 1  сов к і і віп кіі і і і і +
=0

+  — У ^  т і12г) віп кі і віп кіі і і і і
=0

(17)

Д алі скористаємося очевидними співвід
ношеннями

т

х П  соЦ  к  х л — у  ) і х Л- в т і  кіх і— ^  |х
-  У У  Т( пі  со8 ( кіі +  П І х

к=0

х сов ( кііі +  ———1  п  ) і і і  =  У У ,  (18)

=0
— У У  т £ °  соМ  к іі +  П ) х

1

п
/ Фі (х ) Д  сов ( к  х л — влП) і х .

а

Л=і

К + (—і)йіЄі (  /ф 
~ к

х  віп ( кіі і +  ———  п ) і і і =  0— =  1, 2. (19)

( 15) З урахуванням (17) маємо

ак ( І Фі) =  ак(/Фі )т (гіі) +  ( —1) Кі а ^ ( - і Г і  еЄі (/ Фі ) т і

\ ,1 /Фі (х) П сов (А х» — 4?) іхлх
Л= і ,Л= і 2 1 — х(ПіМ  ( фі і (кі )а  кк(/Ф і)+

17 (ві + ( —1) Кі )П ,х сов кіх і ------------ ----------  і х і =

П J /Фі (х ) П  сов ( а х л — в2 р ) і х лх
Т т Л=і,Л=і

+ ( " 1) ’ ' І і 2Ік і )а І+ (- і)н *  (/ Фі ) =

1 — Х і '  }а , І (/ ) ,8  Є Е т,к Є Мт, (20)

віП
х ( —1)’  віп [ к і х і  —  ) і х і . (16) їкк(ІФі) =  0 ,в  Є Е т,кі  =  0.
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На підставі рівності (20) робимо висновок 
про те, що

S  [ І  *• ] =  S , ( f ; x) . (21)

Аналогічно _відшукаємо коефіцієнти
Ф ур ’є функції І * ’  (X ), ß С m.  Маємо

“ И  =П 1 -  X 1 Е П  фл (к )*
j£ß СCß j£ß\C 

E  sp

Х П  Ф7,2(к7 ) ( - 1)рЄС X 
ЛС

x a
s+ E (-1 )spep (  _

peZ f  Ф
k

Отже

гФ

Г ' І  =  П | і  -  А
j£ß

“ k ( f ).

j£ß
(22)

Таким чином, враховуючи (14), будемо 
мати

S J * ’ Sß( f ; x ) - (23)

Маючи на увазі співвідношення (14), (21), 
(23), здобудемо

S Ön S
i=1

+ Е ( - 1Г + Е  S
і=2 ßCm

! * ’

фіз.-мат. наук, доценту кафедри математи
чного аналізу С лов ’янського державного пе
дагогічного університету О.О. Новікову за 
обговорення статті.
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S Y ^ I X  У . г ) + Е ( - 1)т  Е I  * ’  ( J X )

Звідси для  кожної f  € C тф маємо рів
ність

W ; х ; л )  =

=  Е  І Фі (/ ; х ) +  Е ( - 1) І+1 Е  I * ’  (/; X),
і= і і=2 рст

(24)
яка з урахуванням визначення функцій 

Х Фі (X ), і Є т, I * ’  (X), і  С т  співпадає з 
рівністю (12). Теорема доведена.
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