
У Д К  517.928

©2010 р- Р -I- Петришин, Т .М . Сопронюк

Чернівецький національний університет імені Ю рія Федьковича, Чернівці

П Р О  З А Л Е Ж Ш С Т Ь  В Щ  П А Р А М Е Т Р Х В  М А Т Р И Ц А Н Т А  І М П У Л Ь С Н О Ї  
Л Х Н Х Й Н О Ї С И С Т Е М И  ХЗ Ш В И Д К О О С Ц И Л Ю Ю Ч И М И  

К О Е Ф Х Щ Є Н Т А М И

Досліджено поведінку частинних похідних матрицанта імпульсної системи зі швидкоо- 
сцилюючими коефіцієнтами по кутових початкових даних і по малому параметру є.

The ЬеЬауіог of partial matryzant pulse system with quickly oscillating coefficients іп the 
initial angular data and the small parameter є has been researched.

При дослідженні імпульсних коливних 
систем часто виникає необхідність знати 
оцінку нормальної фундаментальної матри­
ці системи зі швидкоосцилюючими коефіці­
єнтами вигляду

dx
—  =  (а(т ) +  А ( р ,т ) ) х ,  т =  T j ,

Ах\т є(Ьз +  В (А ,тз ) ) х - (1)

dp u ( r )

d r  є

А  р\т=т

+  f  ( Р ,Т  '), т =  Tj

W ( t  ) =  (  dg V (T  K (T )]
l,m

gx=i

9і <  9(т) <  92, |ф(т)|| <  о\, (3)

\9\т)| <  92, Ци'(т)|| <  о\, т Є Я,  (4)

де о\,9\, 92-  деякі додатні сталі.
Якщ о функції (9(т)ш(т))( и =  0,/, рів­

номірно неперервні на Я , виконуються умо­
ви (3) і одна з нерівностей в (4), то в статті
[3] доведено оцінки осциляційних інтеграла 
і суми вигляду

в якій х  Є Я п, р  Є Я т, т Є Я,  т̂ -  моменти 
імпульсної дії, І  Є Я , ^ +1  =  ті +  є9(т^), 9(т) 
-  гладка функція, (0,Єо] 3 є -  малий пара­
метр, матриці Ф сталі, матриці а(т), А (р , т ) 
і В ( р , т ) неперервні в області (р ,т ) Є Я т х Я  
і 2п- періодичні по кожній із координат р и, 
V =  1,т,  вектора р.

Зокрема, така потреба виникає в теорії ін­
тегральних многовидів.

Поряд з (1) розглянемо задачу Кош і

т+t

exp  ̂-  ( k , u ( z ) ) d z d y

є exp -  І ( k , u ( z ) ) d z
t<Tj <t+T

=  є Я  ( р ,ті ), р Т=0 =  ф, (2)

де ф Є Я т, і 0 Є Я,  є Є (0 ,єо], функції / (р ,т ) 
та Я ( р , т ) обмежені деякою сталою а\, непе­
рервні і задовольняють умову Ліпш иця по р  
в області (р ,  т) Є Я т х  Я .

Нехай 9(т) Є Є 1К , и(т ) Є С 1К,1 >  т,  і

\\(W?(т )Щ (т) ) - 1 W T (т)||< a i,

<  а2\\к\\~вієв і ,

(5)

<  а2\\к\\єв2,

(6)
де к =  (к\ , ..., кт) Є Z m \ {0 } ,  ( k , u ( z ) )  =  
k1u 1( z ) + . . . + k mu m(z) ,  т Є R , t  Є R,  т Є [0 ,Т ], 
Tj/є =  t j -  функціональні моменти імпуль­
сної дії, в і =  1/(1 +  1) при виконанні першої 
нерівності в (4), в 1 =  1/(21 +  1) при виконан­
ні другої нерівності в (4), в 2 =  1/(21 +  1)- 

Припустимо, що матрицант QT (є ),
Я\(є)  =  E , лінійної імпульсної системи

dx
—  =  а(т)x, т =  T j , Д х  т=т- =  є bj x  
dT 3

задовольняє нерівність 

WQT(є)||< K e -Y (T -t ) , т >  t, є  Є (0,єо],

(7)
з деякими сталими K  >  1 і у >  0, не зале­
жними від є.
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У  випадку рівномірних ( т  =  Т}+1 — т} =  
єв і )  моментів імпульсної д ії д ля  матрицанта 
01 (ф , і0,є ) ,  П£(Ф , ї 0, є )  =  Е ,  лінійної системи
; і ) , в якій у  =  у і  (ф , є )

\\Лк(т) -  Л к(т)|| <  Л к\т -  т\, 

\вк(т) -  В к (т)|| <  Вк\т -  т\,

Кош і (2), в роботах [1,2] доведено експонен 
ц іальну оцінку вигляду

розв’язок задачі ( Р у  т); / (у ,  т) )  =  £ ( Р * (т); /„(т))ег(к

(10)

0

-71 (т - )Ю (ф,іо,є)\\ <  К іЄ

т >  ї , ф  Є В т, є Є (0, є0] , ї 0 Є В,  (8)

з не залежними від є сталими К 1 >  1 і у 1 Є 

(0 ,7 ) -
У  статті [6] таку ж  оцінку доведено для  

випадку функціональних моментів імпуль­
сної д ії (Т} =  єв(т} ) ).  Там же за допомо­
гою оцінок осциляційних інтеграла (5) і су-

У

Е
к=0

ІР+і вир ||Рк(т)|| +  Рк
Я

<  О і ,

\Рк (т) -  Рк (т )|| <  Рк\т -  т \,

вир II/к(т  )| +  /к
Я

<  Оі,

II/к(т ) -  /к( т )|| <  /к\т -  т\. (11)

Т у т  Лк (т ), В  к (т ) ,Р к  (т ) ,/к (т) -  коефіцієн- 
ми (6) досліджено поведінку частинних по- ти Ф ур ’є функцій Л ( у , т ) , В ( у , т ), Р ( у , т ) і
хідних матрицанта 01 (фф0, є ) по малому па­
раметру є і доведено нерівність

д  г
—  (ф,І0, є ) <  К -г+ іЄ

ві/2-2г X

х е - 1 г+і (т-і)+^г\і - і °\ (9)

в якій КК 2 ,-- , К Р+1, 7р+і <  ъ  <  ••• <  Ті

Є0(7 ь  7р+ і )
„  7ідодатні сталі, а <  — , є0 =

2р
т >  ї  є  Я, ї 0 є  Я, ф є  Я  
1  <  г  <  р.

Задача цієї статті -  дослідити поведінку 
частинних похідних матрицанта системи (1) 
по параметрах є і ф.

Д ля  цього накладемо наступні обмежен­
ня на функції, що визначають праві частини 
систем (1), (2):

/ (у ,т ) відповідно, Л к ,В к ,Р к , їк  -  сталі Л і- 
пшиця, числа а і і а 2—досить малі, р >  0.

Л е м а . Нехай (функції (9(т)ш(т))(и') ,н =  
0,1, рівномірно неперервні на Я  і виконую­
ться умови (3)  та одна з нерівностей (4).

Тоді при виконанні обмежень (11) і до­
сить малому є0 >  0 для р =  1 , довільного 

7ідодатного а <  —  і вс іх З є  Я ,  ф є  Я т,
2р

є є  (0,Є0І, V 
є є  (0 ,є0| і сті

д
дфі л . ( уїо (ф ,є )  -  ф)

щ у *  Іф- Є)

1 , т  виконуються нерівно- 

<  О3єві/2в ^ -іо1,

( 1 2 )<  о 4е

а для р >  2 -  оцінка

( Л ( у , т ) ; в ( у , т ) )  =  ^ 2 ( Л к( т ) ; В к(т ) ) ег(к V)
Щ  уіо(ф ,є ) <  О5Є

вир Ца(т) || +
Я

+Е
к=0

+Е

вир ЦЛк (т )|| +  Л  к
Я

<  Оі,

ІР+і

вир II 11+

вир ||Вк(т)|| +  Вк
Я

2 <  г  <  р, 

(13)
з деякими сталими а} =  а } (р ) ,  і  =  3, 4, 5.

Д о в е д е н н я . Розглянемо спочатку випа­
док, коли ї  >  ї 0. З системи (2) одержимо 
рівності

+  — Ф =  / І —  +  !  ( +  . « І 4 '+

<  Оі,

вир ||Л0 (т  )|| <  а і,  вир 11В0 (т )|| <  а 2 ,
Я Я

+ Є 5 ]  Р ( у?о ,тз),
0̂<Ті
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t / 
ф) =  f f  ! _  ( , j

дф '  -  'P )  =  J  ф [ д ф '  -  ф ) +  E ] d i +
to V

+ є Т ,  а р і а ф р  -  ф) +  Е ) - (14)
*0 <Ті <  т у т  у

У  лем і 35.1 монографії [2] і лем і 1 статті 
[7] при в і =  2(1 +  І ) -1 доведено першу не­
рівність в (12) д ля  випадку рівномірних мо­
ментів імпульсної дії. Якщ о повторити схе­
му їх  доведення, використавши замість оці­
нок осциляційних інтегралів і сум для  роз­
ривних функцій оцінки (11) і (12) із статті 
[6] д ля  функціональних моментів імпульсної 
дії, то дістанемо оцінку

Якщ о ї  Є [ї0, ї 0+ 2 ), то, розкладаючи фун-
д 2/ д 2Я  ^  ,

кції Д її  і ТГЩ  в ряди Ф ур  є і викори-
д р д р и д р д р и 

стовуючи оцінки осциляційних інтегралів і 
сум, одержимо нерівність

! & « + є . х

д 2Я

to to<Tj <t д р д р ь
<  а&є'ві/2

а6 =  а6( 2 ) =  const >  0.

Том у з умов (11) при p = 2  і першої не­
рівності в (12) маємо, що

д  V I (ф ,є )
дфдфр

<  2 (а і +  Об)(оз +  1 ) є ві/2в2фх

<  а3єві/2 ( 1 + 1  -  to )e<73£pl/2(t~to),
х (m  + 1 ) (1  +  ві ) +  а і

+ а і є У ]
to < Tj <t

to

д  2p

д  V

дфдфь dC+

дфдфь

t >  t0 Є R ,  ф Є R m, є Є (0 ,є0], т3 =  const >  0,

(15)
і першу нерівність в (12) (друга нерівність в 
(12) одержується з першої при а4 =  а3 +  m ).

Оцінку (13) доведемо методом математи- Застосовуючи аналог леми Гронуолла- 
чної індукції. Беллмана для  розривних функцій [5], отри-

При r  =  2 з (14) отримаємо, що маємо оцінку

t С
д2< (ф ,є )  =  f  £  д 2f  d ( Ato,x -  фА) d^ +

дфдфь
to А=1 дрдрА дфи

д А (ф ,є )
<  2 (а і  +  аб) (аз +  1 ) є ві/2в2фх

+

to

д 2f  д '  -  ф)
д р д р „  дф

di +

+

to

S2f
д ' д '

dC +
д f  д2'\to

to
д '  дфдфг

di +

дфдфу

х ( т  +  І ) ( І  +  9- 1 ) в2аі(1+вф) =  а7єві/2. (17)

Нехай тепер ї  >  ї 0 +  2. Тоді, враховуючи 
нерівнісь (15), оцінки осциляційних інтегра­
лів (11) і сум (12) із статті [6] та схему дове­
дення леми 3 з [6], з рівності (16) дістанемо 
нерівність

+ є £  £  д 2Я  д ( ' І А  -  фА) +

д  А (ф ,є )
дфдфу

<  о А і/2( і  -  to)e^(t-to) +

to<Tj<t А д ' д ' А  дф„

+ є

+ є v  д 2Я д ( ' о -  ф ) +
д р д ' у  дф

д Я  д 2р

+08 є'ві/2 a V i

to < Tj <t

д 2Я

to < Tj <t
д ' д '

+ є

дфдф 

д  V

dC+

to < Tj <t д '  дфдфц
дфдфь

92

*0

+ а 3єв2+1 ^
*0<Ті <

(16) Т у т  ^8 -  деяка стала, не залеж на від є. 
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Оскільки t — t 0 +  1 >  t — £ + 1  >  1 при 
c Є [to,t], то

Є- p(t - t o)

t — to +  1
д M o  (ф ,є )

+ °8 є'
ві/2

to

+08Єв2+1 E
to<Tj <t

Звідси маємо

дфдфь

e—u{t—î  )

t — £ +  1

<  08Єві/2 +

д2Р>\о
дфдфь

d£+

д  2 < (ф ,є)

e- u(t—Tj )

t — Tj +  1

<  08Єві/2, (t — to +  1 )x

д  A T j
дфдфр

дфдфи

x e H(t - t o)eos£l3l/2(t - t o) <  а8Єві/2e2̂ ( t - to) .

G , =  / D : f  ( Л  ,£)d£ +  є

to
E

to<Tj <t
D VF  ( +  -T, ),

G 2 =  D f  (p«o , 0 D' ,  A  (ф , є ) ^ +

to

+ є D : F(AT0 ,Tj )D ïE u (ф-є) -
to < Tj <t

Тому

IlGs| <  о Ф ві/2( і  — t o ) e ^ -1) (t - to) . (19)

Розкладаю чи функції В £ / (<р£0, ' ) ,

Ц Д  (До , 0 ,  В г / ( Д , і  ( Д , , ' )  в
ряди Ф ур ’є і використовуючи оцінки осци- 
ляційних інтегралів і сум, одержимо, що

||G l|| <  ° l 0 ^ l/2(t — t0) , 

t

I|G2| <  о и єві/2 J  D A o (ф -є)

to

+ О ііє* +1 E  WD * A i  (ф ' є ) ІІ

(20)

d£+

(21)
to < Tj <t

(18)

О б ’єднуючи останню оцінку з (17), діста­
немо, що нерівність (13) виконується для  
всіх ї  >  ї 0 Є В,  ф Є В т , є Є (0 ,є0] при 
г  =  2, а5 =  07 +  Т8.

Припустимо тепер, що нерівності (13) ви­
конуються для  всіх к =  3, . . . , г  — 1. Д ля  оцін­
ки Бфу\0 (ф, є) запишемо рівність

Б Ф'А0(ф, є) =  G l +  ° 2  +  G з ,

в якій

О б ’єднуючи оцінки (19)-(21), дістанемо 
нерівність

D ï E o (ф ,є ) <  0 i M /2(t — t o ) e .F ' - 1w- ’o) +

+ о ,2є « і/2 D ï  Ao  (ф, є ) d£ +

to

+ ° і2єіЬ+1 Y !  D  Ai,  (ф- є ) !  •
to < Tj <t

Звідси, аналогічно, як і в випадку r  =  2, 
дістаємо нерівність (13) д ля  r  =  k. О т­
же, згідно з методом математичної індукції 
оцінки (13) справедливі при t >  t0.

Випадок t <  t0 розглядається аналогічно. 
Отже, нерівність (13) виконується для  всіх 
t Є R ,  ф Є R m, є Є (0 ,є0]. Л ем у доведено.

Грунтую чись на нерівностях (12) і схемі 
встановлення аналогічних оцінок частинних 
похідних матрицанта O'T по параметру фи, 
v  =  1,m, у  випадку систем без імпульсної 
д ії з робіт [2] (теорема 27.2) і [4] (теорема 2),
доведемо наступну теорему. 

а величина о 3 м істить скінченне число до- -п
Т е о р е м а  1. припустимо, що 

данків, в кожний з яких під знаком осциля- г  1 а ^
цінного інтеграла і суми входить множник 

У
д ( Ato — ф)

дф

або

D ï  Ato(ф-є ) -  Х =  2 ,r — 1.

1)виконуються умови (3), (7), (10), (11) 
при р  = 1  і одна з нерівностей (4) ;

2)ф ункці ї  ( в ( т ) ш ( т ) ) Р =  0,/, 'рівномір­
но неперервні на В.

Тоді для будь-яких чисел у2 Є (0, у 1) і р Є 
(0 ,у 1/2) існують такі досить мале є0(у 2) >  
0 і досить велике К 2 =  К 2(р )  >  0, що для
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всіх т >  і  Є Я,  є Є (0 ,єо(72) ] ; V =  1,т,  
справедлива оцінка

_д_

д'фі
<  К 2єві/2е-І2{т-і)+ \̂І - І о\. (22)

Д о в е д е н н я . При і  <  т з (2) маємо рівність

д
+ є  Е  ЯТ, = - в ( 7  Т ) п т,

І<Т, <Т
т

/ в
Я (  Л & і - ' )  д ~  П  <%+

І

д
+  8 ^  ЯТ, В  ( * ї  Т  ) - д ^  .

пт =  ЯТ +  І Я Т М і ї о  , І ) П І 4 '+

+ 8 Е  % в ( і л 0 -ті )пТ>■
І<Т, <Т

Продиференціюємо рівність (23) по фр

Якщ о т — і  >  1, то подамо відрізок [ і,т] 
ч

у  вигляді и  [Ід,І8+ 1 ], де Іо =  Ь,І8+1 — /з =  1
(23) в=о

при в <  V , Іи+ 1 =  т,ц -  ц іла частина числа
т — і  — 1. Тоді

_ д_
дфі

ПТ
д д А

Я ? Е  5 7  А ( * і  - ' )  дФФя6п1 * +
і м і к Е Е  іі) - ( 25)

6=1

д_

дфу

д Аі

к=0 «=0

де

+ Є ^  Я д ^ ~ В  ( ^ Т0> ^ д Ф ^  П?  +
<а + 1

дфр

+  У  Я Т А ( р І0, 1 ) д ф А ^ +
*

д  ____
+ ^ 5 ]  Я  Ті В  ( р Ті0 ,ті  ) - дф  П Т  , V = 1 , т -

Ті <т

Розглянемо спочатку випадок і  >  і о. 
Враховуючи нерівності (7), (8) і першу з 

нерівностей (12), одержимо

д і

д

х

дф;

т

ПТ <  К К 1а7єві/Ч  / є - 7 ( Т - І ) х

{ / ■

Ізк =  Я ІА к (£ )к „  е х р | і (к,вІ:0) } п і х

х  ехр {  ^  ( к М г ) ) і г )  * -

Іо

Ssk =  Є ^ 2  Я Т, В к ( т і Ж  ехр {ф к -в іо ) }  х
Ів< Т, <18 + і

хПф  ехр < -  ( к - и ( г ) ) А г

Іо

еї0 =  р і  - 7  І  (2б)
і

б=і

д

д р б
А (т Іо - і )

(Н—11)(І —І)+Н(І—І0)А ' + Іо

+ є , - у(Т -  Т, ) Е
6=1

вир
д

д^б
В ( Т І ,  - ' ) X

х е Ж і - І ) + ^ І-І0)е-7і(Ті -І) І +  ЦИфІ +  \\И2\

(24)
де

Оцінимо осциляційний інтеграл І зк, за­
стосовуючи лем у 3 статті [6]. Нехай

g (y , є) =  Пу, цк(у , є )  =  Я УкуА к(у). 

Оскільки

И Ж ^ ^ А ^ і || <  є (2 &1 +  Ж И Ж ^,

йд(у , є )

И і  А  ЯТ д у г, А(тІо- 0 « І̂ +

Ау
<  (2аі  +  а і )|П * ||,

\\Мк(у-є)\у=Ті || <  єкуа, вир ііЯУ ||х
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x sup \\Ak(y)||,
[IsJs+l]

Lqk(є ) <  Akkv sup \\QTy|| +
\ls ,le+1]

+ a ik v  sup \\QTy || sup \\Ak
[le ,le + 1] [le ,le + 1]

+є E e-Y(T-Tj ) ||nTj I <

<  2 К К 1а 1а&е1єв1 /2(1 +  в -1 )(т -  t ) e -Yl (T- t)  <  

<  а 13єві/2е- ( і 1 - ^)('г- t )  (27)

то на підставі оцінки (14) статті [6] при а4 — зі сталою ^13 =  ^ K K i a i a ^ e 1 (1 +  в - ) р  1. 
2а1 +  а 1 +  а 2, а5 — 0 отримаємо, що

\\Iks\l <  Я(,єв1/2Х 

x (  I  liny\\dy +  є £  |\П ?И х
le^Tj <ls + 1 /

х  \\k \\ I \\k \\ sup \\A k r n  sup \\Q y ii+
\le,le+1] ■■ ,le+1]

+  2^1 sup \\A k Ш \  sup \\QTy || +
[le,le+1]

+ A k  sup IIQyi
[̂ e )̂ e + 1]

[le,le+1]

<  a6 \\k\\ єв1/2x

e- Y(t -
Й \|П l\d$+

Застосовуючи обмеження (10) при р  = 1 ,  
вираз в ф ігурних дуж ках нерівності (24) мо­
жна оцінити зверху величиною

о 14є -(11-3 ̂ ) (т-і)+^(і - і °) , а 14 =  2  о 1(1 +  в -1 ).
р

(28)
Величина М 2 відрізняються від суми Б 4+  

Б 8 теореми 2 статті [6] наявністю функції
дПУ . ф ,ї  д П  ........

замість функції — — , тому при її оцін- 
дфу дє
ці зміниться тільки функція д(у,  є), визначе­
на в лем і 3 статті [6]. Покладаючи д (у , є )  =
дПУ . .
—— , на кожному відрізку |п,п+1], в =  0,д,
дфи
отримаємо, що

и  п ш » \\dy+ є y , и ) х
Is^Tj <ls + 1 /

х ( Щ  sup \\Ak(y)\\ +  A k) K e - l ( T - t - s - 1 \
[Isyls + l]

де а6 — а6(2 ) (2а 1 +  1). Аналогічно одержує­
мо оцінку

\\SskII <  а6єв2х

( 1 7  \
х ( / n^t \\dy + є \\)х

\J ls'7Tj ̂ lS + 1 /

х Щ 2 ( sup \\Bk (y)\\ +  B k ) K e -Y (T - t -s -1 ) .
[ls Js + l]

Підставимо в (25) отримані оцінки осци- 
ляційних інтегралів і сум та, враховуючи 
обмеження (18) при p  — 1, одержимо нерів­
ності

ЦМ1ІІ <  2K K 1 a 1 a6eYєві/2х

д 9 (У , є)

д У

+  sup
[ls ,le+1]

X

m

Е
v=1

д  ПУ

<  (2^1 +  а1) 

d A ( p , y ) д фу0

д  ПУ

d ^ v
+

dpv дфу 

<  (2а 1 +  Q.1 ) х

sup IIn y II <
[le,le+1]

дфу
+  e^{s+t+ 1-t°) a4K 1e-Y1S

\\А 9 (У , є ) \у=  ̂II <  є (2 а 1 +  а 2) 

д В ( Р , У ) д 7

д  nTj

дфу
+

+ є  sup
[le,le+1] Е

v=1 dpv дфу

<  є(2а1 +  а 2 )х

sup |ny \| <
[le,le + 1]

X
д П ?

дфу
+ e S+Tj +1-to) а4К1 e-Y1S

Т у т  використано другу нерівність в (12). 
Тепер застосуємо оцінку (22) і аналогічно, 
як в теоремі 2 статті [6], одержимо

\\М2\\ <  о 15єві/2є - А і - А { т - *)+ Ж - *°) +
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+ а і 5 К е Є ві/2 е-7(Т-у)
дПУ

дфу
Ау+

+ а і 5К е (єві/2+1 ^  е-і(Т -Т , )
дфу

(29)

одержимо, що

Е  Су\ \\вфр\\Лі ■
Лі+2Л2+...+гЛг =Г

<  аібЄ'гіІ~‘о1

Н И\ <

(32)

з деякою сталою а 15.
О б ’єднуючи оцінки (27)-(29), з нерівності 

(24) за допомогою аналога леми Гронуолла- стаємо метод математичної шдукщії

з деякою додатною сталою а і6 — а і6(у) .  
Д ля  оцінки норми П, V — і-т викори-

Беллмана отримаємо, що Оскільки

д

дфь
ПТ <  К2Єві/2Є^( І - І о) є — (7і —̂ )(т-І)х

— И і +  И 2 -

де

М і  — Я І  О г А(тІо - ' ) П І  А ' +
х ( і  +  а и К 'е 7 єєві/2)Т М є’ " ™ • ві/2(Т-‘) <

<  К 2єві /2Є̂ ( І - І о)Є- (7і - ^ - аібКє1 єві/2(і + в і і ) ) (Т-І)

Отже, оцінка (22) справджується для  всіх 
т >  і  +  1, і 0 <  і, ф Є Е т, є Є (0 5 є0] , а є0 

вибираємо з умови а і5К е 7 єві/2(1 +  в - 1) <  у.
Якщ о ж  т Є [ і - і  +  1], то оцінку (22) лег­

ко одержати з нерівності (24) без розбиття 
проміжка [і-т] на відрізки [^ -^ + і ].

Випадок, коли і  <  і 0, дослідж ується ана­
логічно. Теорему доведено.

Т е о р е м а  2. Нехай виконуються умови то, грунтуючись на оцінках (27) і (29) для  
теореми 1 при р >  1. Тод% і снують т,акі доданків И і і И 2 з теореми 1, отримаємо

+ є  Е  Я Т, в „ в ( Щ - т,-)п Т  -
І< , <

Т

J  Я І А ( р 1о - +
І

+ є  Е  Я , в Щ - т , ) о г п ? -

И

додатт сталi ур+ і <  ур <  ■■■ <  р і} у <  —
2р

досить мале є0 — є0(р і - ■ ■■-ур+ і ) і досить ве­
лит К г + і , що для в і ї х  т >  і  Є Я,  і 0 Є Я,  
ф Є Я т , є Є (0 -є0] і 1 <  т <  р виконуються  
нерівності

оцінку що

№ М :| <  а п є і3і/2є - (7і~Іі)(Т-І) +

\\ЯгфЖ(ф,іо,є)\\ <  К г+ 1єві/2в~7г+і(т~і)+^  1 і - і01.
(30)

Д о в е д е н н я . Використаємо підхід, запро­
понований у  статті [8] при доведенні оцінки 
похідної г-го порядку від складної функції. 
Маємо

+ а и єві/2 !  е-7(Т-у) Н П У  | Ау+

І

+ а и єві/2+і Е  е-7(Т-Т, ) \\ЯфТ  \|

Н  п\ < е  \ Н  п X
и=і

х  У сиЛ || р  ||
Лі+2Л2 +...+Г Лг=г

Е Лі \ЯГФ р \

(?Л)
Зауважимо, що найбільше значення се­

ред норм \\Яфір\\, ...,\\Яф має норма пер­
шої похідної, тому з другої нерівності в (12)

'ЩЧ

зі сталою а і7 — а і7(у) .
З останньої нерівності знаходимо, що

е (1 - ) (Т- І )  ЦВфЩ| <  а і7єві/2+

Т

+ а и єві/2 J  е (7і -^)(у-і) \ Н П У  | Ау+

І

+ а і - є ві/2+ і Е  Є(г і~А(Т’ ~‘) \\ ■

(?? )

Звідси дістанемо, що
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<  С1єві/2е- ( і2-А) (т-і ) . (34)

Припустимо тепер, що для  всіх V =
2, г  — 1 справджуються нерівності

О П|| <  4 єві/2е- ^ - А + і А ) (т-і) <

<  Р єві/2е- ( і "+і -иА (т-і) 

і покажемо, що

О П ^  <  Р є ві/2е- ( і г - {г+і )н){т-ь) <

<  Р  єві /2 Є- Ат+і- г А (т-і) . 

Подамо Б'ТПт у  вигляді

Р 1 +  Р 2 +  Р 3іЩг 0 Т

де

Рі

+Є

0 ?  ° Т  Л ( у і  .0 0 ?  4 '+
і

Е 0Т. от В  (уТо т  )0  ? ,

0 ?  Л(у?о > 0 0  о? 4 '+

І

+Є 2 ^  от, В (у , °  т щ ; о і о,

Рз

г - і

от Е  с Л о ; - ЛЛ ( у І 0, ' Щ  о?  ̂ +
Л=і

Д алі, враховуючи (7), (10), (34) і (35), оці­
нимо вираз, що входить під знак інтеграла 

в Р 3:

г - і

0 ? Е  с Л ° Т -Л Л(у їо  , і Щ  о?
Л=і

<

(35)

(36)

<  а іяе - у(Т- ? )єві/2е - (Уг- (' - і )р)(? - І) <

<  Оі9Єві/2е- (1- - ( г - і ) ^)(т-І),

г - і

Оі9 =  К о і ^ 2  С^ТР.
Л=і

Аналогічно оцінюємо вираз

V— 1

0 О Е  с Л о - ЛВ  у  т  Щ  о  то
Л=і

під знаком суми в Р 3, тому 

\\Рз\\ <  0 19 (1 +  в— 1)(т — І ) є ві/2Є- А г- ( г -1)А(т-і )

О б ’єднуючи (37) і (38), отримаємо, що

пт || <

(38)

Щ отII <  р Є ві/2е- ( і г - гр (т - І )  +

+оі8Єві/2 І  е-рт-у)  | Щ о у I Р у+

+Оі8Єві/2+ і ^  е-і(т-то) | Щ о і (39)

Домноживши обидві частини (39) на 
е( іт-гр(т-і  і застосувавши аналог леми 
Гронуолла-Беллмана, дістанемо нерівності

Г—1

+ є  Е  +  Е  с ї о ; - хБ(ут;, т, О п ? .
і< ті <т Х=1

Очевидно, що для  доданків Р 1 і Р 2 справ­
джується нерівність

\\Рі +  Р2ІІ <  0і8єві/2Є- ( і і - ^) (т-) +

т

+ а і8єві/21  е-рт-у)  О п у  || Су+

і

+ 0 і8єві/2+1 ^  е-рт-ті ) О Пт || (37)
І<ті <т

зі сталою а 18 =  о 18(р ).

Щ от  І <  р є ві/2е- ( і г - гр (т - І ) X,, +  Ч\\ <

х (1 +  а 18є 1+ві/2) ̂  еаіаєві/2(т-і) <

<  Р єві /2е- ( і г - г ^- °і8єві/2(1+в11) ) (т-і) .

Отже, оцінка (36) справджується для  всіх 
т >  ї, ї 0 < ї ,  ф Є В т , є Є (0 ,є0] (є0 вибирає­

мо з умови о 18єві/2(1 +  в - 1) <  р ).
Підставимо оцінки (32)-(36) в нерівність 

(31) і отримаємо оцінку (30), в якій

V

К Г+1   а 16 ^   ̂Р .
У=1

Теорему доведено.
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Використовуючи метод математичної ін­
дукції та результати робіт [6-9], аналогічно 
доводимо наступне твердження.

Т е о р е м а  3. Нехай:
1) для матрицата и (т- і )  системи без 

імпульсної  д і ї

Ах . .
—  =  а (т )х-  
Ат

справедлива оцінка

\\U(r,i)\\ <  K e -Y0(т- t ) ,

в якій

K
Ъ  >  рг  suP I N

Vi j
K  >  1, t  >  t;

2)виконуються умови (3), (10), (11) при 
р >  1 і одна з нерівностей (4) ;

3)функці ї  (в (т)ш(т))(у') -V — 0-1- 'рівномір­
но неперервні на Я.

Тоді існують такі додатні сталі рр+ і <

рр <  ... <  р і , у <  2—, досить мале є0 —

є0(р і - . . . - р ^ і )  і досить великі К і  К р + і ,
що для всіх т >  і  Є Я ,  і 0 Є Я ,  ф Є Я т , є Є 
(0- є0] і т >  0, р >  0 таких, що 1 <  т +  р <  р, 
виконуються нерівності

д г
DP3 рЖ А  ( Ф Л , є ) <

<  K  єйіІ2 e- Yr+p+l(T- t)+k{r+p) \ t - t 0 \
<  к г+р+1є e •
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