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Г С Н У В А Н Н Я  Л О К А Л Ь Н О Г О  У З А Г А Л Ь Н Е Н О Г О  Р О З В ’Я З К У  
М І Ш А Н О Ї  З А Д А Ч І  Д Л Я  Н Е Л І Н І Й Н О Ї  С И С Т Е М И  Р І В Н Я Н Ь  

З  І Н Т Е Г Р А Л Ь Н И М  Д О Д А Н К О М

Робота присвячена дослідженню мішаної задачі для нелінійної еволюційної системи рів­
нянь з інтегральним доданком. Отримано умови існування локального узагальненого розв’яз­
ку.

The paper is devoted to investigation of the mixed problem for a nonhnear evolution system 
of equations with integral term. The conditions of the existence of local generalized solution have 
been obtained.

Т  <  + то ; Q  =  А х (0, + © .
В області Q  розглянемо мішану задачу 

для  системи рівнянь

П П

иИ ^   ̂(Ьі1 ( х А')и Хі ') х̂  ^   ̂Ьі(Х , і )9 Хі +
г,] = 1 і=1

+ a 0(x,  t ) u  +  a\(x, t ) u t +  a2 (x, t ) 6 -  (1)

i =  bo(x,t)\u\p - 2u,

Нехай П -  обмежена область в К™ з ме- П деякі умови існування розв’язку отримані 
жею дП Є С 1 , п Є N  Q т =  П х (0 ,Т ), де в [4]-[8] та [9], а д ля  необмеженої області П

- в  [2], [7].
Ця праця розвиває та узагальнює ре­

зультати [3] на випадок нелінійної системи. 
Отримано умови існування локального уза­
гальненого розв ’язку.

Дослідж ення систем гіперболічно- 
параболічного типу зумовлено також 
тим, що вони мають широке застосування 
у важливих питаннях механіки, фізики та 
техніки [14]

Будемо використовувати тут такі просто­
ри: С ((0 , Т ); В )  ([11], с. 148), I х((0, Т ); В )  
([11], с. 154, 157), де г  Є [1, + © ,  а В  -  де­
який банахів простір; Н к(П ), Н0к (П ), к Є N

([11Ь с. 44 ); №о,г(П) ,  г  Є (1, + го ] ([11], с . 44).
Через Ц ос( [ 0 , Т ); В ) позначимо лінійний 

простір функцій и : [0 ,Т ) ^  В  таких, що 
Ц ос( (0 ,Т о ); В ) ,  д ля  довільного Т 0 <  Т,  г  Є 
[1, + © .

Вважатимемо, що р >  2, д >  2; и0, в0 Є 
Н І ( П ) ,  и і  Є Ь 2 (П) .

Нехай коефіцієнти системи (1) задоволь-

u2X. dx
i=1

Е
i=1

6t - ^ 2  (cij ( x , t ) 6Xi ) Xj + Y s (b i ( x , t )u t ) x i  +  
i,j=1  i=1

+ c 0(x , t )\6 \q - 26 +  c 1 ( x , t ) u t +  c2 ( x , t ) 6 =  0 

з початковими та крайовими умовами:

u (x ,  0) =  uo(x), ut (x, 0) =  u 1 (x ) ,

6 (x,  0) =  6o(0), x  Є A; (2

ul dn 0, 6|dn =  °. (3)

Система (1) при 6 =  0 та bo( x , t )  =  0 є няють такі умови: 
нелінійною канонічною моделлю  К іргхоф а

utt — (m 0 +  m J  \Vu2dXjA u  =  f  (4

(H i )  ao, a1, a2 Є L ™ (Q ) ,
a0( x , t )  >  A 0 >  0, a1 ( x , t )  >  A 1 >  0 для  
майже всіх ( x , t )  Є Q;

( т 0 та т 1 додатні сталі), яка описує малі ко- (И 2 ) Ьіу, Ьщ, Ьі, Ь0 Є Ь ™ ^ ) ,  і , і  Є {1 , . . . , п }
ливання натягнутої струни при поперечній 
складовій напруженості [1], [10].

Задачі д ля  подібних моделей розглядали 
багато дослідників. Д ля  обмеженої області

Е  bi j ( x , t ) i i i j  >  B 2 Е  \Ci\2 для  всіх i i Є

і д ля  майже всіх (x,  t )  Є Q, B 2 >  0, 
bij ( x , t )  =  bji ( x , t )  д ля  всіх i , j  Є
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{1, . . . ,п}  і д ля  майже всіх (х , і )  Є Q,
0 < В 0 <  Ь0(х,  і )  д ля  майже всіх (х, і) Є Q;

ао,аі,а,2 ,Ьч,Ьі,Ьо, С ] ,С о ,с і , е 2 Є Ш  і>(Х№ )
2п -  2

і, крім того, нехай 2 <  р  <  ---------  при
п 2

(Н з ) СіП, Со, Сі, 02 Є Ь % (^ П  і , і  є { 1 , - - - ,п } , п >  2 і р  >  2 при п Є { 1 , 2}; д >  2;

Е  Сі3 ( х , і Ш ,  >  С 2 Е  ІСі\2 д ля  всіх Сі Є ио Є Н ^ П  Н 2(П ) , и і  Є Н 1 ( П ) , Є0 Є
Н ^ (О )  П Ь 2я 2 (О ), тоді існує локальнийі ] = і  і=1

М і для  майже всіх (х,  і )  Є Q, С 2 >  0, 
сі] ( х , і )  =  С]і ( х , і )  д ля  всіх і, і  Є 
{1, . . . ,п}  і д ля  майже всіх (х,  і )  Є Q, 
Со(х, і )  >  С 0 >  0 д ля  майже всіх (х,іі) Є Q,

узагальнений р о з в ’язок задачі (1 ) - (3 ) .
Д о в е д е н н я . Д ля  доведення існуван­

ня розв ’язку використаємо метод Фаедо- 
Гальоркіна. Оскільки простір Н$ (О )  П

С2 ( х , і )  >  1 і >  0 для  майже всіх ( х , і )  Є Q ■ Н 2( О ) П Ь 2я 2(О ) -  сепарабельний банахів, то
в ньому існує така зліченна множина { и к},О зн а ч ен н я . Локальним узагальне

> а ■ ґ і ) /о) що будь-яка скінченна к ількість елементівним р озвязк ом  задачі (1 ) - (3 )  назвемо ..
цієї множини л ін ій н о  незалежна і замикан­
ня ї ї  лінійної оболонки в Н^(ОЗ) П Н 2 (О )  П 
Ь 2я~ 2 (О,) збігається з цим простором. М о­
жемо прийняти, що { и к}  ортонормована в 
Ь 2 (П) .

Розглянемо функції им ( х , і )  =
N N
Е с% ( і ) ^ к (х ) ,  вN ( х , і )  =  Е <  ( і ) и к (х ) ,
к=1  к=1

^  ^  N  (= N  де ^  ся  ся  г] я  хЯ ,т -
+  Ь■■ (х  і ) и V +  У ^Ь (х  і ) 9  и +  Є ^  ’ де Сі ,С2 ,Ся , йі ,й 2 ,ая2_^ і] ( , ) хг х3 2_^ і (  > ) розв ’язки відповідних задач Коші:

Г Г п
/ иЯ ̂  ^  Ьі] ( х , і ) и *і <  +  а0( х , і ) и Я  ̂ к +

пару функцій ( и , в )  таких, що и Є 

С ( [0 ,Т ) ;  Н і ( П ) )  П Ц Л 0 , Т ) ;  Ь ' Ш ,  и  Є 
Ь % ( [0 ,Т ) ;  Н Ц П ) ) ,  и,, Є Ь ? с ( [ 0 ,Т ) ;  Ь 2 ( Я ) ) ,  
в Є С ([0, Т ); Н Ц а ) )  П Ь Л ' У П  Ь ( О ) ) ,  в, Є
Ь % с ( [0 ,Т ); Ь 2 (О ) )  для Т  <  і задовольня­
ють початкові умови ( 2)  та систему ін ­
тегральних рівностей

І,3 = 1 І=1

+ а 0(х,  і ) и ь  +  а\(х, і ) щ х  +  а2 (х,  і )9х

J  X X  ̂  ^  Ах

і Т І= 1 і  І= 1

=  Ь0(х,і)\и\р - 2ихАх,

А х+ І,3=1

+ +  ЬІ (х,  і ) 9N шк +  ау(х, і ) и Цшк+
І=1

+ а 2 ( х , і ) 9 Цшк — Ь0( х , і )\иЦ \р 2и Цшк

+

9ут + ^ 2  сіз (х, і)9, ■ ■ —г х3
І,3=1

[ Е К \ 2і х ) ( [ Е
і  і= і / ^  =

п

9? V к + ^ 2  сіз( х , і ) 9 %

и„. А хг г

А х+  

=  0 ,

У ^ Ь і ( х , і )щ іХ х г +  со(х,і)\9\я 29т+
І,3=1

І=1

+Су(х, і )щ іх  +  с2 (х,  і )9іх

— Ьі (х, і )и\¥ +  суу(х,і)\9м \я 29мшк+

Ах =  0
І=1

для м а йж е  всіх т Є ( 0 , Т ) і вс іх V Є Щ  (О ) П 
Ь р(П),  ю Є Щ ( П )  П Ь я(П).

Т е о р е м а  Нехай виконуються умо­
ви (Н і ) ,  (Н 2), (Н 3), а коефіцієнти си­
стеми рівнянь ( 1 )  додатково задоволь­

няють умови а0і , а і і ,а2і ,Ьі ] і і ,Ьі і ,Ь0і Є 
(Q ) ,  Сі]і ,С0і ,Сі і ,С2і Є Ь % ( Q ) ,

+су (х, і ) и * ш к +  с2 (х,  і ) 9 мшк Ах =  0, і  >  0,

4  (0) иЦк, <й (0) =  < к, АNk (0) N ,
(5)
(6)

де к Є },

Г(х ) =  ^  иЦкшк ( х ) ,

N

и0 ( х )
к=1
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N и п
u0 — u0 |ІЯ0;(П)ПЯ2(П) ^  0,

N

uN (x )  =  ^ j uN,kШk ( x ) , \\uN — u 1 \\n1 (n) ^  0

Згідно з умовою (А )

J2 : =  a0( x , t ) u NuN dxdt >

k=1
N

6N (x )  =  Y  6Nk Шk (X)
k=1

Qt

>  —A 0t  f  \uN \2dx —

По

A 0( t  2 +  1) 

2
\uN \2dxdt,

Qt

ІІ̂ о _  @о\\и1 (п)пь'2ч- '2(п) ^  0 при ^  ^  ж .  бо
(7)

На підставі теореми Каратеодорі ([12],На підставі теореми Каратеодорі ([12],  ̂ ^
с. 54) існує абсолютно неперервний розв ’я- и ( х , '̂) — и (х, 0) +  ( / ит(х,т)^т ) —

. / ~ \  /  ^ \  А Т  А Т  А Т  і А Т  і А Т  і А Т  '

<  2 tu 2 (x,  0) +  і 2 u2 (х ,т)d T ;

зокзадачі (5), (6) с ° , с ° , . . . , с ° , , й ° , . . . ,й °
який визначений на проміжку [0, і ° ) і та­
кий, що 0° ,0° , . . . , с ° г абсолютно неперервні 
на ( 0 , ).

Домножимо перші рівняння системи (5) 0

відповідно на c0Ot , другі від повідно на г Г °  2
, к Є { 1 , . . . , М } .  Отримані рівності під- =  / a l ( x ,t)\ut І &Х&і  — А і  } \ut \ &Х<хі; 

сумуємо за к від 1 до N ,  проінтегруємо за і 
від 0 до т, де т Є (0 , Ь ° ), і додамо. Одержимо 
рівність

Qt Qt

Qt

uttu N + Y  bi j (x,  t)uNi < + ao(x, t )uN  u N +
i,j=1

N 2

J4 : =  J  a2 ( x , t )6 u t dxdt >

Qt

> — -  f  \6N \2d x d t  2 ^ /  \uN \2dxdt,

Qt Qt

+ a i l x , t ) K  I +  +  «Т  Г  -  де ^  =  ess sup а Л х Л ) ? .
n Q

- b 0( x , t )I u N I p - 2u NuN +  Y  cv ( x . t W N +  3 умови (B ) маємо

i,j=1

+C o (x , t )  \ 6N \q +  C1 ( x , t ) u N 6N + /  n

Y  bij ( x , t )uN i uX dxdt >

Qt i ’j = 1

+C2 ( x , t )  \6N \2 dxdt +  I / y \uNi\2dx ) x  B 2 г 
o П i=1 y >  Y J>  —  \ uNi \2 d x — B2,02+ 1 1 \  uNi \2dx

x [  Y u N u X d x  )d t  =  0.
i=1

Пт i=1 П0 i=1

B 2,1 +  1
' Y J \ uN \2 dxdt

Оцінимо доданки останньої рівності. Очеви­
дно,

Qt
i=1

J 1 :

Qt

N uN +  6N 6N dxdt =  2 \uN \ 2+

де B 2,o =  ess sup ^2  \ bij ( x , t )  \2, B 2,1
Q i,j=1

n
ess sup Y ,  \bijt(x,t) \2;

Q i,j=1

+  \ 6N \2 dx — 2 \ uN \2 +  \ 6N \ * dx. J6 : =  J  b0(x , t )\uN \p 2u N uN dxdt <

Qt
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-  2 / luN ]̂ dxdt + 2 J lu N \2{P 1)dxdt’ x f / ^ К \2dXjdt =4( [ £ \ < \2dx)
Qt Qt У  i=1 O i=1

де B 0 i =  ess sup \b0( x , t )\2.
Q

На підставі теореми вкладення ([11], с. 47) 
д ля  майже всіх t Є (0,т)

( У  ? dx
О0 i= 1

\uN \2(p 1') dx — K o ^ J  \2dx^j
p - 1 Враховуючи оцінки інтегралів J 1 — J 11, з 

(8) одержимо

Ot Ot

2n -  2
(9)

причому p — при n >  2, K 0 -  деяка
п — 2

додатна стала, яка не залеж ить від иЯ . О т­
же,

1

2 „
Ят

т

J6 — -  І \uN \2dxd t+

+ ( л у г * .  ' r - 1
2 ' ' ' х 2 ' x

0 Ot

n \ p-1
\uN \ 2d x j  dt.

i=1 '

На підставі умови (C )

J7
p n

=  ^ 2 СІЯ ( x , t ) 9'
J, i j=1

N 9N 
i j  (x , UJWxi 9x9 dxdt >

Q

>  C 2
n

/ V
/

Qt i= 1
\9X. \ dxdt ;

J8 : =  J c0( x , t )  \9 \qdxdt >  C 0 J  \9 \qdxdt;

Qt Qt

J9 : =  c1 ( x , t ) u N 9n dxdt >

Qt

> — c 1  [  \uN \2dxdt — -  j  \9n \2dxdt,
2

Qt Qt

2 .де C 1 =  ess sup \c1 ( x , t )  \ ; 
Q

J 10 : =  J  c2 ( x , t )\9 \ dxdt >  ^  J  \9 \ dxdt.

Qt Qt

Д алі

11 :=  f  ( J  i t , uN < x  x
0 О i= 1

2

+  4

\uN \2 +  \eN \2 +  B z Y ,  \uN\2
i=1

n 2 n

J 2 \  uNi \2dx)  +  C 2 Y
i=1 '  x  L i=1Qt

d x +

\ 9N \ 2+

+ C o  \ 9N \ q
2

dxdt — 2
Oo 

N 2

\ uN \2 +  \ 9N \ 2+

+  ( B 2,0 +  2) У ^  \ ̂ x ,  \ 2 +  2A0T \uN \ 2
i=1

d x +

+  4 ^ J  Y  \ uNxi \2d^  +
Oo i= 1

+ 2
Qt

( B 2,1 +  - ) J 2  \uN,\2 +  (2 — 271) \9N \2+
i=1

+  ( A 2 +  A o ( t  2 +  2) +  2 +  C 1 — 2 A 1 ) \ uN \2 dxdt+

+
B 0,1K 0

2

n p -  1

£ \u N \2dx)  dt■ (10)
i=1  *0 Qt

Використавши для  (10) лем у Гронуолла- 
Беллмана, одержимо нерівність

\ uN \2 +  \ 9N \2 +  £  \ uN, \2
i=1

d x +

n 2 
+ y j  Y \ u N \2dxJ +  J  У ^\92 \2+

Ot i= 1 Qt i= 1

+  \ 9n  \ q dxdt — p 1 J  \uN,  \2dУ  dt +  p 2,

( 11)
0 Ot

2

2

T
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де Ц1, Ц2 -  додатні сталі, які залеж ить від + а т ( х , і ) п ° 4 °- + а 1 ( х , і )\ 4 ° \2+ а и ( х , і ) и ° 1 и°І1- +
коефіцієнтів системи, початкових даних і т.

Застосовуючи до (11) лем у Біхарі ([13], с. 
110), одержимо оцінку

І и ?  | 2 +  | 9?  |2 +  £  | <  | 2
І=1

Л х+

+ а 2 (х , ї ) 9 ?  и?  +  а2і(х,Ь)9? и?  -  

- ( р  -  1)Ь0( х , і ) І и ? І р - 2и ? и ? -  

- ЬОІ( х , і ) І и ?  Ір - 2и ?  и ?  +  9?  9:N+

+  ^  ( °И ( х , І ) 9 Х  +  СШ (х , І ) 9 ?і К !

+

П

+  І9?  Ід

/  а \ 2 п г а

' ^ Іи?г 1 ̂ х )  +  ^ 2 І9?  і2 +

^  '  Ят 1 І= 1

І,3 = 1

-  Ьі і ( х , і ) и? 9?х . +  С01( х , ф М 14 29? 9?  +
І=1

9х9і  <
Цз

[1 -  (р -  2 ) ц Р2- 2Ціт]1/(р-2)

де ц 3 >  0. Нехай т таке, що 1 -  (р -  

2)ц 12- 2Ц1т >  0. Тоді

+ ( д  -  1)с0( х , і ) І 9 ? Г 2 І9? І2 +  с і ( х , і ) ь £ 9 ? +  

+ с и ( х , і ) и ?  9?  +  сь ( х , і ) І9 ?  |2+

Іи?І2 +  І9? І2 +  £  Іи? І2
І=1

+С2і (х , і )9м 9

Л х+

йхйі  +  2

о п
Т

І=1

+
г а \ 2

у  ^ 2 Іи? 12 Лх)  +

X

> и? и?хЛ х \ ххг іхг

и ? \2йх IX

+

Ят
£ 9 !  і2 +  |9? І(
І=1

при т Є [0,Т 0], Т 0 <

9х9Ь — ц4, (12)

1
ц 4 >  0.

У І ^ иХХгиІ І х г +  У  ( У І ^ ІиХХг1
п І= 1 о п І= 1

х ^  и?х . и?х . =  0. (14

Аналогічно до оцінок ,Іі — .]і0 маємо 

9 12 : = иШи?  +  ^  ЬІ1 ( х , І ) и ?хги?х3 +  
І,3 = 1

(Р  — 2 ) ЦР2 2Ці
З отриманих оцінок випливає, що =  (дт

Т 0, де додатне число Т 0 залеж ить від поча- °  °  °  °
ткових даних задачі і коефіцієнтів системи + а0( х А ) щ  щл +  аі ( х ,і)\щл \ +  а2 ( х , і ) 9і щл +

рівнянь.
Отже,

\\иі\\ь^((0,То);Ь2(П)) <  Ц4,

\\и°Н я^ ф Т о );Щ(П)) <  Ц4,

\\9° \\ь™((0,То);Ь2(П)) <  Ц4,

\\9° \\ь2((0,То);ЕІ(П))ПЬч((0,То);Ьч(П)) <  Ц4. (13)

Продиференціюємо систему (5) за і  і пі­
сля нескладних перетворень будемо мати

+ 9Іі 9?  +  Х ]  си ( х , і ) 9Х  9х  +  с 1 ( х А ) иІь 9? +
І,3 = 1

+ <2( х , ф ?  І2

а

+ В ^  Іи?хг1

9х9і  >  2

І=1
Лх -  2

Іи? І2 +  І9?  |2+

К  І2 +  І9? |2+

Ят

и?  и?  и и + ^  ( ЬИ (х,  І ) и ?хг + Ь Ш (х, І ) и ?г) и?х3 +
І,3 = 1

П 1 1 Г Г ?
+  ( В 2,0 +  1^ ^  Іи?хг12 Лх +  2 2С^  І9?хг |2 +

І=1 2 X  ̂ і= іЯт

+ ( 2 Ъ  -  2)І9? І2 +  (2А і  -  Ао -  А2 -  С і ) І и ? І2-

+  ^  ЬІІ ( х , І )9?г и?  +  а0( х , І )и?  и?  + ( В 2,1 +  1  ̂X /  Іи?хг 12 -  А 0Іи? 12
І=1 І=1
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З умови (A )  отримуємо

J 13 : =  a0t ( x , t ) u N uN dxdt >  —t  \uN \2dx—

Qt O0

> — 2 j z
Qt i= 1

В Ц  I

- м у  \uN \2dxdt — -2  J  \uN \2dxdt,

Qt Qt

де Ao,1 =  ess sup \aot(x,t)\2;
Q

J14 :=  a1t( x , t ) u N uN dxdt >

Qt

\9N ?  +  \9Nx;P

\uN\2 +  \uN ?

dxdt—

dxdt,

>  -

Qt

a 2>~ f  \uN \2dxdt — К \2dxdt,

де B M =  ess sup Y  \bit(x,t)\2;
Q i=1

J 18 : =  J ( p  — 2 )b0(x , t )\uN \p - 2uN uN dxdt —

Qt

< B 0,1(p — 2) [  \ N
\utt \ dxd t+

Qt Qt

де A 1 1  =  ess sup \a1t (x,  t)\2;
Q

J 15 : =  a2t ( x , t ) 9 INuN dxdt >

Qt

2
+ ^  I  \uN \2p 1')dxdt +  P — 2 I \uN \2(p 1 )dxdt;

2

>  -

Qt

A2t  f  9 \2d-xdt — W  \uN \2dx dt,

Qt Qt

J 19 : =  [  b0t (x , t )\uN \p - 2uN uN dxdt —

Qt Qt

де A 2,1 =  ess sup \a2t (x ,  t )  \2.
Q

На підставі умови (B ) отримаємо:

Qt

— -  f  \uN \2(p-1 )dxdt +  B ^  f  \uN \2 
2 2

\uN \2dxdt,

n

J 16 :=  Y  bv t ( x , t ) u N  < dxdt >
Qt j 1

>  __ B 2,1 $1  j" Y  \uN \2

i=1
2 I Z. /1 tx.

O
\uN, \2dx—

Qt Qt

де Bo ,2 =  ess sup \bo,1 (x , t )\2■
q

З умови (C )  маємо

p n

J 20 :=  I  Y  ci j t ( x , t ) 9xNi9Щ dxdt >
i,j=1Qt

—NJ е к р *—y j  l .-.
Ot i= 1 O0 i= 1

C 2.1
u N |2dx— 2 xi

Qt i= 1

> ——  і > yx ,\2dxdt—2 f Y \ 9x ? dxd1,
i=1Qt ' 1

- 2 A v \ <  \2dx —
O0 i=1

n , N l2 , де C 2,1 =  esssup Y  \ci j t ( x , t )\2-
\ux. \ dxdt—

Qt
i=1

B 2,1 +  B 2,2 f
\utx. \ dxdt,

Qt
i=1

де 1̂ >  0, B 22 =  ess sup Y  \bijtt(x,t)\2;
Q i,j=1

Q i,j = 1

J21 : =  J ( q  — 2)c0(x, t )\9N \q-2\9X\2dxdt >

Qt

>  Co(q — - )  J  \9N \q-2\9N\2dxdt;

Qt

p n

:=  Y bit( x , t )
A i=1

J 17 :=  J У , bit\

Qt

80

£  uN +  uN 9N dxdt J22 :=  J c0t(x, t )\9N \q 29n 9Ndxdt >

Qt
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>
І9?  Г 2!« ?  12'ы  -  и  19? І * *  >  2 ( 1  £  к  і с ) (  /  £  І <  ? < ь )  -

Ят Ят п І-1 П І--1

де 62 >  0, С 01  =  Є88 8ир І с0і ( х А ) 12;
Я

З23 : =  J  с и ( х , і ) щ  9г СхМ >

Ят

£  1 иХг1 £  1 иІХг12Лх
По І= 1 По І= 1

>  - С і ’1 ^ І и?  123х33 -  1  І  19 І  12Схві,
2

0 п І=1
У ]  1 и?г129х ) (  / У ]  1 и?хг129х ) 9 і -

І=1

Ят Ят

де С 1 1  =  евввир | си (х ,Ь ) | 2;
Я

З24 : =  !  с2І (х ,Ь )9м9 ? 3х33 >

Ят

> -  Щт1  [  19? 12Схві  -  1  [  19? 12Схві

а ч 2

£ ! и?хг12 в х )  &.  
І=1  '0 п

Враховуючи оцінки інтегралів З12 -  З26 і 
оцінку (9), з (14) будемо мати

и ?  12
?  1 2 +  1 9N 1 2 +  (2 В 2 -  В 2 Л ^ 1 и?хг1

І=1
3 х +

2 2
Ят Ят

де Яіл =  евввир іс2і ( х А ) І 2.
Я

Д алі

925 :=  2

0 п
£
І=1

и? и?х.вх ) х

+  \ ]  £  Іи?г |2С^ Д  У  £  Іи?хгІ2вх)  +
Пт І= 1 Пт І= 1

/ г. а 4 2 г. Г а

+  2 ^  ^ 2 и?г и?хгв х )  +  J  2 С ^  І9Іхг |2 +
Ят

+ ( 2 С 0(д -  1) -  С0Л62)І9М Г 2 І9? І2 в х в і  <

(А2+  С і+  А 0, і + В і , і + В 0, і ( р - 1 ) +  А 0+  В  0,2+

>

х y j  У ^ и ? и?х. в х ^ а  >

п І= 1 —

а п ч 2 / „  а ч 2
У £ ж г  иіхгС х  -  \ ]  ^2 ихг и*хгС х  -  + 2 -  2 А ) и и |2+ (А0+ Т2+  А 1 ,1+  В 1,1 + С 1 , іІи?  |2+

+(4  -  2Ъ  +  А 2Ж  і2 +  7 м Г  І2 + - І 9 ?  |*+

0 п І=1
^ 2 Іи?г і2Сх)\  ^ Іи?хг І2вх ) с і -

І=1

62
?

+ 2У ]  Іи?г 12 +  (2 В 2,1 +  В 2,2 +  ^ £  |2 +
І=1 І=1

0 п
Т

а 2
У ^ |и?ХгІ2вх ) 33;
І=1 *

а а

Сх3 і+

З26 :- У У  Іи?  І2вх  І х

0 п
а

І=1

х (  /  £  и?хг и?хг >
V  і= і 9

- ) £  К  і2 +  2 Т .  І9ХІ
І=1 І=1

а

ІиіІ ?  +  І9І ?  +  ( В 2,0 +  2) £  ІиІХг |2 +
І=1

+ В 2д £  ІиХг і2 +  2т Іи? 12 Лх+ (  [ £ ІиХг р Д х

+

по

І=1 по І=1
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X

іо І=1
^ 2 \иЦхг\2Ах ) +  2 ( ^ иЦг иЦхгАх +

іо І=1

Оцінимо доданки останньої рівності

К \2 [ 1 — у )  +  \9Ц\2 ( і  — 2

+ 3 ] 2 \ ик\2Ау (  [  ̂ 2\иХ \ 2а^ а і +
0 і І=1

і о

Ах

І=1

< к

І=1

+ К о

\иЦг\2Ах +  3 ( / ^ \ иЦхг\2Ах) Аі+
0 і І=1

і о

[Фіз ( х , 0)иЦх) х і 2 +  kо (x,  0)иЦ] 2+
І,3 = 1

п \р—1

’̂ ; \ и 1кі\2А х ) А і+
І=1 '0 і

т

+  У Р  [ЬІ ( х , 0 ) 90ххг] +  \а 1 ( х ї 0)иЦ] +
І=1

+  [а2 (х, 0)9Ц] 2 +  [Ьо(х, 0)\иЦ \р - 2иЦ] 2+

+ К о ( р  — 1 ) £ \ < \ 2Ах
0 і І=1

р- 1  + ^ [ (с3 (х,  0)9 0х і ) хі  + ^ 2 [ (Ьі ( х > 0)иЦ ) хі\ +
Аі. І,3 = 1 І=1

и  “ X 2В 2 х 2Со(д — 1)
Нехай 81 <  —— , 82 <

в .2,1

Оцінимо тепер

і о

Со,і

\ <  ?  +  \9Ц \ в,х. Д ля

цього домножимо перші рівняння системи 
(5) відповідно на сХ,(0) ,  другі відповідно на 
Ам(0) ,  к Є { 1 , . . . ^ }. Отримані рівності під­
сумуємо за к від 1 до N  і додамо. Одержимо 
рівність

+  М х  0) \9сР\д X ]  +  [ ^ ( х  0)иЦ] +

+  [с2 (х,  0)9Ц] 2 АхАі+

+  2^ !  \иЦ*і\2А^ ( !  I ]  \иЦхгхг =  0

Отже, при 8 <  — 
7

і о
\и Ц \2 — (ЬІ3 (х, 0)иЦхг) хіиЦ +

І,3=1

і о

\ик\2 +  \9Ц\2 Ах <  ц 5, ц 5 >  0.

Тоді до останньої нерівності застосуємо 
лем у Гронуолла-Беллмана

+  ^  ьі (х , 0)9Х г иЦ +  ао(х,  0 )иЦиЦ+
І=1

+ а 2 (х, 0)9ЦиЦ — Ьо(х, 0 )\иЦ \р - 2иЦи Х +
п

+  \9Ц\2 — X /  ( сіз(х ’ 0 )С г ) хц9Ц+

\и Ц \2 +  \9Ц \2 +  \иЦхг\2
І=1

А х+

+
І,з=1 І=1 і т І=1

+ а 1 (х, 0 ) и ЦиЦ +  ^ 2 (Ьі(х, 0 )иЦ )хг9Ц +
І=1 +

+со (х ,  0)\9(Ц\я 29ц 9ц  +  с 1 (х,  0 )иЦ9Ц +

^ 2  \иЦг\2Ах ) (  I  У ]  \иЦхг\2Ах)  +  

\9Х \я - 2\9Ц\2+

п 2
У Р  иЦг и £ і А х )  +
І=1 Ят

+ с 2 (х, 0)9Ц 9-

X

АхАі — П І 2  № \2а А  х  + ^ 2 \9х \2 АхА і< Аб]  ( / ^ \ иЦхг\2Ах)  Аі+
іо І= 1 І= 1 о і  І= 1

(  /  1 А иохгхг< Ах )  =  0

іо І= 1
+ ^ 7 І X  \иЦхг\2Ах)  АІ +  ^8’ (15)П О І= 1

82

о і
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де т Є [0 ,Т0], ц 6, ц 7 , ц 8 -  додатні сталі, В останній нерівності використаємо лему 
які не залеж ать від иЯ , вЯ , але неперервно Біхарі, одержимо оцінку 
залеж ать від т.

<  1 , тоді/ п

Е  \иЦхг \2Ах <  1

і  І=1

т 2

( / Е ^ і \2Ах)  Аі+
о і  І= 1

\и Ц \2 +  \9Ц \2 +  Е  \иХі\2
І=1

А х+

+ ( /  Е  \иЦі\2а^ ^ !  Е  \их \ 2А^ +

о і
п

а ЯКЩо / У  ( ^
І=1

+^7 М  I Е  ^ \ 2Ах^ Аі +  Ц8 <  р 9,

/ п

Е  \иЦхі\2Ах > 1  то

Е иХХ и Х А^  +  J
іт І= 1 Я

п

+ Е  \9*хі \

\9Х \ч - 2\9Ц\2+

І=1
АхАі <

[і. — ( г  — 1) ^9 1рют\
1

г—1

і 1

( у /  Е ^ і \2Ах)  Аі +  
о і  І= 1

+ 7̂ І ' ( \2Ах) АІ <П Г-» І= 1о і
т

<  р 1о ( Е  \иЦх іР Ах Аі
о і І=1

де і ш  >  0, т Є [0,Ті ]  і Т і  < —  і .
( Г — 1)І9  і і о

Отже, правильними є оцінки

ІІиЯ ||Ь“ ((0,Ті);ЯІ(П)) <  р і2,

ІІиЯ ііЬ^((0,Ті );Ь2(П)) <  р і2,

ІІвЯ ііЬ2((0,Ті );Пі (і )) <  р і2,

і і Г  Г Ж  І2 ііЬі ((0,Ті ) ;Ьі (і )) <  і і 2 ,  (16)

де стала ц і2 не залеж ить від N.
Зауважимо, що з системи (5) легко отри-

де г  =  т а х { 2 ,р — 1 }, ц 9, ц і0 -  деякі додатні мати систему
п п

иХ v + Е  Ьі ] (х,  і ) и *і ̂ + Е  Ьi (x, і ) в *і ̂

сталі, які залеж ать від т і не залеж ать від 
иЯ .

Отже, нерівність (15) можна записати у 
такому вигляді

Ят

Ч і и ' / у иі]\^ і ь) иХі"
І,3=1 І=1

+ а о(х,  і ) и х V +  а 1 (х,  і )иХV +  а2 (х, і ) 9 Х V—

\иХХ\2 +  \9Х \ +  Е  \иХхі\2 А х+
АхАі+—Ьо(х , і )\их \р 2и х V

іт
т

+ ( /  Е  \иЦі\2Ах^ (  У  Е  \иХхі\2 аА )  +  + / ( / Е \иХХі\2а^ ( / Е  иЦіщ і Ах) Аі =  0,
і  І= 1 і  І= 1 о О І= 1 о І= 1

+ ^ !  Е  иХХі иХхіАх^ +  У

о і

\9Х \ч - 2 \9Ц\2+ 9Х ш +  Е  сіз ( х , і ) 9 Хі шх3+

Ят
І,з=1

+ Е  \9Ххі\2
І=1

т

АхАі <  ц 9+ + с о(х , і )\9Х \ч 29х т — У ^ ЬІ ( х , і ) и Х тхі+
І=1

п \ г

Е \иХхі\2Ах) Аі-
І=1 '

+ с 1 ( х , і ) и і т + с 2 ( х , і ) 9  т
+ р 1о /

о і
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для  довільних V Є Ь 2 ( ( 0 , Т і ) ;  H ^ ( Q ) ) , ю Є 1 Г Е \ а °  2 1 Г |2,
Ь 2 ( ( 0 ,Т і ) ;  Щ ( П ) )  П Ь* ( ( 0 , Т і ); Ь «  (А ) ) .  =  2 ]  Е  \ 9хк\ &х  — Е  \ 90хк \ &х .

В системі (5) візьмемо V =  —и°ХкХк і ю =  Пт к= і По к= і

—9°кхк, отримані рівності підсумуємо за к З умови (Н і )  маємо 
від 1 до п і додамо. Будемо мати

а

к= 1 Як= 1 Ят

а З29 : =  — У а0(х ,Ь )и  щ х, х, СхСЬ>
- и ? и ?  +  У  Ь■■ (х  ї ) и ?  и ?  +иіі иіхк х, +  2- ^  Ьі3 (х  , i ) a xгХj иіхк х, +  Ят к=

І,3 = 1

+  Е  Е  (х, і ) и ? г < * к - Е Ьі (х, ї )9
І,3=1 І=1

> А  [  £ 1 и? 1 2(іх -  А І  £ 1 ̂ 1 2в х -
к=1 2 к=1І3,х^ ^ і  Ч ихги іхкхк / уЬ і (хЛ )9хги іхкхк пт п0

1 а А
1 І ^  ■ ?  |2 7 т, А °,2 І 2,

- т М и ? ^  +  Ь0 ( х , і )  и  -  -  2  Е  Іих 1 Л х Л - ~^т |и 1 С х Л

- а 2 (х,  І )9? х , -  а і ( х , Ґ Іи ? и?х,х„

Ят к= 1 Ят

в х (И+  де а 0 =  евввир Іа0( х , ї )12, А 02
Я

а 2
+  / ( / Е І  <  12С х )  х  ^ и 1 ̂  { х ' і )  1

І=10 п
а а

х ( / І Е ^ г х г Н  Е < х к С І -  Я к=1
п І= 1 к= 1

З30 :=  -  У а1( х , І )щ  и іхкхк СхСі >

к= 1Ят

а А і

9? 9Е  +  Е  си ( х , і )9 Е 91  хк +  Я к=і ІХк 2 Я
■ ■ 1 Ят ЯІ,3 = 1

а

>  А 1 і Е ,  І иіх, 12С х ( і ------2т І  І и?  12Л х ( і -

а а [  у  |и?  12
+  Е х  Сijxj ( х , ї ) 9х 9Е к  - Е Ьі ( х , І' ) и Іхг9Е  -  2Я  к=1

•1  1 Яті,3=1 і= і

1 < 12(хС3,

„ а  де А 1 2  =  е88БирУ'  Іа1хг( х , ї ) | 2;Е Ьіхг М М а д  -  С0( х , І ) 19?  Е ? 9? ^ -  ’ Я І= 1
І=1

- с 1 ( х , і ) ^ 9?кхк -  с2 ( х , і ) 9? 9?кхк СхСЬ =  0 

(18) а а
О цінимододанкиостанньоїр івності. ° че- >  - ^  у  19N 12Ы  -  У  Іи? 12с х ( і -

видно, -  2 З Е  хк к

З31 :=  -  I Е а2( х , і ) 9 и іхк хк СхСі >
к=1Ят

Ят к= 1 Ят к= 1

З27 :=  -  !  Е  и І Іиіхкхк СхС  ̂ =  -  А ^  У  | 9? 12Схді,

Ят к= 1 Ят

и  Е  \ и Х к \ 2&х — Ц е  \ и ° к  \ 2х  де А2,2 =  Є88Т і §  \ а2хі (х , і )  \
Пт к=і п0 к=і На підставі умови (В )

2

п ' о П ' о І о

З28 :=  -  Е 9? 9хкхк3х3г =  Зз2 :=  / ^  ^  ьі2 ( х , г )и Е и?хкхк( х ( і  >

Ят к= 1 Ят к= 1 І3= 1
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>  Y K x , \ d  — Y \ uN;xi\2dx—2 xixi
OT i= 1

2 xixi
Oo i= 1

( j \ uz k? dx)  ( / e \ u N \rdx)  dt
r-» r-» h=1

B 2,1 +  2
\uN;x, \2dx;

M y  K k  \
O

2 n -  2

Qt
i=1

n

J33 :=  J 2 bi j x  ( x , t ) u N < xk dxdt >
Qt i ’k= 1

>  - -
B 2,2

\utxk \ dxdt—

Qt k=1

B
2 / ; \ x, x

n
\uN. x .\2d xd t ------2,3 y ^ . \ 2dxdt,

Qt i,j=1
2 Z - ,\ “  x,

Qt i= 1

де B 2,2 =  ess sup \bijx, (x , t )\2, B 23
Q i,j=1

n
ess sup Y  \bijx,xj (x , t )\2;

Q i,j=1

J34 : =

n

/£i,k=1
bi ( x , t )9 N  uNxkxk +

q

+ bi ( x , t)uNx,9N xk +  bix, ( x , t ) u t9xk xk dxdt >

>  -
B1

2 x

Qt І= 1
25 3

Qt

2 f  n 5 C n
2 J  E  \uNxk \2dxdt — - З /  У  У  xk Г dxdt,

Qt
k=1

I A ^ ' 9Nkxk\2'
Qt k= 1

де 5з >  0, B 1 2  =  ess sup Y  \bixj (x,t)\ 2

Q i,j=1

J35 ':

n
:=

j . IQt k= 1

b0(x , t )\uN \p 2u NuNxkxkdxdt —

<
B 0,3 ' \uN \2(p 1') dxdt + 2 i y  \uNxk\2dxdt+

Qt k= 1

1 n

Qt

+ B o , 1 (p — 2 ) J  \uN \(p-2)ndx )  '  x

0 Ot

де -  =  — — , B 0,3 =  esssupY  \b0x, (x , t )\2,
r  2n Q i=1

2 n — 2
але при p — ----------, якщо n >  2 , і p >  2 ,

n — 2
якщо n Є {2 , 2}, маємо

B 0,1 (p — 2 ) J  (  J  \uN \(p-2)ndx )  '  x

0 OT

/ r \ 1/2 / r n \ 1/r

x y J  \ < \ 2dx)  \ J  E \uNk\rdx )  dt —
Г-» r-» k= 1

г / г n \ (p - 2)/2
— B 0,1 (p  — 2 ) K 0 j ^ J  J 2 \u N \2dx)

П О i= 1
X

X

0 Ot

i=1

1/2

E K \ 2dx ) ( I  E \ uXM \2dx)  d t —
i,j=1

< B 0,1(p — 2 )K 0 f  I. N 12

B0,1(p — 2)K0

I / ,\utxi \ dxd t+

Qt i= 1

u "  .\2dxdt.

У . \2dxdt — вв^г f  \ut \2dxdt—

n 10

- / E  \uNxj \
Qt і ,^=1

n n

J36 :=  І  ci j ( x , t ) 9Z x iC * dxdt >

З умови (H 3) будемо маємо

« n n

/е е
Q k=1 i,j=1

n

\9Nx  \ dxdt ;

Qt

Л I О

>  C 2 Ц  \9Nxi \2-
Qt І= 1 

n n

J37 :=  ' cij,xj ( x , t ) 9N 9N xk dxdt >

Qt k=1 i,j=1

>  —
C 2,253

n

hr \9Nxk ? dxdt —2 xk xk

Qt k=1

—у  f  E  \9" \2dxdt>
Qt i= 1
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де 2 2 2 = е88т  і Е  \ ( х Л )  1 2; е л  /  е  \ <  \ ( ) ( /  е  \ . с  \ ̂

0 Пт і= і Пт і= і

І 38 : =  — Е с0( х , і )  \ 9°  \«  29°  9Х°к хк і х і і  — л Т / Г  п \ 2
І  к=і —І ш Е \< \2* х ) л

0 П і=1
— %  — 1)С °  — , у т  \9 ° \„_2\9 ° \Ч хЛ — 1 Т / г п  ^

Ят к= і 4
0 П

п 2

\и°іХі \2іх \  И.
і=1

2^̂  J  \9 \4і х і і , З отриманих оцінок інтегралів І 27 — І 4і,
Ят будемо мати

п
де 8а >  0, С 0,2 =  ев в в и р ^  \ 00хі ( х , і )  \2 ;

Я і=і / - п п п

Е ,  \ . х  \ 2 +  £  \ 9Х°к \ 2 +  А 0 Е  \ и°к \ 2+
к= 1  к= 1  к=1

ІУдіУ Хк ихиі  — п
Хк N 12

939 :=  — І  Е Сі (х  ,Ь)щ 9ХкХкі х і ї  —
к=і +В2  У \иЯ

— — С *3  /  \ и°  \Ч х Л І  — *2 /  £  \ 9Хк Хк \2 м  х (  . у  Іи
Ят Я

п
де С і 2  =  евввир \Сіхі(х,г) \2•

Я і=1

+ в ^ Е \ иХіХі\2 ( х  +  ( е \иХі\2 (х  і х

і= і ] Пт і= і

( /  £  \ иХіХі \2х + 2 А і /  £  \ и-хк \ 2&х 3 і+
Пт і= і Ят к= і

р п

+  ( 2С2 — *3(3 +  С 2Я )  Е ,  \ 9°іХі \ 2<3х3і+
і=1

- \ и..хи.ь 2 і ^  \ ихк хк \ и..хи.ь, ^ і і к °  |2л™ 1 і ОЛ І V " ' І „ . °  12
к=1

І 40 : =  — / У  С2 ( х , І ) 9°  9Хк хк і х і і  >  ,п
Ят 

р п

Ят к= і + { 2 ( я  — 1)С0 — *а)  Е  \9 ° \Ч~2\9хк \2&хйі <

Г п п
*3 /

Я к=1п Ят

/ - п п п

Е  \ и °хк \ 2 + Х !  \ 90хк \ 2 + А Е  \ и0хк \ 2+
к=1 к=1 к=1По

п

+  ( В 2,0 +  Е  ^  \ и0хіХі \ 2 +  2тА0,2 \ и°  \
і=1

н і '= і  \ ] ^  \иХі\2 ( х ) х  + ( / £  \и0хі\*х (у/ £  \и0,хіХі +
0 П і=1 По і=1 По і=1

х  { I  Е * ихіХі £  иіХкХк >  + В 0,3К 0 [  (  [  £  \ и°°і \ 2& ^  З і+
П і= і к=  7 0 К П і=і  7

— Т І І У \ и °  \ 28 , х Ж  [  \ и°.Х \ 2^ ^  +  А 2 +  А - -т2 + ЛЛЛ ЛІ  \ / \ .,1° \2

> — 2 3  У  \ 9°  \ 2&х в і і— *> У  ^  \ 9х°кХк \ 2&х М
3Ят Ят к= і <

п По
де Яі , 2 =  Є88 8и р ^ ]  \ С2ХІ ( х , ї )  \2. п

Я і=1 °  2 °  2
Д алі (і х +

т п п

£  ^  \ ̂ і  \2(Іх^ Ц  Е хі \2(іх^ — £ - А і2 +  А 0,2т2 +  і ’2 ^  і '^  ^  \ и°° \ 2<і х (й +

£  \ 'Я і  \2 ( х ^ ^  І  £  \2 (^  — + (^ а 2 +  *3 +  в і  , 2Ц  £  \ 9°к \ 2 ( х ( і +
і=1 і=1 к=1

— \ ̂  \ 2 І х ) у / ^ 2 \  и°Хі  \ — ^  А 2 +  ' В ] / \ ПМі  2
По і=1 По і=1 Я
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1і,2

6з
+  А 22 +  ^ £ ) 19? І С х ( і +

Ят

+  (В 2,1 + 2 +  В 0,1 (р -  1 )К 0) ^  1 и?і хг 12 ( х +

Д о отриманої нерівності застосуємо лему 
Біхарі

/ - п п п

У .  \ и°Хк \ 2 +  X !  \ 9°к \ 2 +  X !  \ . У  \ 2+
о к=і к=і і=і

Ят І=1

+В2,3 І 'У  | их. | 2Сх(і + С 0,2 і д?19 ІяС х ( і +

Ят І=1 Ят

+  (5 +  В 2,2 +  В 0,1 (р -  1 )К ц )  X  у Іиіхк 12Л хв І+

Ят к=1

а 2
У 1 иіхг1 2 ( х ) ^

0 п І=1

а а

+ У 1 У 1 2 ( х  + [  У 1У 1 2 (х  і х
к= 1 ] Ут І= 1

х (  /  £  1 У х г 12 ( х )  +  /  £  1 их  1 2С х ( І +
пт І= 1 Ят к= 1

г, а

+  / X!1 9У 12( х ( і +
- Ят І=1

+ 2
0 п

а 2
І ихх і 12в х )  а .

І=1 '

+  У  19?  І— 19Хк І 2С х ( і  —
Ці5

Ят к=1 1 -  ЦізЦі4т

Нехай 6з <
2 С 2

19)

64 <  2 (д -  1 ) С 0
де Ц15 >  0, т Є [0 , Т 2] і Т 2 <

1

ЦізЦі4
Візьмемо тепер Т  =  ш іп {Т 0; Т ^ Т 2}. Тоді3 +  С 2’2

тоді підінтегральний вираз ліво ї частини на підставі (13), (16) і (19) існують підпослі- 
останньої нерівності додатній. За лемою довності { и ° к} С { и ° } ,  { 9 ° к} С { 9 ° }  такі,

щоГронуолла-Беллмана маємо

Р г а а а

J  У  1 и?хк 1 2 +  У  1 9х?к 1 2 +  У  1 и?гхг1 2 +
к=1 к=1 І=1

и к ^  и * - слабко в Ь ^ ( ( 0 , Т ); Н  (А ) ) ,  

щ  * - слабко в Ь гх( ( 0 , Т ) ;  Н І ( А ) ) ,

а а

+  ихк 2 вх  +  ихг 2вх  х
к=і -І І=1

х ( / У  1 У г х г 12 ( х ^ + / У  1 их  12 ( х ( і +
пт І= 1 Ят к= 1

+  / X !  1 У г 12 ( х ( І +

Ят І=1

и--к ^  ии * - слабко в Ь ^ ( ( 0 , Т ) ;  Ь 2(А ) ) ,
( 20)

9°к ^  9 слабко в Ь 2( ( 0 , Т ); Н 2( А ) )  П
Ь Ч( ( 0 , Т ) ;  Ь Ч(А ) ) ,  

9°°к ^  9і слабко в Ь 2( ( 0 , Т і ); Н ^ (А ) )  

при N k ^  ж .
Введемо оператори

А  : Ь Ч( ( 0 , Т ); Ь Ч( А ) )  ^  Ь Ч' ( ( 0 , Т ); Ь Ч' ( А ) )

+  У  19? 1!  21 У 12 ( х ( і  — Ці3+  В : Ь 2 ( ( 0 , Т ); Н і ( П ) )  ^  Ь 2 ( ( 0 , Т ) ; ( Н І ( П ) ) * )
Ят к=1

+Ц14 / / X !  1 У ч  1 2 ( х )
0 п І=1

де ц і 3 , ц і4 -  додатні сталі, які не залеж ать 
від и , 9 .

які визначені відповідно для  довіль­
них 9,ю  Є Ь Ч( ( 0 , Т ) ;  Ь Ч( А ) )  і и ^  Є 
Ь 2 ( ( 0 , Т ) ;  Н І ( А ) )  формулами

{ А (9) - т ) і  =  1 Сь(хЛ)  \9 г 2 9 ш ( х А-
Ят
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де {•, •)і -  скалярний добуток між  еле­
ментами простору Ь я( ( 0 , Т ); Ь я(О )) і 
Ь я ( ( 0 , Т ); Ь я (П ) ) ;

т п

{ В ( и ) , 'и)2 =  J  ^  У  \ихі\2Ах
о і  І= 1

X

X / ^ и х і  Vxi А х )  Аі, 
£ і=1 '

Ят

\их \р 2и х \Р АхАі <  у 14, ц 14 >  0,

і\9х \ч 29ц \ч АхАі <  ц 15, ц 15 >  0

Ят

т

( ^ J  \2Ах^  Аі <  ЦК,, у 16 >  0.
г-» І= 1о п 

Тому

ІиЯ  ІР~2и Як ^  х 0 слабко в Ь р ^ т ),

Л ( в Як) Хі  слабко в Ь я ^ т ),

В (и Як) ^  х 2 слабко в Ь 2( ( 0 , Т ) ; (Н ^ (О , ) ) * ) .

Враховуючи отримані оцінки, із (17) ма­
тимемо систему

де {•, •) 2 -  скалярний добуток між  еле­
ментами простору Ь 2( ( 0 , Т ); Н ^ (О ) )  і 
Ь 2 ((0,Т^ ) ; ( Н і0(П )У ) .

З оцінки (20) маємо

для  довільних т Є [ 0 , Т ), V Є 
1 2 ( ( 0 , Т ) ;  Щ ( П ) ) ,  ю Є Ь 2 ( ( 0 , Т ) ;  Н і0 (П ) )  П 
Ь я( ( 0 , Т ); Ь я(П ) ) .

Зазначимо, що послідовність { и Я }  обме­
жена в Ь 2 ( ( 0 , Т ); Н ^ (О ) ) ,  а послідовність 
{ и* }  обмежена в Ь 2( ( 0 , Т ); Ь 2(О,)). О скіль­
ки Н і (О,) С Ь р (О ) компактно при р Є 
Г 2п
2 , -------  , п >  2 , то на підставі теореми

п — 2
5.1 ([6], с. 70) можемо вважати, що и Як ^  
и сильно в Ь Р( ( 0 , Т ); Ь Р(О,)) і майже всюди 
в Qт. Том у х 2 =  ІиІР~2и майже всюди в Qт.

Аналогічно, послідовність { и Я }  обме­
жена в Ь 2( ( 0 , Т ); Н 2(О ) ) ,  а послідов­
ність { и Я }  обмежена в Ь 2( ( 0 , Т ); Н^(О,) ). 
Оскільки Н 2 (О )  С Н ^ О )  компактно, 
тому можемо вважати, що иЯк ^  
и сильно в Ь 2( ( 0 , Т ); Н і (О , ) )  і майже 
всюди в Qт. Том у Хз =  В (и )  майже всюди в

Qт.
Залишилося довести рівність ІиІР~2и =  

Х0. Д ля  цього використаємо метод монотон­
ності.

Розглянемо

0 <  Ук =  { Л ( в Як) — Л ( ю ) , в Як — ю ) і  =

=  { Л ( в Як ) , в Як ) і  — { Л ( ю ) , в Як — ю ) і  —

— { Л ( в Як ) , ю ) і  =

Ят

— 9 Х  9Хк —

у  сіз ( х , і ) 9Хік 9Цк — у  Ьі ( х , і ) щ к 9ХХк
І,з=1 І=1

/ п п
ииу +  У  Ьіз ( х , і ) и х і Vxj +  У  Ьі (х , і )9х і v +  —с1 (хУ ) щ к 9Хк — с2 (х , і )\9Хк \

Ят І’3=1 І= 1

АхАі—

+ а о(х,  і ) ш  +  а ^ х ,  ї ) и у  +  а2 (х,  і )9v  

— (Х о ^ )2 +  ІХ2 ^ )2 =  0

АхАі—

— { Л ( ю ) , в Як — ю ) і  — { Л ( в Як ) , ю ) і .

Перейдемо в цій нерівності до верхньої гра­
ниці при Nk ^  ж .  Використовуючи лем у 5.3 
([11], С. 20), отримаємо

Ят

9 т  +  У сіз(х, і)9хіМхі —^ 2 Ьі(х, і )иіШхі+
І,з=1

0
І=1

Ят

— 9і9 'У ] сі3 ( х , і ) 9 хі9хі +
І,з=1

+ с 1 (х, У щ т  +  с2 (х,  і )9т АхАі +  ( х 1, т ) 1 =  0, 

(21)
І У  Ьі (х , і )щ9хі — сл ( х у ) щ ® — (22

І=1

88 Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 3.



—c2 (x , t )\9 \‘ dxdt — (A ( w ) ,  9 — w ) 1 — ( x 1 , w ) 1.

У  другому рівнянні системи (21) прийме­
мо w =  9 і одержимо

Qt

9t9 '''у  ̂cij ( x , t ) 9x, 9xj ^  ̂  bi ( x , t ) u t9x, +0) wx^  xj
i,j=1 i=1

+ c1 (x , t )u t9  +  c2(x,t)\9\2 вхвЬ +  {х ь  в ) і =  0.

(23)
Додавши (22) і (23), отримаємо рівність 

{Хі — Л ( ю ) , в  — ю ) і  >  0.

Прийнявши 0  — ю =  Аф, V  А Є К, А >  
0, ф Є Ь я^ т ) і врахувавши семінеперерв- 
ність оператора Л ,  будемо мати

Хі =  Л ( 9 ) .

Залишилося перевірити виконання поча­
ткових умов.

Оскільки ии Є Ь 2( ( 0 , Т ); Ь 2 ( А ) ) ,  щ Є 
Ь 2( ( 0 , Т ) ;  Щ ( П ) ) ,  и Є Ь 2( ( 0 , Т ); Щ ( П ) ) ,  в Є 
Ь 2( ( 0 , Т ); Щ ( П ) ) ,  вг Є Ь 2( ( 0 , Т ); Щ ( П ) ) ,  то з 
леми 1.2 [12, с. 20] випливає, що и : [0 , Т ] —  
Щ ( П ) ,  щ : [0,Т ]  —  Ь 2(П),  в : [0,Т ]  —  
Н^(О,) є неперервними функціями і правиль­
ні відповідні формули інтегрування части­
нами.

З одержаних оцінок маємо, що иЯк (•, 0) —  
и (ц  0) слабко в Ні(О , ) ,  але и Як (•, 0) =

Щ к(•) —  и0ф) в Н^(О,) П Н 2(П) ,  тому
и (х ,  0) =  и0(х) .

Оскільки щф —  ии слабко в Ь 2 ̂ т ), з 
леми 1.2 ( [6], с. 20) випливає, що

щ к (х, 0) —  щ (х ,  і ) і і=0 =  щ (х ,  0), х  Є О,

але відомо, що щ к (•, 0) :
щф)  в Н 0,(О,), тому щ (х ,  0) =  и і (х ) .

Також

вЯк (•, 0) —  в(ц  0) слабко в Н^(О.),

але вЯк(•, 0) — в0 к(•) —— воф) в Н 0 (О) ,

тому в (х ,  0) =  в0(х ) .
Отже, розв ’язок існує, оскільки виконую­

ться також і початкові умови (3).
Теорема доведена.

У  (•)
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