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СХЕМИ АПРОКСИМАЦIЇ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

Дослiджена схема апроксимацiї систем нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз багатьма
запiзненнями. Розглянуто її застосування для дослiдження стiйкостi лiнiйних систем iз запi-
зненням.

An approximation scheme of systems of nonlinear differential equations with several delay is
investigated. We consider its application to the study of stability of linear systems with delay.

Вступ. Для диференцiально-
функцiональних рiвнянь важливою задачею
є побудова та обґрунтування методiв зна-
ходження розв’язкiв початкових i крайових
задач, оскiльки на даний час немає унiвер-
сальних методiв їх розв’язання. Особливий
iнтерес викликають дослiдження, в яких
методи теорiї звичайних диференцiальних
рiвнянь застосовано для якiсного аналiзу
диференцiально-функцiональних рiвнянь.

Схема апроксимацiї лiнiйних
диференцiально-рiзницевих рiвнянь по-
слiдовнiстю систем звичайних диференцi-
альних рiвнянь уперше запропонована М.
М. Красовським [1] при дослiдженнi задачi
про синтез оптимального регулятора в си-
стемах iз запiзненням. Точнiсть апроксима-
цiї нелiнiйних диференцiально-рiзницевих
рiвнянь iз запiзненням дослiджена Ю. М.
Рєпiним [2], який уперше розглянув апро-
ксимацiю скалярного елемента запiзнення
у випадку, коли його вхiдна функцiя є
диференцiйованою або задовольняє умо-
ву Лiпшиця. Подальше вивчення схем
апроксимацiї диференцiально-рiзницевих
рiвнянь в просторах неперервних функцiй
на скiнченному iнтервалi здiйснено у пра-
цях I. М. Черевка та Л. А. Пiддубної [3-4].
Аналiз точностi апроксимацiї векторного
елемента запiзнення для рiзних вхiдних
функцiй та узагальнення схем апроксимацiї
для систем диференцiально-рiзницевих
рiвнянь запiзнюючого i нейтрального типiв
розглянуто в роботах I. М. Черевка та О.
В. Матвiя [5,6]. Побудова та обгрунтування

схем апроксимацiї лiнiйних та квазiлiнiйних
диференцiально-функцiональних рiвнянь
послiдовнiстю систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь дослiджено в роботах I.М.
Черевка та С.А. Iлiки [7,8].

Вивчення зв’язкiв мiж диференцiально-
рiзницевими рiвняннями i вiдповiдними
апроксимуючими системами звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь дозволили запропо-
нувати алгоритми розв’язання ряду при-
кладних задач. У роботах [3-5] запро-
поновано схеми апроксимацiї неасимпто-
тичних коренiв квазiполiномiв лiнiйних
диференцiально-рiзницевих рiвнянь, а мето-
дика дослiдження стiйкостi розв’язкiв таких
рiвнянь наведена в роботах [5,8]. Констру-
ктивнi алгоритми побудови областей стiйко-
стi лiнiйних систем iз багатьма запiзненнями
одержанi в [9].

У данiй роботi дослiджено схему апро-
ксимацiї нелiнiйних систем диференцiально-
рiзницевих рiвнянь iз багатьма запiзнення-
ми та наведено алгоритм знаходження верх-
ньої межi запiзнення при якiй зберiгається
стiйкiсть лiнiйних систем iз запiзненням.

1. Схема апроксимацiї системи
диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз
багатьма запiзненнями

Нехай n, p – деякi натуральнi числа, t0,
T – заданi дiйснi числа, t0 < T . Розглянемо
систему диференцiально-рiзницевих рiвнянь

dx(t)

dt
= f(t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τp)), (1)

t ∈ [t0, T ], p ≥ 1,

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3. 107



де x ∈ Rn, τk, k = 1, p, – запiзнення, 0 <
τ1 < . . . < τp = τ ; f(t, u0, . . . , up) – неперерв-
на вектор-функцiя, визначена для t ∈ [t0, T ],
uk ∈ Rn, k = 0, p.

Будемо розглядати для x ∈ Rn норму

||x|| =
n∑

i=1

|xi|.
Припустимо, що функцiя f задовольняє

умову Лiпшица

||f(t, u′0, . . . , u
′
p)− f(t, u′′0, . . . , u

′′
p)|| ≤

p∑

k=0

Li||u′k − u′′k||, (2)

де Lk > 0, u′k, u
′′
k ∈ Rn, k = 0, p,

||f(t, u0, ..., up)|| = max
t

n∑
i=1

|fi(t, u0, ..., up)|.

Нехай ϕ(t) – задана на [t0− τ, t0] неперервна
функцiя. Розв’язком початкової задачi для
системи (1) будемо називати функцiю x(t),
яка спiвпадає з ϕ(t) на [t0− τ, t0] i задоволь-
няє систему (1) на [t0, T ].

Нехай m ∈ N . Визначимо функцiї zj(t) ∈
Rn, j = 0,m як розв’язки системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь

dz0(t)

dt
= f(t, z0(t), zl1(t), . . . , zlp(t)),

dzj(t)

dt
=

m

τ
(zj−1(t)− zj(t)), j = 1,m, (3)

t ∈ [t0, T ],

з початковими умовами

zj(t0) = ϕ(t0 − τj

m
), j = 0,m, (4)

де iндекси lj однозначно визначаються не-
рiвностями

τ lj
m

≤ τj <
τ(lj + 1)

m
.

Будемо говорити, що система звичайних
диференцiальних рiвнянь (3) апроксимує
систему рiвнянь iз запiзненням (1), якщо
справджуються спiввiдношення

||x(t− τj

m
)− zj(t)|| → 0, j = 0,m,

t ∈ [t0, T ] при m →∞.

Нехай x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), zj(t) =
(zj1(t), . . . , zjn(t)), j = 1,m,

Nj(t) = max
t0≤s≤t

n∑
i=1

|xi(s− τj

m
)− zji(s)|, (5)

j = 0,m, t ∈ [t0, T ].

Представимо zji(t) j = 1,m, i = 1, n у ви-
глядi суми z

(1)
ji (t)+ z

(2)
ji (t), де z

(1)
ji (t) i z

(2)
ji (t) є

розв’язками таких задач Кошi

τ

m

dz
(1)
1i (t)

dt
+ z

(1)
1i (t) = xi(t),

τ

m

dz
(1)
ji (t)

dt
+ z

(1)
ji (t) = z

(1)
j,i−1(t), (6)

j = 2,m, i = 1, n,

z
(1)
ji (t0) = xi(t0 − jτ

m
), j = 1, m, i = 1, n. (7)

τ

m

dz
(2)
1i (t)

dt
+ z

(2)
1i (t) = z0i(t)− xi(t),

τ

m

dz
(2)
ji (t)

dt
+ z

(2)
ji (t) = z

(2)
j,i−1(t), (8)

j = 2,m, i = 1, n,

z
(2)
ji (t0) = 0, j = 1,m, i = 1, n. (9)

Оцiнимо рiзницi
n∑

i=1

|xi(t − τj
m

) − zji(t)|,
враховуючи вигляд систем (6)-(7) та (8)-(9).
Маємо

n∑
i=1

|xi(t− jτ

m
)− zji(t)| =

n∑
i=1

|xi(t− jτ

m
)− (z

(1)
ji (t) + z

(2)
ji (t))| ≤

≤
n∑

i=1

|xi(t− jτ

m
)−z

(1)
ji (t)|+

n∑
i=1

|z(2)
ji (t)|. (10)

Для другого доданка у правiй частинi
(10) методом математичної iндукцiї неваж-
ко переконатися у справедливостi оцiнки

n∑
i=1

|z(2)
ji (s)| ≤ N0(t), j = 1,m, t ∈ [t0, T ].

(11)
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Враховуючи властивостi розв’язкiв поча-
ткової задачi для рiвняння iз запiзненням
маємо, що функцiї xi(t) ∈ C[t0 − τ, T ], i =
1, n – тому для оцiнки величини |xi(t− jτ

m
)−

z
(1)
ji (t))| можна застосувати нерiвнiсть [4]

|xi(t− jτ

m
)− z

(1)
ji (t))| ≤ β1i(

τ√
m

), t ∈ [t0, T ],

j = 1,m, i = 1, n,

де β1i(
τ√
m

) = 4Ki
τ√
m

+2ω(xi,
τ√
m

), Ki – стала

Лiпшица функцiї x
(1)
i , ω

(
xi,

τ√
m

)
– модуль

неперервностi функцiї xi(t) на [t0, T ]. Отже,
n∑

i=1

|xi(t− jτ

m
)− z

(1)
ji (t)| ≤

≤
n∑

i=1

β1i(
τ√
m

) = β1(
τ

m
). (12)

Iз властивостей функцiй β1i(
τ√
m

) маємо, що

lim
δ→0

β1(δ) = 0. Нерiвнiсть (12) справедлива
для всiх t ∈ [t0, T ], тому враховуючи позна-
чення (5), маємо

Nj(t) ≤ β1(
τ

m
) + N0(t), j = 1,m. (13)

Для оцiнки рiзницi ||x(t) − z0(t)||, пода-
мо рiвняння (1) та (3) в еквiвалентнiй iнте-
гральнiй формi

x(t)− x(t0) =

=

t∫

t0

f(s, x(s), x(s− τ1), . . . , x(s− τp))ds,

t ∈ [t0, T ],

z0(t)− z0(t0) =

=

t∫

t0

f(s, z0(s), zl1(s), . . . , zlp(s))ds,

t ∈ [t0, T ].

Оцiнимо |x(s− τj)− zlj(s)| :
||x(s− τj)− zlj(s)|| = ||x(s− τj)− x(s− τlj)+

+x(s− τlj)− zlj(s)|| ≤
≤ ||x(s− τj)− x(s− τlj)||+

+||x(s− τlj)− zlj(s)|| ≤ Nlj(t) + nω(
τ

m
) ≤

≤ β1(
τ

m
) + N0(t) + nω(

τ

m
) = β2(

τ

m
) + N0(t),

(14)
де

β2(
τ

m
) = β1(

τ

m
) + nω(

τ

m
),

ω(
τ

m
) = max

i=1,n
ω
(
xi,

τ√
m

)
.

Неважко переконатися,що lim
δ→0

β2(δ) = 0.
Використовуючи нерiвностi (2), (13) та

(14), для t ∈ [t0, T ] маємо оцiнку

||x(t)− z0(t)|| ≤
t∫

t0

||f(s, x(s), x(s− τ1), . . . ,

x(s− τp))− f(s, z0(s), zl1(s), . . . , zlp(s))||ds ≤

≤
t∫

t0

[
L0||x(s)− z0(s)||+

p∑

k=0

(Lk||x(s− τk)−

−zlk(s)||)
]
ds ≤

≤
t∫

t0

[
L0N0(s) +

p∑

i=k

Lk(N0(s) + β2(
τ

m
))

]
ds ≤

≤ p(T − t0)β2(
τ

m
)

p∑

i=k

Lk +

p∑

k=0

Lk

t∫

t0

N0(s)ds.

Враховуючи позначення (5), дiстаємо

N0(t) ≤ p(T − t0)β2(
τ

m
)

p∑

k=1

Lk+

+

p∑

k=0

Lk

t∫

t0

N0(s)ds t ∈ [t0, T ].

Застосовуючи нерiвнiсть Гронуолла-
Беллмана, дiстаємо

N0(t) ≤ p(T − t0)β2(
τ

m
)

p∑

k=1

Lke
(T−t0)

p∑
k=0

Lk

,
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t ∈ [t0, T ].

Тепер iз нерiвностi (13) маємо

Nj(t) ≤ p(T − t0)β2(
τ

m
)

p∑

k=1

Lke
(T−t0)

p∑
k=0

Lk

+

+β1(
τ

m
) = β3(

τ

m
), (15)

j = 1,m, t ∈ [t0, T ]. Крiм того, lim
δ→0

β3(δ) = 0.
Звiдси дiстаємо наступне твердження.
Теорема 1. Нехай для системи (1)

справджується нерiвнiсть (2). Тодi розв’я-
зок задачi Кошi для системи звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь (3)-(4) апроксимує
розв’язок початкової задачi для системи
диференцiально-рiзницевих рiвнянь (1) при
m →∞ i t ∈ [t0, T ].

2. Стiйкiсть лiнiйних систем iз запi-
зненням

Розглянемо систему диференцiальних
рiвнянь iз запiзненням

x′(t) = Ax(t) +
k∑

i=1

Bix(t− τi), (16)

де A, Bi, i = 1, k, – сталi матрицi розмiрностi
n× n, x ∈ Rn, 0 < τ1 < τ2 < · · · < τk .

Теорiя стiйкостi систем iз запiзненням
(16) на даний час є одним iз найбiльш ва-
жливих та достатньо повно дослiджених
роздiлiв диференцiальних рiвнянь iз аргу-
ментом, що вiдхиляється.

Теорема 2 [10]. Для того, щоб три-
вiальний розв’язок системи (16) був екс-
поненцiально стiйким, необхiдно i досить,
щоб всi коренi його характеристичного рiв-
няння

D(λ) = det
(
λE−A−

k∑
i=1

Bie
−λτi

)
= 0, (17)

лежали у пiвплощинi Reλ < 0.
Отже, дослiдження стiйкостi розв’язкiв

лiнiйних стацiонарнихДРР зводиться до
знаходження умов вiд’ємностi дiйсних ча-
стин всiх нулiв квазiполiномiв. Перевiрка
цього критерiю на практицi є достатньо
складною.

Конструктивнi алгоритми дослiдження
стiйкостi лiнiйних стацiонарних систем iз за-
пiзненням на основi аналiзу властивостей
нульового розв’язку апроксимуючої системи
звичайних диференцiальних рiвнянь наведе-
но в [5].

Поставимо у вiдповiднiсть системi (16) за
схемою, що наведено в п. 1, систему звичай-
них диференцiальних рiвнянь

dz

dt
= Az0(t)+

k∑
i=1

Bizi(t), li =
[τim

τ

]
, (18)

dzi

dt
= µ(zi−1 − zi), i = 1, m, µ =

m

τ
.

Характеристичний многочлен системи
(18) має вигляд

Ψm(λ) =

= det




λE −A 0 . . . −B1 . . . −Bk

−µE (µ + λ)E. . . 0 . . . 0
0 −µE . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . .(µ + λ)E. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . .(µ + λ)E




(19)

Елементи визначника (19) – матрицi роз-
мiрностi n×n. У першому рядку визначника
ненульовi блоки знаходяться на позицiях li,
i = 0, k.

Теорема 3[5]. Якщо нульовий розв’язок
системи (16) експоненцiально стiйкий (не-
стiйкий), то iснує m0 > 0 таке, що при
всiх m > m0 нульовий розв’язок системи
(18) експоненцiально стiйкий (нестiйкий).
Якщо для всiх m > m0 нульовий розв’я-
зок апроксимуючої системи (18) експонен-
цiально стiйкий (нестiйкий), то й нульо-
вий розв’язок системи (16) експоненцiаль-
но стiйкий (нестiйкий).

Застосовуючи теореми 2 i 3, можна одер-
жати ефективний алгоритм дослiдження си-
стеми

dx

dt
= Ax(t) + Bx(t− τ), (20)

де x ∈ Rn, A,B – n×n – сталi матрицi, τ > 0,
на експоненцiальну стiйкiсть.
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Обчислюючи нулi характеристичного
рiвняння апроксимуючої для (20) системи
звичайних диференцiальних рiвнянь при
рiзних значеннях τ , для яких зберiгається
стiйкiсть нульового розв’язку апроксиму-
ючої системи, знаходимо область значень
запiзнення τ , для яких система (20) є
експоненцiально стiйкою.

У випадку, коли система iз запiзненням
(20) другого порядку, такий алгоритм не-
складно реалiзувати. Числовi експерименти
показують, що система (20) iз матрицями

A =

( −0.9 −6.5
4.8 −0.9

)
, B =

( −1.39 −0.65
0.48 −1.39

)

буде асимптотично стiйкою тодi, коли τ ∈
(0, τ1) ∪ (τ2, τ3), де τ1 = 0.2862, τ2 = 0.7141,
τ3 = 1.2142.

Одержанi результати добре узгоджую-
ться iз дослiдженням стiйкостi лiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь iз запiзненням в ро-
ботi [11].
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