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С У К У П Н А  Н Е П Е Р Е Р В Н ІС Т Ь  Г О Р И З О Н Т А Л Ь Н О  К В А З ІН Е П Е Р Е Р В Н И Х  
М У Л Ь Т И Ф У Н К Ц ІЙ

Доведено, що для топологічних просторів X  i Y , множини зліченного типу B в Y , ме- 
тризовного сепарабельного простору Z , /компактнозначної/ мультифункції F : X  х Y  ^  Z , 
яка горизонтально квазінеперервна зверху /знизу/ і неперервна знизу /зверху/ відносно дру­
гої змінної при значеннях першої змінної з деякої залишкової множини існує залишкова в X  
множина A , така, що F  неперервна знизу /зверху/ в кожній точці множини A х B .

Let X , Y  be topologRa! spaces, B be a countable type subset of Y  and Z  be a separable 
metrizable space. We obtarn that for any set-valued /compact-valued/ multifunction F : X x Y  ^  Z  
whmh !s upper /lower/ horizontally quasi-continuous and lower /upper/ continuous whh respect to
the second variable there ex!sts a res!dual subset 
at every pornt of A x B .

Поняття квазінеперервності, яке було 
введене С.Кемпістим в [1] для однозначних 
відображень, було перенесено на мульти- 
функції і досліджувалось в працях багатьох 
математиків, зокрема в огляді Т.Нойбруна
[2]. Сукупна неперервність нарізно непе­
рервних мультифункцій вивчалась в [3]. В 
[4] було встановлено, що для однозначної 
функції f  : X  х  Y  ^  Z , яка горизонтально 
квазінеперервна і неперервна відносно дру­
гої змінної існує залишкова множина A  в X , 
така, що функція f  неперервна за сукупні­
стю змінних в кожній точці з A  х  Y , якщо 
X  -  топологічний простір, простір Y  задо­
вольняє другу аксіому зліченності і Z  -  ме- 
тризовний простір.

Тут  ми переносимо згаданий результат з
[4] на випадок мультифункцій.

Нехай X , Y ,  Z  -  топологічні простори. 
Мультифункція F  : X  ^  Z  називається не­
перервною зверху /знизу/ в точці х 0 Є X , 
якщо для довільної відкритої непорожньої 
множини W  в Z , такої, що F  (хо) С  W  

/ F (х0) П W  =  0/ існує окіл U  точки х 0 Є X , 
такий, що F (х )  С  W  / F (х )  П W  =  0/ 
для всіх х  Є U . Мультифункція F  : X  х  

Y  ^  Z  називається горизонтально квазі- 
неперервною зверху /знизу/ в точці р 0 Є 

X  х  Y , якщо для довільної відкритої непоро­
жньої множини W  в Z , такої, що F ( p 0 ) С W

A of X  such that F  is lower /upper/ continuous

/Я (р0) П Ш  =  0/ і довільних околів и  та V  

точок х 0 Є X  та у 0 Є У  відповідно, існують 
відкрита непорожня множина О  в X  і точка 
уі в У , такі, що О  С  и , у 1 Є V  і Я (р )  С Ш  

/ Я ( р )  П Ш  =  0/ для всіх р  Є О  х  { у 1}. М уль­
тифункція називається неперервною зверху 
/знизу/ чи горизонтально квазінеперервною 
зверху /знизу/, якщо воно є такою в кожній 
точці. Мультифункція називається компа­
ктнозначною, якщо образ кожної точки є 
компактною множиною.

Позначимо через С  + ( Я ) множину точок 
неперервності зверху відображення Я , а че­
рез С - ( Я ) -  множину точок неперервності 
знизу відображення Я . Д ля множини В  С У  

покладемо С + ( Я ) =  { х  Є X  : { х }  х В  С 

С + ( Я ) } ,  С - ( Я ) =  { х  Є X  : { х }  х В  С 

С - ( Я ) } .  Покладемо Я х (у )  =  Я ( х , у ) , х  Є X  і 

Я у (х ) =  Я ( х , у ) , у  Є у .

Підмножина В  топологічного простору 
У  називається м н о ж и н о ю  з л іч е н н о го  т и п у ,  

якщо існує така не більш ніж зліченна си­
стема V  =  { У п  : п  Є М } відкритих множин 
Vп  в У , що для кожної точки у  Є В  система 
V ( у )  =  { У п  : у  Є Vn }  є базою околів точки 
у  в просторі У . Така система V  називається 
з л іч е н н о ю  базою для В . Увесь простір У  є 
множиною зліченного типу тоді і тільки то­
ді, коли він має не більш ніж зліченну базу, 
тобто задовольняє другу аксіому зліченно-
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сті, а виконання першої аксіоми зліченності 
в У  означає, що всі одноточкові множини 
{ у }  в У  є множинами зліченного типу.

Л е м а  1. Н е х а й  У  -  м е т р и з о в н и й  сепа- 

р а б е л ь н и й  п р о с т ір .  Т од і в У  іс н у є  база в ід ­

к р и т и х  м н о ж и н  { Ш п  : п  Є М } ,  щ о для до­

в іл ь н о ї м н о ж и н и  К  і  в ід к р и т о ї  м н о ж и н и  

Ш  в У , т а к и х ,  щ о  К  П Ш  =  0  іс н у є  ном ер  

п , щ о  К  П Ш п  =  0  і  Ш  С  Ш .

Д оведен ня . Оскільки простір У  метри­
зовний сепарабельний, то він регулярний і 
задовольняє другу аксіому зліченності. В У  

існує база { Ш п  : п  Є М } відкритих мно­
жин. Візьмемо довільну точку г Є К  П Ш . 
Тоді існує замкнений окіл Ш ' точки г , що 
г Є Ш ' С  Ш . Оскільки { Ш п  : п  Є М } ба­
за простору У , то існує номер п, такий, що 
г Є Ш п  С  Ш '. Оскільки множина Ш ' за­
мкнена, то Ш п  С  Ш ' . Тоді К  П Ш п  =  0  і 
Ш  С  Ш ' С  Ш .

Т еор ем а  1. Н е х а й  X  і  У  -  т о п о л о г іч н і 

п р о с т о р и , В  -  м н о ж и н а  з л іч е н н о го  т и п у  

в У , У  -  м е т р и з о в н и й  се парабел ьний  п р о ­

с т ір ,  м у л ь т и ф у н к ц ія  В  : X  х  У  ^  У  го р и ­

з о н т а л ь н о  к в а з ін е п е р е р в н а  з в е р х у  і  В х  н е ­

перервна  з н и з у  для х  з д е я к о ї з а л и ш к о в о ї 

м н о ж и н и  М  в X . Тод і м н о ж и н а  С - ( В ) за ­

л и ш к о в а  в X .

Д оведен ня . Будемо міркувати від су­
противного. Нехай множина С -  ( В ) не є за­
лишковою в X . Тоді множина Е  =  { х  Є 

X  : (Б у х  Є В ) ( р х  =  (х , Ух ) Є С -  ( В ) ) }  дру­
гої категорії в X . Д ля кожної точки х  Є Е  

існує відкрита множина Ш ( х )  в У , така, що 
В ( р х ) П Ш (х ) =  0  і для довільного околу
0  точки р х  в X  х  У  існує точка р  Є О , що 
В ( р )  П Ш ( х )  =  0 .  Тоді згідно з лемою 1 існує 
база відкритих множин { Ш п  : п  Є М }, така, 
що для кожної точки х  Є Е  існує номер п , 
такий, що Ш п  С  Ш ( х ) , В ( р х ) П Ш п  =  0  і для 
довільного околу О  точки р х  в X  х  У  існує 
точка р  Є О , що В ( р )  П Ш п  =  0 .  Оскільки 
множина Е  другої категорії, то існує номер 
п 0 і множина Е і  С  Е  другої категорії в X , 
що для всіх х  Є Е і  маємо В ( р х ) П Ш п 0 =  0

1 для довільного околу О  точки р х  в X  х  У  

існує точка р  Є О , що В ( р )  П Ш п 0 =  0 .

Розглянемо множину Е 2 =  Е і  П М . Мно­
жина Е 2 другої категорії в X . Позначимо

через V  =  { V m  : т  Є N } систему множин в 
Y , що фігурує в означенні множини злічен­
ного типу. Розглянемо множини A m  =  { x  Є 

E 2 : (y x  Є Vm ) (V y  Є Vm ) ( B x (y )  П W n o =  0 ) } .  
Оскільки B x  неперервна знизу для x  Є E 2 ,

oo
то У  A m  =  E 2 . Тоді існує номер т 0 і від-

m=1
крита непорожня множина G , що G  С  A m o. 
Візьмемо довільну точку Хо Є G  П A m o. 
Оскільки G  х Vm o окіл точки р Х0 =  (x 0 , y Xo), 
то існує точка р  Є G  х  Vm o, що B  (р) П W n o =  

0 ,  тобто, B (р ) С Z  \  W n o. З горизонтальної 
квазінеперервності зверху маємо, що існує 
відкрита непорожня множина G 1 С  G  і то­
чка y 1 Є Vm o, такі, що для всіх р  Є G 1 х  { y 1}  
маємо B  (р ) С  Z  \  W n o, тобто B  (р) П W n o =  0 .  

Однак, B (р ) П W n o =  0  для кожної точки 
р  Є A m o х  Vm o. Оскільки A m o П G 1 =  0  і 
y 1 Є Vm o, то одержали суперечність. Отже, 
наше припущення хибне.

Л е м а  2. Н е х а й  Z  -  м е т р и з о в н и й  сепа­

р а б е л ь н и й  п р о с т ір .  Тод і в Z  іс н у є  с и с т е м а  

{ W n  : п  Є N } в ід к р и т и х  н е п о р о ж н іх  м н о ­

ж и н ,  т а к а ,  щ о  для б у д ь -я к о ї к о м п а к т н о ї  

м н о ж и н и  K  в Z  і  б у д ь -я к о ї в ід к р и т о ї  м н о ­

ж и н и  W  в Z , т а к и х ,  щ о  K  С  W  іс н у є  н о ­

м ер  п ,  щ о  K  С  W n  С  W n  С  W .

Д оведен ня . Оскільки простір Z  метри­
зовний сепарабельний, то він регулярний і 
задовольняє другу аксіому зліченності. Не­
хай { V n  : п  Є N } база відкритих множин 
в Z , K  -  компактна підмножина в Z  і W  

-  відкрита множини в Z , такі, що K  С  W . 
Д ля кожної точки z  Є K  існує множина Vn, 
що z Є Vn  С  W . Таким чином одержує­
мо відкрите покриття множини K . Оскіль­
ки множина K  компактна, то існує скінче­
не підпокриття Vn i , Vn 2 , . . . ,  Vn k множини K .

k k
Зрозуміло, що K  С  U  Vn t С  U  К ;  С W .

г=1 г=1
Розглянемо систему, яка складається з від­
критих множин, що є скінченними об’єднан­
нями множин бази. Ця система буде злічен- 
ною, вона і є шуканою.

Теор ем а  2. Н е х а й  X  і  Y  -  т о п о л о г іч н і  

п р о с т о р и , B  -  м н о ж и н а  з л іч е н н о го  т и п у  

в Y , Z  -  м е т р и з о в н и й  се парабел ьний  п р о ­

с т ір ,  к о м п а к т н о з н а ч н а  м у л ь т ф у н к ц ія  B  :
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X  х  У  ^  У  г о р и з о н т а л ь н о  кв а з ін е п е р е р в н а  

з н и з у  і  X х  неперервна  з в е р х у  для х  з д е я к о ї 

з а л и ш к о в о ї м н о ж и н и  М  в X . Т од і м н о ж и ­

на  с + Х ) з а л и ш к о в а  в X .

Д оведен ня . Нехай множина С + У ) не є 
залишковою в X . Тоді множина Е  =  { х  Є 

X  : (Бух  Є В ) ( р х  =  ( х ,У х ) Є С  +  ( X ) ) }  дру­
гої категорії в X . Д ля кожної точки х  Є Е  

існує відкрита множина Ш ( х )  в У , така, що 
X ( р х ) С  Ш ( х )  і для довільного околу О  

точки р х  в X  х  У  існує точка р  Є О, що 
X ( р )  С  Ш ( х ) . Згідно з лемою 2 в У  існує 
система { Ш п  : п  Є М } відкритих непоро­
жніх множин, така, що для кожної точки 
х  Є Е  існує номер п, такий, що X ( р х ) С 
Ш п  С  Ш п  С  Ш ( х )  і для довільного околу 
О  точки р х  в X  х  У  існує точка р  Є О, що 
X ( р )  С  Шп. Оскільки множина Е  другої ка­
тегорії, то існує номер п 0 і множина Е 1 С  Е  

другої категорії в X , що для всіх х  Є Е 1 

маємо X ( р х ) С  Ш п 0 і для довільного околу 
О  точки р х  в X  х  У  існує точка р  Є О , що 
X  (р ) І  Ш п 0 .

Розглянемо множину Е 2 =  Е 1 П М . 
Оскільки множина М  залишкова в X , то 
множина Е 2 другої категорії в X . Позначи­
мо через V  =  { У т  : т  Є М } систему мно­
жин в У , що фігурує в означенні множини 
зліченного типу. Розглянемо множини А т  =  

{ х  Є Е 2 : У  Є Ут ) (У у  Є Ут ) У х (у )  С  }. 
Оскільки X х  неперервна зверху для х  Є Е 2 ,

оо
то У  А т  =  Е 2 . Тоді існує номер т 0 і від-

т=1
крита непорожня множина О , що О  С  А т 0 . 
Візьмемо довільну точку хо Є О  П А т 0 . 
Оскільки О  х  Ут о окіл точки р х 0 =  ( х 0 , у х о), 
то існує точка р  Є О  х  Ут 0 , що X  (р ) С  Ш п 0 , 
тобто, X ( р )  П У  \  Ш п 0 =  0 . 3  горизонтальної 
квазінеперервності знизу випливає, що існує 
відкрита непорожня множина О 1 С  О  і то­
чка у 1 Є У т 0 , такі, що для всіх р  Є О 1 х  { у 1}  
перетин X ( р )  П У  \  Ш п 0 непорожній, тоб­
то X ( р )  С  Ш п 0 . Однак, для кожної точки 
р  Є А т 0 х У т 0 маємо, що Е ( р )  С  Ш п 0 . Оскіль­
ки А т 0 П О 1 =  0  і у 1 Є У т 0 , то одержали су­
перечність. Отже, наше припущення хибне.

Безпосередньо з теорем 1 і 2 одержуємо 
наступні наслідки.

Н а сл ід о к  1. Н е х а й  X  і  У  -  т о п о л о г іч н і

п р о с т о р и , Z  -  м е т р и з о в н и й  сепарабельний  

п р о с т ір ,  м у л ь т и ф у н к ц ія  F  : X  х  Y  ^  Z  

го р и з о н т а л ь н о  ква з ін е п е р е р в н а  з в е р х у  і  F x 

неперервна  з н и з у  для х  з д е я к о ї з а л и ш к о в о ї 

м н о ж и н и  M  в X . Тод і

( i )  я к щ о  п р о с т ір  Y  зад ово л ьня є  п е р ш у  

а к с іо м у  з л іч е н н о с т і,  т о  м н о ж и н а  C -  ( F ) =  

{ х  Є X  : ( х , у )  Є C - ( F ) }  за л и ш к о в а  в X  для 

к о ж н о г о  у  Є Y ;

( i i )  я к щ о  п р о с т ір  Y  зад ово л ьня є  д р у гу  

а к с іо м у  з л іч е н н о с т і,  т о  м н о ж и н а  C - ( F ) 
з а л и ш к о в а  в X .

Н а сл ід о к  2. Н е х а й  X  і  Y  -  т о п о л о г і­

ч н і  п р о с т о р и , Z  -  м е т р и з о в н и й  сепарабель­

н и й  п р о с т ір ,  к о м п а к т н о з н а ч н а  м у л ь т ф у н -  

к ц ія  F  : X  х  Y  ^  Z  го р и з о н т а л ь н о  к в а з ін е - 

перервна  з н и з у  і  F x неперервна  з в е р х у  для х  

з д е я к о ї з а л и ш к о в о ї м н о ж и н и  M  в X .  Тод і

( i )  я к щ о  п р о с т ір  Y  зад ово л ьня є  п е р ш у  

а к с іо м у  з л іч е н н о с т і,  т о  м н о ж и н а  C +  ( F ) =  
{ х  Є X  : ( х , у )  Є C + ( F ) }  за л и ш к о в а  в X  для 

к о ж н о г о  у  Є Y ;

( i i )  я к щ о  п р о с т ір  Y  зад ово л ьня є  д р у гу  

а к с іо м у  з л іч е н н о с т і,  т о  м н о ж и н а  C + ( F ) 
з а л и ш к о в а  в X .
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