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П Р О  О П Е Р А Т О Р  Ш Р Е Д І Н Ґ Е Р А  З І  С И Н Г У Л Я Р Н И М  П О Т Е Н Ц І А Л О М  Н А  
Г Е О М Е Т Р И Ч Н О М У  Г Р А Ф І

В роботі розглянуто оператор Шредінґера на некомпактному зірковому геометричному 
графі зі сингулярним збуренням потенціала вигляду ає-2г (є -1х) в околі вершини. Вивчено 
асимптотичну поведінку власних значень та власних функцій цього оператора при є ^  0. 
Отримано граничний оператор, який є узагальненням на випадок геометричного графа опе­
ратора Шредінґера з ^'-потенціалом на прямій.

In this paper we consider the Schrödinger operator on the noncompact starshaped metric 
graph with short-range perturbation of the potential of the form ає-2г (є -1х) іп the neighborhood 
of the vertex. We study the asymptotic behavior, as є ^  0, of spectrum and eigenfunctions of such 
a Hamiltonian. We obtain the limit operator which is a generahzation of the Schrödrnger operator
with the ^'-potential on a line.

Диференціальні оператори на геометри­
чних графах виникають в різноманітних мо­
делях фізики, хімії, біології, зокрема, в мо­
делі поширення хвиль через систему однови- 
мірних континуумів [1, 2]. Серед численних 
сфер застосування диференціальних опера­
торів на геометричних графах та на мере- 
жеподібних системах можна виокремити ди­
намічні системи, спектральну теорію дифе­
ренціальних операторів на многовидах та в 
сингулярних областях, квантовий хаос, мі- 
кроелектроніку та теорію хвилеводів, нано- 
технології, теорію оптичних кристалів, аку­
стику (див. огляд  [3] з бібліографією ).

Протягом кількох останніх десятиліть ін­
терес до диференціальних операторів та рів­
нянь на геометричних графах значно зріс. 
Перш за все це пов’язано з бурхливим роз­
витком технологій, які дозволяю ть створю­
вати різні мережеподібні конструкції з на­
півпровідникових матеріалів. Такі системи 
зручно описувати за допомогою диференці­
альних операторів на геометричних графах. 
Значну частину теорії диференціальних рів­
нянь перенесли на графи, досліджено спе­
ктральні властивості диференціальних опе­
раторів та їх  зв ’язок з геометрією графів [1,
3].

В працях [4, 5] розглянуто задачу про 
правильне трактування формального га-

мільтоніана з потенціалом, який має сингу­
лярний доданок а 5 '(х ) ,  де 5 '(х )  -  похідна 
функції Дірака, а  -  дійсна стала, яку ми 
називатимемо сталою зв ’язку. Показано, що 
на це питання немає однозначної відповіді, 
бо відповідна фізична модель має прихова­
ні параметри. В цій роботі результати [4, 5] 
перенесено на випадок некомпактного гео­
метричного графа.

Вперше, як нам відомо, гамільтоніан з по­
тенціалом а 5 '(х )  було розглянуто в [6]. В цій 

роботі формальний оператор — +  а 5 '(х )
апроксимують послідовністю

^  ) = —х + а  ̂  ( х ) .

де є -  малий додатний параметр, а потен­
ціал V  з класу ^0^(М ) має нульове середнє, 
тобто /л V  йх =  0. Показано, що для  всіх та­
ких потенціалів V  послідовність ) пря­
мує в рівномірній резольвентній топології до 
прямої суми операторів другого диференці­
ювання на півосях з умовами Д ір іхле  в нулі. 
З погляду теорії розсіяння, це означає, що 
потенціал є - 2 V ( є -1 х )  є асимптотично непро­
никним для  квантової частинки.

Проте в працях [7, 8, 9], де розгляда­
ли  одновимірну задачу розсіяння на різних 
кусково-сталих 5'-подібних потенціалах, ко­
ефіцієнти розсіяння обчислені явно. Вияви­
лося, що для  5'-подібних потенціалів може
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існувати зліченна множина значень сталих 
зв ’язку, д ля  яких У -бар ’єр є частково про­
никним. Таке явище дістало назву ефект ре­
зонансу для ймовірності проникнення крізь 
У -бар ’єр.

В роботах [4, 5] формальний гамільтоніан 

— рх? +  Ш  (ж) +  а5' (ж) апроксимували сім ’єю 
регулярних гамільтоніанів

н * (^ > =  -  Ш  (х ) +  а  V  ( х  )■

Т у т  функція V  Є С Д  ( —1,1) має нульо­
ве середнє, а гладка функція Ш  задоволь­
няє умову Ш (х ) ^  при |х| ^  + го ,
яка гарантує дискретність спектра операто­
ра Нє(а , V ). Кож ній парі (а , V ) поставлено 
у відповідність граничний оператор Н (а , V ), 
вибір якого ґрунтується на близькості енер­
гетичний рівнів та власних станів регуляр­
ного та граничного гамільтоніанів. Встанов­
лено, що майже д ля  всіх сталих зв ’язку гра­
ничний оператор є прямою сумою операто­
рів другого диференціювання з умовами Ді- 
ріхле в початку координат. Введено поняття 
резонансної м н ож и ни  У у , яка є спектром 
задачі

— д"  +  а У  (£)д =  0, £ Є ( —У  ]ф

д ' ( —1) =  0, д '(1) =  0

зі знакозмінною ваговою функцією стосовно 
спектрального параметра а . Також введено 
поняття функції з в ’язку ву : У у  ^  М, ви­
значеної за правилом

ву (а ) да(1)

да ( —1) ,

Було показано, що такий потенціал є асим­
птотично проникним тоді й лише тоді, коли 
а  належить до резонансної множини У  у . 
Коефіцієнти розсіяння на такому потенціалі 
прямують до відповідних розв ’язків задачі 
розсіяння для  пари гамільтоніанів Н (а , У ) 

та — - Х . В [11], крім того, що вказали 
помилку в доведенні збіжності операторів 
ЯЄ( У ) в роботі [6], довели, що послідовність 
операторів Н є(а , V ) збігається в рівномірній 
резольвентній топології до Н (а , У ) при 
є ^  0. Чим ало українських математиків 
дослідж увало моделі, що описують точкові 
взаємодії [12]—[20].

1. Ф о р м у л ю в а н н я  за д ач і. Введемо деякі 
поняття теорії диференціальних рівнянь на 
графах. Геометричним графом називатиме­
мо сукупність вершин -  точок в М3, та ребер 
-  гладких неперетинних кривих, які з ’єдну­
ють ці точки. Нехай О  -  геометричний граф, 
множину вершин якого позначатимемо че­
рез V ( О ) ,  а множину ребер -  через Е (О ) .  
Відображення / : О  ^  М. називатимемо 
функцією на графі, а через /д познача­
тимемо ї ї  звуження на ребро д Є Е ( О ). 
Визначимо простір функцій на графі 
С Г (О )  =  { / : /д Є С Г (д ),  д Є Е (О ) } .  
На кожному ребрі введемо натуральну 
параметризацію; диференціювання здій­
снюватимемо за натуральним параметром. 
Через рд (а ) позначатимемо граничне зна­
чення похідної у  вершині а, яку беремо 
вздовж д в напрямі від цієї вершини. Інте­
грал функції / на графі є сумою інтегралів 
по всіх його ребрах

де да -  власна функція задачі, що відповід­
ає а. У  випадку, коли а Є У  у , сингулярний 
бар ’єр допускає проникнення частики, а від­
повідна хвильова функція в початку коорди­
нат задовольняє умови

ф (+ 0) =  ву (а )ф (—0), 

ву (а )ф '(+ 0) =  Д ( —0).

Продовженням [4, 5] стали праці [10, 11]. 
Спочатку в [10] узагальнили результати [7, 
8, 9], розв ’язавши задачу розсіяння на до­
вільному потенціалі вигляду а є -2 V (є - 1х ).

' о
/ й О  =  £  / йд■

дЄЕ(О) д

Нехай А 2(О )  -  простір Лебега зі скаляр­
ним добутком (и ,х )  =  /о их йО  та нор­

мою ||и||̂ 2(о) =  (и ,и )1/2. Введемо просто­
ри Соболєва #2к (О ) =  { /  Є А 2(О ) :  /д Є 
# 2к (д ),  д Є Е  (О ) } ,  а також А С  (О ) =  
{ / : /д Є А С ( д ) ,  д Є Е (О ) } .

Розглянемо некомпактний зірковий граф 
Г, що складається з трьох ребер у 1, у2 та 
7з, з ’єднаних у  вершині а. Тоді Е (Г ) =
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{ 7 і , 72,7з }  й вважатимемо, що всі його ре­
бра є променями. Через а позначати­

мемо точку перетину ребра Є Е (Г ) зі 
сферою радіуса є і центром у  вершині гра­
фа, а через Г є -  підрозбиття графа Г, яке 
містить нові вершини ає , ає12  та аф . Іноді

торів

73'

П

Рис. 1: Зіркові графи Гє та П.

-1

тє(х )
є 2т(є 1 (х  — а )) ,  х  Є Пє,

0, х  Є Гє \ іїє-

Т у т  є -  малий додатний параметр.

Розглянемо сім ’ю самоспряжених опера-

в 2

для  простоти точки аф позначатимемо че­
рез ає. Кож на з них д ілить відповідне ре­
бро у і  графа Г  на два ребра та графа 
Г є (див. рис. 1). Нехай Пє -  зірковий під- 
граф Г є такий, що V (П є) =  {а ,а1,а2,а3, }  та 
Е  (Пє) =  {Ш[,и^,шз}.

Нехай П -  образ в М3 графа Пє при є 
гомотетії з центром в а. Зрозуміло, що цей 
образ не залеж ить від малого параметра є . 
Граф  П є зіркою з центром в початку коор­
динат О  простору М  та вершинами аш., які
є образами точок ає. Ц і точки іноді познача­
тимемо через а і . Ребро графа П, що з ’єднує 
точки О  та а і , позначатимемо ш . Ребра 7і  та 
Ш графів Г  і П називатимемо відповідними.

Введемо множину функцій 

П  =  { т Є (П ): [  твП =  0,

т(аш) =  0, ш Є

Д ля  ненульового елемента т Є П  визначимо 
послідовність функцій

И є(а, т) =  — —  +  q (x )  +  атє(х), 
ах 2

V (H є ^ a , r ) )  =  { і  Є ^ І ( Г ) :  /, / ' Є А С (Г ),

—/"  +  (q +  атє) Ґ  Є L 2 (Г ) ,  Їші (а ) =

=  Д і (а ) =  / ц (а ) , ^  Ґ ( а )  =  0 } •

Т у т  функція q Є С™  (Г ) така, що q1  (х ) ^  
+ т о  при |х| ^  + то  для  всіх 7 Є Е (Г ). Ця 
умова гарантує дискретність спектра опера­
торів Нє(а , т).

Кож ній парі (а ,т )  Є М. х П  ми постави­
мо у  відповідність граничний гамільтоніан 
Н (а ,т ).  Вибір Н (а ,т )  пов’язаний з близькі­
стю спектрів та власних просторів грани­
чного та збуреного гамільтоніанів при ма­
лих значення параметра є . Зокрема, ми до­
водимо збіж ність власних значень та вла­
сних функцій операторів Нє(а , т) до власних 
значень і власних функцій граничного опе­
ратора Н (а , т).

2. А с и м п т о т и к а  сп ек тр а  зб у р е н о го  
оп ер атор а : г о л о в н і ч л ен и .

2.1. В ласти в осте  з б у р е н и х  о п ер а т о ­
р ів . Д ля  кожного є >  0 спектр оператора 
Нє(а ,т )  дійсний і дискретний, що випливає 
зі самоспряженості оператора та компактно­
сті його резольвенти. Нехай {А єк( а , т ) } (Д 1 -  
множина власних значень Н є(а,т), впоряд­
кованих за зростанням із врахуванням кра­
тностей, а {ук (х; а ,т ) } ( (°=1 -  ортонормована 
в & 2 . (Г ) система власних функцій.

Я к  і в [5], можна показати, що для  ко­
ж ної пари (а , т) Є М. х П  власні значен­
ня \єк =  \єк (а ,т )  є неперервними функція­
ми змінної є Є (0 ,1 ), обмеженими зверху 
при є ^  0. Якщ о величина | а  | достатньо 
велика, то спектр Н є(а , т) необмежений зни­
зу, зокрема, А1 <  —сє ~ 2 д ля  додатної сталої 
с. Існує не більше ніж  скінченна кількість 
N ~ (а ,  т) власних значень, які збігаються до 
—то при є ^  0.

Спектр Нє(а ,т )  складається з двох ча­
стин: підмножини власних значень, які пря­
мують до —то, та підмножини обмежених 
власних значень, яку називатимемо обме-
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ж еною  при є ^  0 частиною спектра опе­
ратора Н е(а , г ) .

2.2. А с и м п т о т и к а  о б м е ж е н о ї ч а сти ­
ни сп ек тр а . Розглянемо спектральну зада­
чу на графі

' —у"е +  Д  +  а Ге)Уе =  А у £

на Г £ \ V (Г є), ує Є ^ 2 (Г £),

 ̂ уе» (а ) уе» (а ) уе,»%(а ) , ( 1)

£ »ЄЕ (П ) ~сРХ(а) =  О,

уе,»- а ) = уещ а ),

, Их  К ) +  у  а ) =  0, 7 Є Е  (Г ).

Нехай Ае -  власне значення цієї задачі з 
номером к >  N - (а, г ), а уе -  відповідна вла­
сна функція. Асимптотичні розвинення для  
Ае та уе шукатимемо у  вигляді

Ае — А +  єА 1 +  є2А2 +  . . . ,  ( 2)

уе — х (х )  +  єхф х) +  . . . ,  ж Є Ге \ Пе, (3)

уе — и ( ^ ) +  єи1( — ) +  . . . ,  х  Є Пе, (4)

де функції х, уі визначені на Г  \ { а }  і нале­
жать до ^ 2 (Г ) ,  а и, иі визначені на П. При­
пускатимемо, що функція у відмінна від ну­
ля.

Підставимо ряди (2), (3) в задачу (1). 
Звідси одержимо, що на множині Г  \ { а }  
функції у та у 1 будуть розв ’язками рівнянь

—у "  +  ду =  Ау , (5)

—у1  +  дУ1 =  Ау1 +  А1У. (6)

Рівняння (1) на графі П матиме вигляд

- +  а г ( ї )у е  =  є2{Ае -  д(а  +  є ї) )уе .

Тоді головний член та коректори власної 
функції на Пе є розв ’язками рівнянь

- и "  +  а ги  =  0, (7)

- и ' [  +  а г и 1 =  0, (8)

- и 2  +  а ги 2 =  Аи (9)

на П \ V (П ). Крім  того, ці функції в точці О
задовольняють умови 

/
и»1 (О ) и» 2 (О ) и» 3 (O ),

£  ж ( 0 ) =  0,

< шЄЕ(п) ( 10)
и к,»і ( 0 )  и к,Ш2 ( 0 )  ик,»з ( 0 ) ,

£  і » ( 0 ) =  0 .
»ЄЕ(&,)

64

Власна функція уе неперервно диференці- 
йовна у  вершинах ае1, тому

у1  (аеД) +  єу\ГІа ) +  . . .  — и (аш) +  є щ (а » )+ ,

(  _ л й и , . йи 1 . . \

7  и {а » ) +  и (а" ) +  • • • )  +

(  1 у , е. 1 у1 . е . \

4  Е  (а-< ) +  є ! 7 а )  +  . . . )  — 0

Позаяк ||ае1  -  а||®з =  є, то величини вигляду 

у1  (ае1), (ае1) можна розвинути в ряди Тей­
лора в точці х  =  а. П ісля цього для  всіх 
7 Є Е (Г ) матимемо

ж  а ) =  0, ( 11)

у1  (а ) =  и (а » ), ( 12)

£ і  а ) +  £  (а ) =  0, (13)

У1л  (а ) +  Щ (а ) =  “ [ ( а » ). (14)

Р  (а» ) +  ^  (а ) +  х > )  =  0. (15)

Отже, функція у на кожному з ребер Г  
є розв ’язком рівняння (5), а и -  розв ’язком 
крайової задачі

' - и "  +  а ги  =  0 на П \ V (П ),

и»1 ( 0 )  и » 2 ( 0 )  “ »з (0 ) ,

' £  £ ( 0 ) =  0 , (16>
»ЄЕ(О)

, % (а » ) =  0 , з  Є Е (П ).

Обидві функції пов’язані умовами спряже­
ння (12). Задача (16) містить інформацію 
про характер локального збурення потенці- 
ала. Алгоритм  побудови асимптотики зале­
жатиме від того, чи має задача (16) нену- 
льові розв ’язки.

2.3. Р е з о н а н с н а  м н о ж и н а  та  ф у н к ц ія  
з в ’я зк у . Задачу (16) можна розглядати як 
спектральну з вагою г  стосовно спектраль­
ного параметра а . Сформулюємо твердже­
ння, доведення якого аналогічне доведенню 
теореми 3.1 в [5].
Л е м а  2.1. Д л я  к о ж н о ї  ненульової функції 
г  Є 'Е  спектр задачі (16) є дійсним та дис­
кретним і необмеженим в обидва боки.

Введемо множину У, яка є спектром за­
дачі (16). Цю множину називатимемо резо­
нансною м нож иною  проф іля г . Власні зна­
чення задачі (16) мож уть бути простими або
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двократними, бо граф П має три ребра. По­
значатимемо через Е і підмножину резонан­
сної множини, що складається лише з про­
стих власних значень задачі (16), а через Е 2
— підмножину двократних власних значень. 
Л е м а  2.2. Нехай а є власним значенням  
задачі (16) з власною функцією /а . Тоді се­
ред чисел /а(а 1 ), /а (а2 ) або /а (а 3 ) лише одне 
м ож е бути нульовим.
Доведення. Доведемо від супротивного. Не­
хай, наприклад, /а(а 1 ) =  /а (а 2 ) =  0. Позаяк 
функція /а,Ші є розв ’язком задачі Кош і

— /'' +  ат/ =  0 на ш і , / (а і )  =  / ' (а і )  =  0,

то вона тотожно рівна нулю  на ш1. А налогі­
чно перевіряємо, що й функція /а,ш2 тото­
жно дорівнює нулю на ребрі ш2. Тоді для  
/а,ш3 отримуємо таку задачу

— /'' +  ат/ =  0 на шз , Ґ (О ) =  Ґ ' (О ) =  0.

Отже, функція /а тотожно рівна нулю на 
всьому графі П, що неможливо. □

Нехай а Є Е 1 і йому відповідає власна 
функція ( а . Без обмеження загальності вва­
жатимемо, що Са (а3) =  0. Тому відношення

& і(а )
Са (а 1)

Са (а3)
&2(а )

Са (а2)

Са (а3)

не може занулюватися більше, ніж  в одній 
точці. Легко переконатися, що нетривіальна 
комбінація фа (а 2 ) р а — р а (а2 )фа є тотожним 
нулем на П, що суперечить лінійній незале­
жності фа та <£а.

Нехай тепер фа (а і ) _  0, тоді з (17) і з  ле ­
ми 2.2 випливає, що р а (а і ) теж не дорівнює 
нулю. Крім  цього, справедлива тотожність

Ра(а?) _  Фа(а2 ) 

р а (а ф) фа(аф) '

З неї легко отримати, що нетривіальна л і­
нійна комбінація фа(аф^а — Ра(а і)ф а  дорів­
нює нулю на всьому графі П, що знову при­
водить до суперечності, позаяк фа та р а л і­
нійно незалежні.

Тепер доведемо, що відношення 

^ 2з (а )/ ^ і2(а ) та р з і (а )/ р і 2 (а )  не зале­
жать від вибору бази р а, фа. Нехай Фа та 
Фа -  інша база у  власному підпросторі, 
що відповідає а. Д ля  всіх і , к  _  1,2,3
справедлива тотожність

Ф а (^  )Ф а (ак ) — Фа («к  )Ф а (а  ) _

_  [ф а(а 2 )ра (а к ) — фа(ак)ра(а2) }  det А,

де А  -  матриця переходу до нової бази. Тому

Ф а (я2)Фа (аз) — Ф а (а з )Ф а ^ )

Ф а (а і)Ф а  (а2) — Ф а (а2)Ф а (а і) 

ру власної функції та &2(а) +  &2(а) =  0. =  { фа(а2) ^ а (а3) — фа (а3 ) р а (а2 ) }  det А
коректно визначені, не залеж ать від вибо-

Введемо відображення & : Е 1 ^  М2 за пра­
вилом & (а ) =  ( & 1 ( а ) , & 2 (а ) ) .  Нехай а  нале­
ж ить до Е 2, а функції р а та фа утворю­
ють базу у  відповідному власному підпро- 
сторі. Позначатимемо через Рік (а )  різниці

Фа (аі  ) р а (ак ) Фа (ак ) р а (аі  ) д ля  І ,к  1, 2> 3.
Л е м а  2.3. Відношення р 2 3 (а )/ р 1 2 (а )  та 
р 3 1 (а )/ р 1 2 (а )  визначені коректно й не за­
леж ат ь від вибору бази р а, фа . 
Доведення .Знову доведемо від супротивно­
го. Припустимо, що р 12(а ) =  0, тобто

Ф а (а і)р а (а 2) — фа(а2)р а (а і)  =  0. (17)

Розглянемо два випадки фа (а 1) =  0 та
фа(а 1) =  0 і покажемо, що кожен з них при­
водить до суперечності. Якщ о фа (а 1) =  0, то 
з (17) випливає, що р а (а 1) теж дорівнює ну­
лю, бо, згідно з лемою 2.2, власна функція

{ф а (а і)р а (а 2) — фа(а2)р а (а і ) }  det А

=  Р23(а ) 

Р і2(а )

Аналогічно перевіряємо д ля  відношення 
Р з і (а )/ Р і2(а ).  □

Визначимо функцію р : Е 2 ^  М2 за 
правилом р (а )  =  (п1(а ),  п2(а ) ) ,  де р 1 (а )  =  
Р 2з (а )/ р і2(а ) та пф а) =  Р з і (а )/ р і2(а ).  Ф ун ­
кцію 9 : Е ^  М2 таку, що

9\ 9\ rn,

називатимемо функцією з в ’язку.
2.4. Г р а н и ч н и й  о п ер а то р  п ри  в ід с у ­

тн о ст і р езон ан су . Існує три продовження 
побудови асимптотики. Спочатку розгляне­
мо випадок, коли а не належить до резо­
нансної м н ож и ни  Е. Тоді задача (16) має

£і
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лише тривіальний розв ’язок и =  0. З умов 
(12) отримаємо (а ) =  0 для  всіх у  Є Е (Г )  і 
враховуючи рівняння (5), дістанемо задачу

—у" +  ду =  Ау на Г  \ {а } ,  

у1  (а ) =  0, у  Є Е (Г ),  у є  ^ 2 (Г )
18)

для  головних членів рядів (2 ), (3). Ч исло А 
повинно бути власним значенням цієї задачі, 
бо функція у відмінна від нуля за припуще­
нням. Отже, граничний оператор Н (а , г ) є 
прямою сумою ф 7єе(г) Н  операторів Ш ре- 
дінґера на півосях, що відповідають ребрам 
графа Г, породжених задачами

Запишемо цю умову в термінах функції 
зв ’язку, пам ’ятаючи, що ( а (а3 ) =  0,

Л . . йь . . Л . . йь . . йь . . , ,
9 і (о )  —  (а ) +  0 2 (а )  — (а) +  —  (а ) =  0. (22) 

ауі йу2 йуз

Врахувавши (5 ), (20) та (22), отримаємо спе­
ктральну задачу

' —у "  +  ду =  Ау на Г  \ {а } ,

у Є А 2 (Г ) ,  у11 (а ) =  в1(а )х 7з(а ),

у72 (а ) =  в2(а )у 7з (а ), в1(а )  ̂  (а ) +
(23)

+  в2(а )  ̂  (а ) +  *  (а ) =  °-

- у " +  д1  у1 =  Ау1 на у  Є Е (Г ),  

у1 (а ) =  0, у1 Є А 2(р ).
19)

Асоційований з нею самоспряжений опера­
тор має вигляд

й2

Н (а ,г )  = -  і х 2 + g (x ),

Е ( Н ( а , г ) )  =  { /  Є & (Г ) :  /, /' Є А С ( Г ) ,  

- / "  +  д/ Є ^ 2 (Г ) ,  /7і (а )  =  в1 ( а / ( а ) ,

й/

Зрозуміло, що спектр прямої суми операто­
рів є об'єднанням спектрів операторів Ш ре- 
дінґера на ребрах графа.

2.5. Г р а н и ч н и й  о п ер а то р  у  в и п а д к у  
п р о с то го  р езон ан су . Нехай а належить  
до п ідм нож ини  У 1 простих власних зна­
чень задачі (16) з власною функцією ( а .
В цьому випадку умови (12) матимуть ви­
гляд  у1  (а ) =  с (а ( а » ) д ля  7 Є Е (Г ),  звід­
ки, як наслідок, отримуємо Са(аШз)у 71 (а ) =  ф 1 _
Л ч \ ч \  ч Сталу с у  зображенні и знаходимо за фор-
Са(а» 1 )у7з(а ) та ( а (а» 3 )у 72(а ) =  ( а (а» 2 )у7з(а )
або ж

/72 (а ) =  в2 (а )/ 1з (а ) , в1 (а ) - Г -  (а ) +
«71

'й^ 2 ^  ' «Уз
+ в 2( а ) /  (а ) +  /  (а ) =  01 .

ау2 алз >

у1 1  (а ) -  в1 (а )х 7з(а ) =  0, 

уі2  (а ) -  в2 (а )х 7з (а ) =  0.

З (8), (13) одержуємо задачу

- и ' {  +  а ги 1 =  0 на П \ V (П ), 

(ау) =  -  %  (а ), з  Є Е (П ), 

и1,»1 ( 0 ) и 1,»2 ( 0 ) и 1,»з ( 0 ), 

£  т ї <0 ) =  °.
»£Е (0)

(20)

Нехай А та у -  власне значення та нормована 
в ^ ( Г )  власна функція оператора Н (а ,г ) .  

с у
У7з(а)

мулою  с =  < М .
2.6. Г р а н и ч н и й  о п ер а то р  у  в и п а д к у  

к р а тн о го  р езон ан су . Нарешті нехай а на­
леж и т ь до У 2, а функції р а і фа утворю­
ють базу відповідного власного підпросто- 
ру. Зрозуміло, що и =  к 1р а +  к2фа. Врахо­
вуючи це, перепишемо умови ( 12) у  вигляді 
у1 (а ) =  К1Р а (а » ) +  К2 фа( а» ) д ля  7 Є Е (Г ). З 
перших двох умов знаходимо

(21) Фа (ад у72 (а)-фа а  )у71 (а) 
^12 (а) ■

Уа(а2)у71 (а)-^а(а1 )ь12 (а) 
^12 (а) ‘

(24)

Д алі ці сталі підставляємо в третю умо-
для  и 1. Позаяк відповідна однорідна задача ву спряження: р 2з (а )х 71 (а ) +  т  (а )х 72 (а ) +
має нетривіальний р озв я зок , бо а  Є У , то ^ 12(а )у 7з (а ) =  0, звідки 
згідно з альтернативою Ф редгольма задача
(21) має розв ’язок тоді й лише тоді, коли в1(а )х 71 (а ) +  в2 (а )у 12  (а ) +  уГз(а ) =  0. (25)

, , . 1 у , . , . 1 у , . , . 1 у , .
Са(а1 ) ь — (а )+С а (а 2 ) —  (а )+С а (аз ) — (а ) =  0 

“ 71

Задача (21) д ля  коректора власної фун-

66

йр2 йр3 У~~' ' кції має розв'язок тоді й лише тоді, коли ви-
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конуються умови 

3

0 ,

му ми ї ї  опускаємо. Побудуємо наближення

Л є _  А +  є А і ,

Ує(х )  _  v (x )  +  єv1(x ), х  Є Г  \ Пє, (28) 

Ує(х ) _  и (— ) +  . . .  +  є 2 П2 ( — ), х  Є Пє.

власного значення та власної функції, які є 
частковими сумами рядів (2 )- (4 ).

Нехай а Є Е і. Ч исло А є простим власним 
Переписавши їх  в термінах функції зв ’язку значенням задачі (23), а V -  відповідна нор-

іС ра (аі ) 0^  (а )

, . вь . . 
1 ^ фа (аі  ) Ой- (а ) =  0
і = 1 3

9(а ),  одержимо

Ц  (а ) — 9і (а )  ̂  (а ) 

. Ц  (а ) — 92 (а ) &  (а )ії-уз

0 ,

0.
(26)

Отже, А повинно бути власним значенням, 
а V -  власною функцією задачі

—у" +  qv =  Аь на Г  \ {а } ,

1 (^7 йуз 'ь Є &  (Г ),  Ц  (а ) =  9 і (а )  ̂  (а),

(а ) =  92 (а )  ( а )  91(а )ь 7і (а ) +
(27)

+  9 2 (а )ь І2  (а ) +  ь13  (а ) =  0.

Із задачею (27) асоціюватимемо оператор 

О2
Н (а , т) =  — —  +  q (x ) ,  

ах 2

мована в ^ 2 (Г )  власна функція. Нагадаємо,
З7з (а)

що и _  7 М  ̂  _
Умова (22) гарантує існування розв’язку

и і задачі (21). Він має зображення и і _  и\ +
СіСа , де и\ -  частковий розв ’язок задачі, а сі
-д о в ільн а  стала. Функція V! задовольняє (6)
на множині Г  \ {а } ,  а в точці а має розриви,
причому

Vl,yk (а ) — 0 к( а ^ і ,7з(а ) _  дк, к _  1, 2,

де дк _  и\(ак) — вк( а Х ( а з )  — ^~к (а ) +  

вк( а ) і З (а ). Ц і умови отримані з рівностей 

(14). З (9) та (15) знаходимо

Я (Н (а ,т ) ) Є ^ 2 (Г ) :  /, /' Є А С (Г ),

—/ "  +  q/ Є L 2 (Г ) ,  -Т— (а ) =  91( а ) - у Ґ (a),
« 7 і о7з

аа ґ ( а ) = 92( а ) аа ґ (a), 9 і (а )/ у і ( а ) +
072 а7з

+ 92(а )/ 72 (а ) +  /-уз (а ) =  0

—п '22 +  атщ =  0 на

и2,ві (О ) и 2 ,В2 (О )

Е  І В (О ) =  0,

П \ V (П ),

_  и 2 ,В3 (О ) ,

ж? а ) =
(29)

— і)!;1 (а ) — ь ” (а ). ш Є Е (П ).

(^£Е(0)
(ІЗ

 ̂ І  ^  "7 у

Ум ову існування розв ’язку цієї задачі мо­
жна записати у  вигляді

„ , . dvl , . , , . dvl , . А і  , .
в і (а )  —  (а ) +  в2(а ) —  (а ) +  7—  (а ) _  Ні,

«7 і й72 «7з

де Ні _  —(С а (аз))_ і А /п и 7  ^П —в і ( а ^ "  (а ) —
Нехай А та у власне значення та нормована 92У |2 (а ) — УІІг (а ) . Отже, функція ь 1 є розв ’яз- 
в ^ 2 (Г )  власна функція оператора Н (а ,т ).  ком зад ачі
Сталі в зображені функції и знайдемо за 
формулами (24).

3. А с и м п т о т и к а  сп ек тр а  з б у р е н о го  
оп ер атор а : п оп рав ки . Д ал і ми доводити­
мемо близькість енергетичних рівнів збуре­
ного та граничного гамільтоніанів Нє(а ,т )  
та Н (а, т). Д ля  цього потрібно знайти де-

' —ь'{ +  q (x )v 1 =  Аь1 +  А1ь на Г  \ {а } ,  

ь і Є ^ ( Г )  ь і>71 (а ) — 9 і (а )ь і ,1 3 (а ) =

=  g l , ь 1 ,у2 (а ) — 92(а )ь 1,73 (а ) =  92,

9 і(а ) (а ) +  92(а )  %  (а ) +  ^  (а ) =  В .

Перший коректор А1 асимптотики власно-

кілька наступних коефіцієнтів рядів (2 )- (4 ). го значення знайдемо з умови існування

Асимптотика буде побудована за припуще­
нням, що А -  просте власне значення опе­
ратора Н (а, т). Асимптотика при кратному 
власному значенні є досить громіздкою, то-

розв ’язку цієї задачі. Згідно з альтернати­
вою Ф редгольм а матимемо

Аі =  НіЬГ 3 (а ) — 91 —  (а ) — 92 —  (а )
О^і ‘ 0^2

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 3. 67



Розв ’язок у 1 підпорядковуємо умові
/г уу 1 1Г =  0. З останньої з умов (14) 

матимемо С1 =  (С а (аз))- ^ У 1,7з(а ) -  (а ) -

и ї (а з ) ) . Легко переконатися, що решта умов 
(14) теж виконуються.

Нехай и2 -  довільний частковий розв 'я­
зок задачі (29). Підставивши числа А та А1 і 
функції у і  та иі в (28), отримаємо наближе­
ння власного значення й власної функції у 
випадку простого резонансу. Такі ж  набли­
ження можна отримати й у  випадках відсу­
тності резонансу та кратного резонансу.

4. О б ґр у н т у в а н н я  а си м п тоти к .
4.1. Т е о р е м а  п р о  зб іж н іс т ь . Через 

І  позначатимемо довільну нескінченну під- 
множину інтервалу (0, 1) з точкою скупчен­
ня в нулі.
Т е о р е м а  4.1. Нехай Аек -  власне значен­
ня оператора Не( а , г ) ; обмежене знизу при 
є ^  0 , а ук -  відповідна нормована в
^ 2 (Г )  власна функція. Тоді послідовність 
Аек має скінченну границю А при є ^  0, 
яка є точкою спектра оператора Н (а, г ) . 
Якщ о деяка підпослідовність власних фун­
кцій {ук }еє і  зб ігається слабко в ^ 2(Г ) до 
у , то ця підпослідовність збігається до у 
в ^ 2 (Г ),  і у є власною функцією Н (а ,г ) ,  що 
відповідає А. Якщ о А -  просте власне значе­
ння оператора Н (а , г ) ,  то до нього, крім Аек, 
не збігаються інші власні значення опера­
тора Н е(а , г ) ,  а послідовність ук збігається  
в ^ ( Г )  до власної функції, що відповідає А.

Спершу сформулюємо допоміжні твер­
дження, які є очевидними узагальненнями 
лем  6.1-6.4 роботи [5] на випадок геометри­
чного графа. Надалі власне значення Ак та 
власну функцію ук позначатимемо через Ае 
та уе відповідно. Нехай Пр -  зірковий під- 
граф Г е, вирізаний сферою радіуса р і цен­
тром у  вершині а .
Л е м а  4.1. Якщ о Ае ^  А та уе ^  у слабко 
в ^ 2(Г ) при І З  є ^  0, то для кож ного  
додатного р послідовність уе збігається до 
у слабко в #22(Г \ П р) та сильно в С  1(Г \ П р). 
Функція у є р о з в ’язком рівняння

—у "  +  ду =  Ау , х  Є Г  \ {а } .  (30)

К р ім  того, уе(ає1 ) ^  у1 (а ) та ^ ( а є7 ) ^

^  (а ) при І З  є ^  0 для вс іх  7 Є Е (Г ) .

Д ля  вивчення поведінки власних фун­
кцій уе в околі вершини а графа Г  введемо 
на П функції д, к такі, що

- д »  +  а г » (Ь )д »  =  0, Ь Є з

д (а, ) =  1  £  (а , ) =  0,

- к »  +  а г » ( Ь )к »  =  0, Ь Є з  

Н а , )  =  0, £  (а, ) =  £  (а )

для  довільного з  Є Е (П ) і відповідного йому

7 є  Е  (Г ).

Л е м а  4.2. Нехай виконуються умо­
ви попередньої леми. Тоді послідовність 
Цє-1 уеГІ(а +  єЬ) -  є -1 уе(ае1  )д » (Ь )  -  к » (і)||с 1(») 
збігається до нуля, а послідовність вла­
сних функцій уе збігається до у сильно в 
^ 2(Г ) при І З  є ^  0 .

Доведення теореми 4.1. З обмежених послі­
довностей Ае та уе виберемо збіж ну та слаб­
ко збіж ну підпослідовності Ае та у е , позна­
чивши підмножину індексів через І .  Тоб­
то Ае ^  А та уе ^  у слабко в ^ 2 (Г )  при 
І З  є ^  0. З лем 4.1 та 4.2 випливає, що гра­
нична функція у є нетривіальним розв ’яз­
ком рівняння

—у "  +  ду =  Ау , х  Є Г  \ { а }

і має одиничну норму в ^ 2 (Г ) .  Покажемо, 
що у задовольняє відповідні умови спряже­
ння у  вершині а. З леми 4.2 отримуємо, що 
для  довільного 7 Є Е (Г )

уе(а ) -  уе(ак) д» ( 0 )  =  о (1 )  (33)

є ^ ( а )  -  у е Щ ) і з ( 0 )  =  о (1 ) (34)

при є ^  0. З рівностей (33) та леми 4.1 одер­
жимо, що уе(а) прямує до у1 ( а ) д » ( 0 ) при 
є ^  0. Звідси випливає, що вираз у1 (а )д »  (0 )  
не залеж ить від вибору 7 . Отже, функція и, 
яка на ребрах графа П визначена за пра­
вилом и »  (Ь) =  у1 (а )д »  (Ь), є неперервною у 
вершині 0 . Просумуємо рівності (34) по всіх

(31)

(32)
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7 Є Е (Г ):

є Е  ' ї ї  М +  Е  у є а ) Ъ  ( ° >
а9

7ЄЕ(Г) шЄ Е( П )

=  Е  у є а ) їШ (О ) =  « а )  (35)
в£Е(П)

при є ^  0. Т у т  враховано, що функція ує 
задовольняє умову К іргоф а у  вершині а: 

Е 7ЄЕ(Г) ^  (а ) _  0. П ісля  переходу в (35) до 
границі одержимо

Е  £  (О ) =  0.
в£Е(П)

(36)

—г !!е +  атдє =  /є на П \ V (П ),

^  (а „ ) =  *  (а!,).

є,Ві (О ) в.

Е  І 7  (О )
в ЄЕ ( П)

є,В2 (О ) 

0 .

ш Є Е (П ),

= дє,Ш3 (О ) ,
(37)

Е
в£Е(П)

7 / \ 0ує ( „є\ 
Са(аш) а^є (а7) /є Са 0П,

а також, коли а  -  двократне

0ує , є
У  р а (ав ) - Е є Ц ) =  Ґєра 0П ,

Тує

'у є
' 0 ує

У  фа(ав) 0“ !  (а^) =  І  /єфа 0П. 
в£Е(П)

Спрямувавши є до нуля в цих рівностях, 
отримаємо умови спряження (22) або (26) 
д ля  простого чи двократного власного зна­
чення відповідно.

Тепер нехай v1  (а ) _  0 д ля  всіх 7 Є Е (Г ). 
Тоді, якщо а Є Е, то граничний оператор 
є прямою сумою операторів з умовою Дірі- 
хле  у  вершині а. Якщ о а Є Е, то умови (20) 
або (25) вже виконуються. Я к  було показа­
но, гє є розв ’язком задачі (37), отже, v за­
довольняє й наступні умови спряження (22) 
або (26).

Функція Ак неперервна стосовно параме­
тра є Є (0 ,1 ). Якщ о власне значення не має 
границі, то справедлива нерівність

Якщ о vY (а ) _  0 хоча б для  одного 7 Є 
Е  (Г ),  то функція и є власною функцією за­
дачі (16), а стала зв ’язку а  належ ить до ре­
зонансної множини. Зокрема, и _  к (а , коли 
а  належить до Е і , і и _  к і р а +  к 2 фа , якщо 
а Є Е 2. За побудовою и (аш) _  vY(а ), звід­
си, як наслідок, отримуємо умови спряжен­
ня (20) або (25), коли а Є Е і або а Є Е 2 
відповідно. Розглянемо на графі П функцію 
г є ( і )  _  є - і (ує(а +  є і )  — и ( і ) ) ,  яка є розв ’язком 
неоднорідної задачі

VI Ііш є_ 0Ак <  ІіШє^оАк =  У2 .

де /є(і) _  є (А є — д(а  +  є і ) )у є (а  +  є і ) .  Л е г ­
ко переконатися, що справедлива оцінка: 

||/є|Е2(п) 7  сєі/2. Запишемо умови існува­
ння розв’язку задачі (37), коли а  є простим 
власним значенням задачі (16),

Функція Ак обмежена, тому числа у1 та у2 

скінченні. Тоді д ля  кожного А Є ф1, и2 ] існує 
збіжна до нього послідовність власних зна­
чень Ак. З доведеного вище випливає, що А 
буде власним значенням оператора Н (а, т). 
З огляду на довільність А , весь відрізок 
[^і, ^2] міститься в а (Н (а ,т ) ) ,  що можливо 
л ише при VI =  У2 .

Припустимо, що Ак+1 теж прямує до А. 
Тоді існують дві послідовності {ук }єет та 
{ук+1} єе і  власних функцій, кожна з яких 
в ^ ( Г )  збігається до однієї з функцій ± ь .  
А ле  це неможливо, бо елементи цих послі­
довностей при кожному є Є I  ортогональні 

в & 2 (Г ). □
4.2. А п р о к с и м а ц ій н а  теор ем а . Дове­

демо, що кожна точка спектра Н (а , т) є гра­
ничною точкою власних значень операторів 
Н є (а ,т ).

Нехай В -  самоспряжений оператор у 
гільбертовому просторі Н  з областю визна­
чення ^ (В ) .  Пару (р ,и ) Є М. х ^ (В ) ,  де 
\\и\\н =  1, називатимемо квазімодою  опе­
ратора В із нев’язкою р >  0, якщо 11 Ви — 
ри\\н <  р.
Л е м а  4.3. Нехай спектр оператора В є дис­
кретним. Якщ о (р ,и )  -  квазімода опера­
тора В із н ев ’язкою р >  0, то інтервал 
[р — р, р  +  р] м іст ит ь власне значення А 
оператора В. К р ім  того, якщо в інтервалі 
[р — т, р  +  т] немає інш их власних значень
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оператора Б ; окрім X, то

Ци -  уЦн  <  2т 1 р,

де у -  нормований власний вектор, що від­
повідає А [21, 22].

Побудуємо квазімоди операторів Н е(а, г ). 
Нехай А -  просте власне значення оператора 
Н (а , г ) з власною функцією у, ||у|| =  1. Нага­
даємо, що || • || -  норма в ^ ( Г ) .  Д ля  кожного 
А та у ми отримали формальні асимптотики 
Л е, Уе. При обґрунтуванні ми не розрізняти­
мемо різні випадки асимптотик. За побудо­
вою

- У е  +  (д (х ) -  Л е )у е =

=  е2 К 1 ( є , х ) ,  х  Є Г  \ Пе,

- У У  +  (д (х ) +  а г ( -— ) -  Ле)Уе =

=  є Я 2 (є, х ) ,  х  Є Пе, (38)

dY£
d-y

=  £2 г [ ( є ) ,  

=  є2г^ (є), 7 Є E (Г ),

де всі залишки К , т[ рівномірно обмежені 
за своїми аргументами. Т у т  [/ ]Х=Х0 -  стри­
бок функції / в точці х  =  х 0 .

Функція Ує не належить до іР (И є(а ,т ) ) ,  
бо має розриви в точках х  =  а [ . Побудуємо 
функцію-коректор ( є з такими властивостя­
ми:

о ( є -  гладка поза точками х  =  а [  та від­
мінна від нуля л ише при х  Є П і \ Пє;

о x=aY =  r 1 (є ) ,
- Y (є ) ,  7  Є E (Г );

x=al

=  гП

з власною функцією у , де ||у|| =  1. Тоді 
існує просте власне значення Ае оператора 
Не(а , г )  з нормованою власною функцією уе, 
для яких

IАе -  А\ <  с 1 є,

Ь е  -  у|| <  с2̂

де сталі с1, с2 не залежать від є. 
Доведення. Нехай (Л е, ^ е) -  квазімода опе­
ратора Не(а , г ), побудована для  А і у. Згідно 
з лемою 4.3 існує таке Ае, що

\ Ае -  Л е\ <  сє,

звідси випливає

|Ае -  А| <  с1є.

За теоремою 4.1 до А збігається лише власне 
значення Ае. Якщ о т менше, ніж  відстань 
від А до решти спектра оператора Н (а, г ), то 
відрізок [А -  т, А +  т] при достатньо малих є 
містить лише одне власне значення Ае. Тоді 
за лемою  4.3

о існує така незалежна від є стала с,

що ^ 7ЄЕ(Г) т а х жЄ(Пі\П£)П7 (|Сє,71 +  І 1 +

0 <  с.

Функція Ує +  е2ф неперервно диференці- 
йовна в точках х  =
Р (И є(а ,т ) ) .  Нехай У

ае і належить до 

ІІУе +  є2Се|- 1(Уе +  
є2ф ). Якщ о у  формулах (38) замінити Уе 
на У е, то порядок малості залишків у  пра­
вих частинах не зміниться, бо ||Уе|| ^  1 при 
є ^  0. Звідси випливає, що пара (Л е, У е) є 
квазімодою оператора Н е(а, г ) з нев'язкою 
порядку є .
Т е о р е м а  4.2. Нехай ( а , г )  Є Е  х  Я  і А -
просте власне значення оператора Н (а , г )

\\Ує - У є \ \ <  2т СіЄ,

звідки отримуємо

\\Ує -  v\| <  С2Є.

Т у т  ує, v -  нормовані власні функції опе­
раторів Н є(а , г )  та H (a , r ) ,  що відповідають 
власним значенням Хє та X відповідно. Тео­
рема доведена. □
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