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П Р О  О Д Н У  Х А Р А К Т Е Р И С Т И Ч Н У  В Л А С Т И В Г С Т Ь  О П Е Р А Т О Р Ш  
К О М П О З И Ц Х Ї

В класі лінійних неперервних операторів, що діють у  просторах аналітичних функцій, 
досліджено розв ’язки операторного аналога мультиплікативного рівняння Кош і та його

узагальнення.

Solutions of the operator analogue mulriphcarive Cauchy equarion іп a class of conrinuous 
Ііпеаг operators which acts іп spaces of analyrical functions are described.

Нехай О  -  довільна область комплексної 
площини. Через Н ( О )  позначатимемо про
стір усіх аналітичних в області О  функцій, 
що наділений топологією компактної збі
жності, а через С ( Н ( О ) )  -  множину всіх л і
нійних неперервних операторів на просторі 
Н ( О ) .

В цій статті розв ’язана задача про опис 
всіх лінійних неперервних операторів Т  на 
просторі Н ( О ) ,  які задовольняють співвід
ношення

( Т  ( І д ) ) ( г )  =  ( Т !  ) ( г ) ( Т д ) ( г )  (1)

д ля  довільних функцій f  ( г )  та д ( г )  з про
стору Н ( О )  при г  Є О. Д ля  розв ’язування 
цієї задачі ми використаємо інтегральне зо
браження Кете операторів з класу С ( Н ( О ) )

[1].
Нехай О  -  довільна область комплексної 

площини, а ( О п)Ю==1 -  послідовність скінчен- 
нозв’язних областей, яка апроксимує О, тоб-

СЮ _____
то О  = 1 ^ 1  О п, Оп+1 С Оп, і області О п

п=1
є однозв’язними, п =  1 , 2 , . . . ,  причому при 
п <  т  порядок зв ’язності області О п не пе
ревищує порядку зв ’язності області О т. Ч е 
рез В п позначимо банахів простір, що скла
дається з функцій f  ( г ) ,  які неперервні на 
О п і є аналітичними в О п з нормою \\f || =  
тах\,і (г)\, п =  1 , 2 , . . .  .

Оскільки нульовий оператор Т  задоволь

няє рівність ( 1), то надалі шукатимемо нену- 
льові оператори Т  з класу С ( Н ( О ) )  д ля  яких 
виконується рівність(1). Припустимо, що не- 
нульовий оператор Т  з класу С ( Н ( О ) )  задо
вольняє співвідношення (1). Нехай Ь (А , г )  -  
характеристична за Кете функція операто
ра Т  [1]. В ізьмемо довільне натуральне п і 
нехай число N (п )  знайдене за означенням 
локально аналітичної функції Ь (А , г ). Тоді 
ця функція є аналітичною при А Є С О у (п) 
та г  Є О п. Я к  показано в [1], оператор Т  
однозначно продовжується до лінійного не
перервного оператора, який діє з В у (п) в В п. 
Д ля  продовженого оператора зберігатиме
мо попереднє позначення. Покладаючи в (1)

f  ( г )  =  та д ( г )  =  , де А ,Ц Є С°м (пЦ
причому А =  ц, одержимо, що при г  Є О п 
виконується рівність:

- Ч  ( і ( А ’ г )  — і ( Ц’ г ) )  =  і ( А ’ г ) і ( Ц’ г ) ■ (2) ц  — А

Візьмемо довільне Ц0 Є СО у (п), тоді з (2) 

випливає, що при А Є СО у (п) та г  Є О п ви
конується співвідношення

г (А , г ) ( 1  +  (А — цо )ф п(г ) )  =  Р п ( г ) ,  (3)

де р п( г )  =  Ь(ц0, г ) ,  причому р п ( г ) є аналі
тичною в О п. Оскільки оператор Т  нену- 
льовий, то р п( г )  ф 0 в О п. Покажемо, що 
Р п ( г )  =  0 при г  Є Оп.

Припустимо, що існує точка г 0 Є О п, для  
якої р п ( г 0) =  0. Розглянемо довільну по-
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слідовність точок (zk)k==i з області G n, яка 
збігається до z0, причому <pn(zk) =  0 при

Г, k =
1

¥>n(zk)]
ж ,  то існує чи-

k =  1, 2 , . . . .  Позначимо Ап 

1, 2, . . . .  Оскільки lim  Ак
к^ж

сло K  Є N  таке, що \к Є CGn (n) при k >  K . 
Покладаючи в рівності (3) А =  Ак та z =  Zk, 
де k >  K , одержимо, що p n (zk) =  0, k >  K . 
Тоді, за теоремою єдиності д ля  аналітичних 
функцій, <̂ n(z ) =  0 в G n , що неможливо. Та
ким чином, <ßn (z ) =  0 в G. Тоді з (3) випли
ває, що 1 +  (А -  ß o )^ n (z ) =  0 при А Є CGn (n)

ТодіVn (z)

Фп (G n ) С G N(n)

і з  (3) випливає, що

1

t ( A , z ) =
А -  Фп ^ )

(4)

(5)

t (A , z )
А -  фт (z)

(6)

Відновлюючи за характеристичною фун
кцією і  (А, г )  дію оператора Т , одержимо, що 
для  довільної функції f  (г )  з простору Н (О ) 
при г  Є О  є правильною рівність

( T f  ) ( z  ) =  f  ( t ( z ) ) . (7)

і z Є G n. Позначимо t n ( z ) =  p 0 — 

t n (z )  є аналітичною в G n і t n (z )  =  А при 
z Є G n і А Є CGn (n). Тому

при А Є СО ^ (п) і г  Є О п.
Покажемо, що функція фп( г ) аналітично 

продовжується з області О п на область О. 
Нехай т  Є N  причому т  >  п. Тоді, за до
веденим вище,

1

Таким чином, ми довели необхідність умов 
наступного твердження.

Т е о р е м а  1. Нехай О  -  довільна область 
комплексної  площини. Д л я  того, щоб не- 
нульовий оператор Т  належав до класу 
С ( Н ( О ) )  і задовольняв співвідношення  ( 1) 
необхідно і достатньо, щоб він зображав
ся у вигляді  (7 ), де ф ( г )  -  деяка функція з 
простору Н ( О ) ,  для я к о їф (О )  С О.

Достатність умов теореми встановлює
ться безпосередньою перевіркою.

З теореми 1 випливає, що множина не- 
нульових операторів Т , які задовольняють 
співвідношення ( 1) збігається з множиною 
операторів композиції, які лінійно та непе
рервно діють у  просторі Н ( О ) .  Комутаційні 
властивості операторів композиції в просто
рах Н (О ) досліджені в [2]-[3].

Опишемо далі всі оператори Т  з класу 
Сф К (О ) ) ,  які задовольняють співвідношен
ня

при А Є СОм(т ) і г  Є О т. О скіль
ки функція ї ( А , г ), яка визначається 
формулами (5) та (6), набуває одна
кові значення на перетині множин

( ( СОМ(п)) х О п) П  ( ( СО М (т)) X О т  =

( СОМ(т)) х  Оп [1], то \-Щ(г)  =  \-і,т(г) при 

А Є СО ^ (т) і г  Є О п. Тому ^п (г )  =  ^ т ( г )
при г  Є О п і функція <рп( г )  цією формулою 
аналітично продовжується на область О т. 
Оскільки послідовність областей (О т )^ =1 
апроксимує область О, то звідси випливає, 
що функція фп ( г )  аналітично продовжує
ться до функції ф (г ), яка є аналітичною в 
області О .

Покажемо, що ф ( О ) С О . Візьмемо до
вільну точку г 0 Є О  і виберемо натуральне 
п  таким, щоб г 0 Є О п. Тоді, використовую
чи (4), матимемо ф (г0) =  фп(г0) Є фп( О п) С 
О ^ (п) С О.  Таким чином, ф (О ) С О.

T І Ш  ( z ) ^ ( T f k ) ( z )  (8)
4k=1 к=1

для  довільних функцій fk (г ) ,  к =  1,п, з 
простору Н (О ).  Нехай ненульовий оператор 
Т  Є С ф К (О ) )  задовольняє співвідношення
(8). Покладаючи у  (8) f k( г ) =  1, к =  3,п, 
одержимо, що

(Т  ( Ш ) ( г )  =  Н  ( г  ) ( T f l ) ( г  ) ( Т ^  ) ( г ) ,  (9)

де H  ( z ) =  ( h ( z )) n—2 h ( z ) =  T1,
f 1 , f 2 Є Н (О ).  Розглянемо оператор Т 1 Є 
Сф К (О ) ) ,  який визначається формулою: 
( T 1 f  ) ( г )  =  Н ( z ) ( T f  ) ( г ). З (9) випливає, що 

( Т і 0 і І 2) ) ( г )  =  ( Т Д і ) ( г ) ( Т і Д ) ( г )  для  до
вільних функцій f 1 та f 2 з простору Н (О ).  
Тоді за теоремою 1 існує аналітична в обла
сті О  функція ф (г ), д ля  якої виконується 
умова ф (О ) С О  і ( T l f ) ( г )  =  f (ф (г )).  То

д і Н ( г ) ( Т Л ( г )  =  (ф ( г ) )  д ля  Є Н (О ) .
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З цієї рівності д ля  f  (z )  =  1 одержуємо, що 
H ( z )  =  0 при z Є G. Тому, оператор T  зобра
жається у  вигляді ( T f  ) ( z ) =  0 ( z ) f  ( ф Д ) ) ,  де 
0 ( z )  =  Hz)  • Тоді з рівності (8) одержимо, 
що

n

( ( 0 ( z ) ) n -  0 р ) ) П  f k ( Ф ( * ) )  =  0 ( 10)
k=1

для  f k Є H ( G ) ,  k =  1,n. Покладаючи в (10) 
f k(z )  =  1 , одержимо, що ( 0 ( z ) ) n — 0 ( z ) =  0 , 
тобто

n— l

Є ( г Щ ( Є (.1 — Щ  = 0 , ( 11)
k=1

при z Є G, де Ш =  exp ( n ~ l )  • Оскільки 
T  =  0, то 0 ( z ) ф 0. Тоді з (11) за теоремою 
єдиності д ля  аналітичних функцій одержує
мо, що існує k =  1 , n  — 1 , таке, що 0 (z ) =  и к 
при z Є G. Таким чином,

( T f ) ( z ) = e x p ( Д Д )  f  W z ) ) -  (12)

де k -  деяке натуральне число, k =  1 , n  — 1 . 
Таким чином ми довели наступну теорему.

Т е о р е м а  2. Нехай G  -  довільна область 
комплексної  площини. Д л я  того, щоб не- 
нульовий оператор T  належав до класу 
L ( H ( G ) )  і задовольняв співвідношення  (8) 
необхідно і достатньо, щоб він зображав
ся у вигляді ( 1 2 ) , де ф Д )  -  деяка функція з 
простору H ( G ) ,  для яко ї  ф (G ) С G, а k -  
деяке натуральне число, k =  1 , n  — 1 .

С П И С О К  Л ІТ Е Р А Т У Р И

1. Köthe G. Dualität in der Funktionentheorie // 
J. reine und angew. Math. -  1953. -  191. -  S.30 -  49.

2. Лінчук Ю.С. Комутант одного класу операто- 
piB к о м п о з и ц і ї  в просторах аналітичних Ф у н к ц і й  // 
Д о п о в і д і  НАН України. -  2005. -  № 11.- С.14-17.

3. Linchuk Yu. S. Representation of commutants 
for composition operators induced by a hyperbolic li
near fractional automorphisms of the unit disk // 
Methods of Funct. Anal. and Top. -  2008. -  Vol.14, 
№4. -  P.361-371.

60 Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 3.


