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Б А Г А Т О Т О Ч К О В А  З А Д А Ч А  Д Л Я  О Д Н О Г О  К Л А С У  Е В О Л Ю Ц Ш Н И Х  
П С Е В Д О Д И Ф Е Р Е Н Щ А Л Ь Н И Х  Р Ш Н Я Н Ь  П А Р А Б О Л Ш Н О Г О  Т И П У

У класі узагальнених функцій типу розподілів встановлено коректну розв’язність m- 
точкової за t задачі для еволюційних рівнянь параболічного типу з псевдо-Бесселевими опе­
раторами нескінченного порядку.

In the class of generahzed functions of the type of distributions the correct solvability of 
m-point for t problem for evolution equations of parabolic type with pseudo-Bessel operator of 
infinite order was established.

При побудові загальної теорії крайових 
задач, описуванні всіх коректних задач для  
конкретного оператора виникає необхідність 
дослідження нелокальних багатоточкових 
задач для  диференціально-операторних рів­
нянь та рівнянь з частинними похідними; 
такими задачами моделюються також різ­
ні задачі практики (наприклад, задачі, що 
виникають при дослідженні коливань різ­
них систем, при поширенні електромагні­
тних хвиль, у  демографічних дослідженнях, 
математичній біології тощо). Нелокальні за­
дачі д ля  диференціально-операторних рів­
нянь у  різних аспектах вивчали О.О. Де- 
зін, В .К . Романко, С.Г. Крейн, Г.І. Лаптєв, 
В.М . Борок, М .І. Ю рчук та ін., виділяючи 
в основному випадки коректно поставлених 
задач. Нелокальні багатоточкові задачі д ля  
рівнянь з псевдодиференціальними операто­
рами та багатоточкові сингулярні параболі­
чні задачі вивчалися в [1-3].

У  праці [4] досліджено властивості опера­
тора А  =  Е —1 [аРв „ ], де , F - 1  -  пряме та 
обернене перетворення Бесселя, а -  однорі­
дний, негладкий у  точці 0 символ (А  в [4] на­
звано псевдо-Бесселевим оператором), вста­
новлено коректну розв ’язність задачі Кош і 
для  еволюційного рівняння ди/дЬ +  А и  =  0 з 
початковою функцією, яка є елементом про­
стору узагальних функцій типу розподілів 
Соболєва-Ш варца. В [5] аналогічні резуль­
тати отримані у  випадку задачі Кош і для

еволюційного рівняння

д и  +  / ( Л ) и  =  0. /  (А )  =  у  Ск А к, (1)
к=1

де / (х ) =  Е Скхк -  функція, що задоволь-
к=1

няє певні умови.
В.В. Городецьким та В.І. Мироником в 

[6 , 7] обґрунтовано зображення оператора 

/ (А )  у  вигляді [/ (а )У в „ ], досліджено
структуру та властивості фундаментально­
го розв ’язку двоточкової задачі д ля  рівнян­
ня ( 1), доведено коректну розв ’язність зада­
чі у  випадку, коли гранична функція є уза­
гальненою функцією скінченного порядку. 
У  цій роботі аналогічні результати встанов­
люються у  випадку т -точково ї за ї  задачі 
(т  >  2) д ля  рівняння (1). Зазначимо, що 
методика дослідження такої задачі відрізня­
ється від методики дослідження двоточкової 
задачі д ля  ( 1), яка відповідає значенню па­
раметра т  =  1.

1. П о п е р е д н і в і д о м о с т і  та п о зн а ч ен ­
ня. Нехай у  -  фіксоване число з множини 
(1, + ©  \ {2 , 3, 4 , . . .  } ,  V -  фіксоване число 
з множини {3/2, 5/2, 7/2,. . .  } ,  р0 :=  2v +  1, 
7о :=  1 +  [д] +  ро, М (х ) :=  1 +  |х|, х  Є Е,

Ф =  { V Є € “ (И ) : | 7 ф ) \  <

<  Ск(1 +  к Є 2 + } ,
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Ф =  lim  рг Фр, де Фр, p Є Z+ , -  банахів про- ф. ^ Ф .
p^-ж ф Є Ф.

стір відносно норми 4) ^ D ^ F ß  [v] Є L 1 (R ) ,  s Є Z+ , д ля  довільної

\їо+к-е0\тл k , м і  ф ункд ії V Є Ф; 5) якщо \£\> 1, то 
p sup < у  M ( x ) 10+k ео\Dkv(x)\ > ,

жєк [  k=0 j  V {m ,  s }  С Z+ , m  >  s, 3cm >  0 3cs >  0 :

p  Є Ф,р  Є Z+ , SUp \̂ mD I F B [p](£)\ <  cmcs, p  Є Ф,

де 0 <  є0 <  1 -  фіксований параметр. Ї-ІЇІ-1
„  ° де cm <  c0B mm m (сталі c0, B  залеж ать ли-
СИМВОЛОМ ф ПОЗНаЧИМО СУКУПНІСТЬ УСІХ , ... ^  г тч гЛ

. . В  - ■ ше від функції F B Ipl); 6 ) перетворення Бес-
парних функцій з простору Ф з відповід- .

. тт . селя взаємно однозначно і неперервно від-
ною топологією. Цей простір називатимемо ° ° 1
основним, а Його елементи -  основними фун- ображає ф на Ф, при цьому F b  визначає-
кціями. ться формулою

° СЮ
У  просторі ф визначена операція узагаль- г

неного зсуву аргументу Т ^ , яка відповідає F B 1[̂ ] ( ^ ) =  cv Ш ) в  ( x C) C2u+ 1dC,
оператору Бесселя B v =  d2/dx2 +  (2v +  0
+  1)x - 1d/dx, v >  —1/2: 0

° ' - 2итл2 /,. , INN-1ф Є Ф , с и =  (22vr 2(v  +  1))

T  f v ( x )  =  bv p {\ Jx 2 +  £ 2 -  2x£ cos и ) x У  просторі Ф вводиться структура
0 зліченно-нормованого простору за допомо­

гою системи норм [8]

x sin2v udu, V Є Ф, , p .

де bv =  r ( v  +  1 )/ (r (1 / 2 )r (v  + 1 / 2 )).  Ц я опе- M p  :=  {  1 3 0 \D ? ф« ) \ } ■
рація є нескінченно диференційовною у про-

О О О
сторі Ф [8]. На функціях з простору Ф визна- ф Є Ф ,р  Є Z+.
чене перетворення Бесселя , ° . . .

Символом (Ф ) позначимо простір усіх л і­
нійних неперервних функціоналів, заданих

v ( x ) j v (x £)x  + d x , на Ф , зі слабкою збіжністю. Елементи з
О

0 (Ф )  називатимемо узагальненими функція-
О

V є  Ф ми. Оскільки в просторі Ф визначена опера­
ція узагальненого зсуву аргументу, то згор- 

де j v -  нормована функція Бесселя. При .. .. ◦
^ г і г тку узагальненої функції f Є (Ф ) з основ-цьому, F ß [vl -  парна, обмежена, неперервна ^ J у J у ’

ною функцією задамо формулою 
на R  функція. Наведемо ще деякі властиво- J J

сті функції F ß [v], встановлені в праці [8]: 1) ( f  * v ) ( x )  =  ( f f , T f v ( x ) )  =  ( f f  , Т ^ ( С ) ) ,
О

якЩо V Є ф, то F ß [V] -  нескінченно дифе- при цьому f  * V є нескінченно диференційов-
ренційовна на R  \ {0 }  функція ; 2) у  функцн ною на R  функцією, бо операція узагальне-

D f F ß [v ] (C) , С =  0, k Є N , існують скінченні ного зсуву аргументу нескінченно диферен-
односторонні границі lim  D k F ß Ы (£ ),  фун- -О^  ^ f ^ ± 0 f ß Lrnsi) я-j ційовна в просторі Ф.

кції D2kF ß [v ](C ), С =  0, k Є N, у  точці С =  0 Нагадаємо, що F -  [v ] Є Ф , якщо V Є
мають усувний розрив; 3) функції з просто- ^ гОт

О О у F ß [Ф], отже, перетворення Бесселя узагаль-
ру Ф :=  F ß [Ф] задовольняють умову , ... е ,О\і

ß  1 ^  J J неної функції f  Є (Ф )' визначимо так:

Vs Є Z +  3cs >  0 : sup \CsЩ ф(0 \ <  cs, , rfl х / f р - ir  1\ w с  ◦
f€R\{0  ̂ ( F ß [ f ] , V ) =  ( f , F ß [V]), VV Є Ф.
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Із властивостей лінійності та неперервно- зображає деяку основну функцію з просто­

сті функціоналу / та перетворення Бесселя ру ф. Слідую чи [6], припустимо, що функція 
(прямого та оберненого) випливає лінійність / допускає аналітичне продовження у  всю 
і неперервність функціоналу Р в  [/ ], визначе- комплексну площину і задовольняє умови: 

ного на просторі основних функцій Р в [Ф]. а) З@0 >  0 Ух Є Е: / (х ) >  во|х|;

я к щ о / є  (ф) у / * р  є  ф , у р  є  ф, та із Є ?  + . +  >)Рк0 ЗЬк< > [ 0 Ух- Є  Е+
співвідношення р 3 ^  0 при 3 за топо- ІП* /(х)| <  ^ (1 +  ІХ)Рк, Ро <  [7 ] • 7 ^  +

о +3/2 +  [7 ] ) - 1 (р0 -  стала з умови б ));
логією  простору Ф випливає співвідношення в) >  0 з с  ̂ >  0 у х =  х  +  іу Є С  \/(z)| <  
/ * р 3 ^  0 при і  ^  ж  за топологією  просто- Сд і  +  \х \)ро ехр { є |у|1/[<51} _

ру ф, то функціонал / називається згорту- (5 -  стала з умови 3), [4] -  ц іла частина числа

вачем у  просторі ф. Надалі клас усіх згорту- 5 ).
. о У  праці [6] встановлено, що при виконан-

вачів у  просторі ф позначатимемо символом . л\
о о ні вказаних умов оператор / (А ) визначений

(Ф *У . В [9] доведено, що якщо / Є (Ф*У, то коректно, є лінійним і неперервним у про-
о о

для  довільної функції р  Є Ф правильною є сторі Ф, при цьому / (А ) =  Р —1 [/ (а )Р в  ].
формула Р в  [/ * р] =  Р в  [/] • Р в  [р ], при цьому . "

о 2. О сн ов н і р е зу ль та ти . Д ля  еволюцій-
Р  в  [/] -  мультиплікатор у  просторі Р в  [Ф]. ного р івняння

Нехай а: Е  ^  [0, + ж )  -  неперервна, пар­

Е  фу нкц.я. однср ,дна порядку 7 , тобто ди  +  / (А )п  =  0, ( ( ,х ) Є (0 ,Т ] X Е +  =  П + ,
а (А х ) =  А7а (х ), А >  0, яка: д і
1) нескінченно диференційовна при х  =  0; (2)
2) ї ї  похідні задовольняють умову де / (А ) -  оператор, побудований у  п . 1, роз­

глянемо багатоточкову задачу
Ук Є N  Зск >  0 Ух Є Е  \ { 0 }  :

^ к а (х^  <  скх 7-к; Р и ( і > •)|*=0 -  У іи(У,

3) існують сталі с0, с0 >  0, 5 >  7  такі, що 

с С х 7 <  а (х )  <  с0(1 +  |х|й), х  Є Е
— Ути ( І, ^)/=т =  р . р  Є Ф) (3)

т  Є { 2 , 3, 4 , . . . }  -  фіксоване чис-
(прикладом такої функції може служити ло, { у , у 1 , . .. , у т}  С (0 , + ж ) ,  у >
функція а (х )  =  \х/'). (  т .

Виділимо тут клас нескінченно диферен- т а х  < у  ̂ук , Уо2т р  Уо =  т а х { р і , . . .  , Уm},

^  к к=1
ційовних функцій / (х ) =  у  скх  , х  Є Е , 0 <  ї 1 <  ■ ■ ■ < ї т =  Т . Класичний розв ’язок

к= 1 и Є С  1( (0 ,Т ], Ф) задачі (2), (3) шукаємо за
за допомогою яких можна будувати псевдо
Бесселеві оператори нескінченного порядку 
вигляду

/ (А )  : = £  СкАк,

допомогою перетворення Бесселя. Ввівши 
позначення

и ( і ,  х )  =  Р -  1 [ь(і , а ) ] (х ) ,  ( і , х )  Є (0, Т ] х Е  =  А,

к=1
1

та, здійснивши відповідні перетворення,
де А  =  Р в  [аРь] -  псевдо-Бесселевий опе- знайдемо, що розв ’язок задачі (2), (3) має 
ратор, побудований за функцією-символом вигляд : 
а. Вважатимемо, що оператор / (А )  визначе-

о ^
ний к°ректн ° в Прсcтс рi ф, якщо ддя Kс ж^ш и (і, х ) =  сф  у( і ,  і ( х с ) У * + і <1о,
основної функції р  Є Ф ряд

(/ (А ) р ) ( х ) : = £ ск (Акр ) (х )  ( і   ̂ ^
у { і , а )  =  р (а ) ехр { - і / (а (а ) ) } хк=1
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Х { р  Рк ехр { - і к/ ( а ( а ) ) } )  ,
к=1

р (а )  =  Р в  [р], ( і ©  Є А.

Нехай

Г ( і , І 1, . . . , і т; х )  =  Г ( і , х )  :=  Р - 1[^ ( і ,  а ) ] (х ) ,  

Q ( і ,a )  =  ехр { - і / ( а ( а ) ) } х

де 7 3 >  0 -  стала, не залежна від і ,  р 3 ( і )

Е
р=0
5,

і р, /30 >  0 -  стала, не залежна від і  та

т

Х { Р  Рк ехР { - і к / ( а ( а ) ) } )
к=1

1

Тоді

_  5а3 ■ в +  $7 , якщо |а| >  1,
5 7 , якщо |а| <  1, а =  0,

(5)
а 3 =  т а х {р 1, . . .  ,р3},  де р 1 , . . . , р 5 -  сталі  
з умови б), /30 >  0 -  стала з умови 3), яку 
задовольняє функція а.

Д о в е д е н н я . Введемо позначення:

Q l (t , a ) :=  е х р { - / ( а ( а ) ) }

и ( і , х )  =  ТХг ( і , х ) р Ш 2і' + 1̂  =  Q 2(©) =  ( у  - ^ 2  Рк е х р { - і к / ( а ( а ) }  .

=  Г ( і , х )  * р (х ),  ( і , х )  Є А.

Справді,

к=1

Тоді, врахувавши ф ормулу Лейбніца дифе­
ренціювання добутку двох функцій знайде­
мо, що

и ( і , х )  =  си Q ( і , а ) х Б ’ =  73 О .Б І С ) Л , а ) Б « - < ’Ь 2 (а ) .
р=0

У  праці [6] встановлено, що

X (  / р ( Є ) і Н ) ^ + Ч ) і ( х а У ^ + Ч а .  Б І Q l(t,a )|  <  с3і 3е-воі^  Н “ *- ’ ,

Д ал і скористаємося тим [8], що

>  (а х ) =  Т Х/и (х н ) . Тод і

в Є М, (і , а )  Є А, (6)

СЮ СЮ

и ( і , х )  =  j  ( + у  Q ( і , а ) T X і » ( х а ) а 2г' + 1 3а^ х  

0 0

де в 0 >  0, с5 >  0 -  сталі, не залежні від ї, 
визначається умовою (5). Д алі зазначи­

мо, що

т

Ф 2 (а )  =  - Ф ( а ) / , ( а ( а ) ) 2 2  РкРк Х
к=1

х р ( 0 £ + =  Т х г ( і , х )р (0 £ + =  х е х р { - і к/ ( а ( а ) ) }  =  - Q 2(а )D «  Я ( а )

=  Г ( і , х )  * р (х ),  ( і , х )  Є А,

що й потрібно було довести.
Л е м а  1. При фіксованому і  >  0 функція 

Q ( і , а )  нескінченно диференційовна за зм ін ­
ною а Є Е  \ {0 } ,  для ї ї  похідних справджу­
ються оцінки

де

К ( а )  :=  р - 2̂ Рк е х р {- ік / ( а (а ) ) } .
к=1

Б « <  7 , р , ( і ) < Г т Л 1 Н “ *- ’ ,

в Є М, а =  0, (4)

Отже, для  І >  1

Б Щ , ( а )  =  - Б «  « 2(а )Б «  В Д )

Q 2(а ) • Б «+ 1- 'Д (х ) .
і=0
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Д ля  обчислення і оцінки похідної
О .  Q2(а )  скористаємося формулою Фаа 
де Бруно диференціювання складеної 
функції

о. і  є  ш ) = е л т ім  *

то

т =1 Сдг'

Iх Vк ехР ( —Ч ФФ ( - ) ) }  >  Iх - ^  Хк■
к= 1 к=1

Отже,

X Е
т і + ••• +т̂ =т 

ті +2т 2 + • •• + іті=в

8.

т 1! . . .  т і !
х

|Я2+ ' (-)|

т  \ - (2+і)
-  ( х  -  /_^ х к)  =  ■

к=1

Ч и - ) )
1 (Я . . \ т 2 

д ( - )
1 С1 \ ті Урахувавш и останні нервності знаходи-

V. С— д( V  мо, що

(знак суми поширюється на всі розв язки 
в ц ілих невід’ємних числах рівняння 8 =  
ш 1 +  2ш 2 +  ■ ■ ■ +  Іш і , т  =  ш\ +  ■ ■ ■ +  т і ), 
де покладемо Є  =  д - 2 , д =  Я;  тоді

№  С 2М І  =

Е

Ё  3 3  д -2 х
3=1

СЯ3

х
Ш--++ =з

31+232+---+ +  =
31. . . .Зь

■X

1 СЯ \3V
і  з —  К ( - )V ! С - и К ’

Припустимо, що |а| >  1. Урахувавш и не­
рівності (6), а також умови, які задовольня­
ють функції / та а, знайдемо, що

А
С -

Я ( - )  < ^ 2  Хк
к=1

С Р- ік 3 (а(а))
с - е

С - ь Я ( - )  < ^ 2  Хк
к=1 С—

-е - ік ї  (а(а))

<  01,

<  ви

Отже, якщо | —| >  1, то

№  Q 2 ( - )| <  Ч, І - І >  1,0 <  і <  І.

М іркую чи аналогічно попередньому ді­
станемо, що

|№+1- і я (- )|  <  яі+ 1 - і ,  |-| >  1, о <  і <  і.

Тоді для  І >  1 правильною є оцінка

№ Q 2( - ) | <  6[, |-|> 1.

Таким чином, якщо |-| >  1, то справджу­
ється наступна нерівність:

| Д Т ^ 2( - ) | <  С Р, 0 <  р <  8.

Оскільки Q 1(t, - )  =  е х р (—їф ( а ( - ) ) } ,  то звід­
си та з (6) випливає, що д ля  |-| >  1

№ С З Х - Ц  <  £  € рЖ Q l ( t , a ) | ■ m - <‘Q 2(- )\ <
р=0

в

< ^ 2  С Ї С р ї в - Ґ -  • К - Р е-воАа[і =
р=0

в

=  ^ 2  • е- в 0ІІаІ1  <
р=0

3=1 |Я2+3 (-)| <  ъ Х в Ш - в *-5  • е- в 0ІІаЗ , (7)

1 де рв (ї) =  ^  ї р.
2+3 ‘ р=0

Якщ о |-| <  1, -  =  0, то із оцінок (6) ви­
пливає, що

ї =1 |(X -  Е  Хк ехР { - Ч / (а (а ) ) } )
1 4 к=1 7

Оскільки

е х р { - Ц / ( а ( а ) ) }  <  1, У а Є Е + , Ц  Є ( 0 , Т ]

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 3.

Т - В ( - ) )  n ■■■\v ! С -

1 СЯ  \3и
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<  cv|a|(Y 1)j1 |a|(Y 2)j2 . . .  |a|(Y v)jv =  де cs =  cs( t )  >  0. Звідси вже дістаємо, що

_  c \а \т (л + -+ 7 ) - ( j i + 2j 2+ "+ v jv) =  Q ( t ,  а ), як функція аргументу а, при кожно-
— cv |а| — О

Y j - i  ~ \Yf-i му t >  0 є елементом простору ф. Тоді фун-
=  Cv|а| <  Cv|а| кція r ( t , x )  =  F - 1[Q (t, а ) ] (х ) ,  як функція х,

( ' 0 , 0  
(при оцінці вказаного виразу враховані вла- є елементом простору ф =  F —: [ф] (при кож-
стивості функцій а (а ) та f ( а ) , а також не- ному t >  0). Крім  того, функція 
рівності e x p j—tfcf ( а ( а ) ) }  <  1, t k Є (0 ,Т ]).
Д алі, м іркуючи аналогічно тому, як це зро- г
блено у  випадку |а| >  1, знаходимо, що r ( t , x ) =  cv • Q ( t , a ) j v (а х )а  + da (10)

D Q 2(u )| <  ci • |a|Y - i, |а| <  1, а =  0. ° ф .
24/1 і і і і і є неперервною функцією параметра t Є

Крім  того, справджується також нерівність (0 , ^ ] . Справді, із властивостей функцій f ,
а та умов задачі (2), (3) випливає, що для

|D +1- iR (a)| <  ф+ !_ і • |a|Y-(l+ 1-i), t >  to >  0
m і

|а| <  1, а =  0  Ю ^ , а ) К  { у  — ^ 2  У ^  e xp { Potoа (а ) }

Тоді k=i

, (тут в 0 >  0 -  стала з умови а), яку задо-

D Q 2(a)| <  У Б Ж а Б Щ + ^ Щ а ) !  <  в,олвняє ф у «1;? 111 За у'міовою? \ аф  >
і==0 с0а , а _  Є R+. Тоді e x p {—+otoа (а ) }  <

e x p {—t0e 0a Y},  а Є R+. Внаслідок інтеграль- 
щ , а ної формули Пуассона д ля  нормованої фун-

<  / у С і С • ЇЇ і+ 1 - і |а|̂  • |аГ  + <  кції Бесселя [6]
i=o

j v (ха)| <  2A v , Av =  л/лГ (и+ 1 ) Г  1(р + 1/2)

<  Е  C іі.Si+1 - i  • \а\-'- і  • W\-( l - i )  <  b, • \ а Г 1, х  Є R ,a  є  R+.

Тоді

- ^ . i + i - p i Z - ' - i  А а - 1 ^  <  b х а - ' - 1
i=o

|а| <  1, а =  0. (8)

Урахувавш и нерівності (6) та (8), прийдемо Ю ( і , а ) і и( а х ) а 2і,+ 1\ <  2Аи(^р -  2 2  Р ^  х
до наступних оцінок (|а| <  1, а =  0): к=1

’  х е х р { - і 0в 0а 7} • а 2и+ 1.

\Б « (̂ (У , а )\ <  "22 С ’ \Б « Q l ( і ,  а )\'\D «  Q2(а)| <  Звідси вже випливає, що інтеграл (10) збі-
р=0 гається рівномірно у  довільній смузі { ( і ,  х ) :

’  і 0 <  і  <  Т , х  Є Е } ,  і 0 >  0, тому функція
<  Уф  С/врір\а\7- 'рЬі- р|а|- ( ’ -р )е-воі 1«1 7 <  Г  є неперервною у кожній точці проміжку

р=0 (0 ,Т  ].
^  ~ ( і )  - в0І| « 17 і ,7_ ’  ( 9) Аналогічно доводимо диференційовність
<  7’ р ’ ( )е \а \ . ( )  за і  функції Г. Дійсно, формально диферен-

О б ’єднавши оцінки (7) та (9) в одну, діста- ціюючи (10) за і, під знаком інтеграла діста­
немо нерівність (4). немо вираз

Твердження доведено. ( ( ) . ( )
Із оцінок (4) випливають нерівності * (a (a ) )Q (  , а ) і ( х а ) а

модуль якого для  і  >  і 0 >  0 оцінюється ве­
личиною

2v+1v (

s

sup {  'У2 а 2к\ D kQ ( t , a ) 2 <  Cs <  ж ,
k=0 / m \ 1

2A J  у — у  у Л  f  (a (a ) )e x p {  —(to — є ) х  
s Є Z + , V k=1 7
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х ф ( а ( - ) ) }  еХР ( —єф ( a ( - ) ) } - 2v+ 1,

0 <  є < ї 0.

Оскільки

Зо >  0 У -  Є Е +  : ф (а ( - ) )  е х р (—( ї0 — є )х

де
Г ( Ї 1Г1 +------- + ї ттт +  ї , х )  =

СЮ

С р [  е-(Ь1Г1 + - + ЬтГт+ХЗ (а(У )  з и ( - х ) - 2і' + 1С-,

хф (а ( - ) ) } - 2и+1 <  о,
Г ( і , х )  -  фундаментальний розв ’язок задачі 
Кош і д ля  рівняння (2), д ля  якого правиль- 

то мажорантою є інтегровна функція ними є оцінки [5]: 
е х р { - є / (а (а ) ) } .  Отже, інтеграл від похідної „
підінтегральної функції в (10) збігається О І Г ( і , х )| <  +  |х|)- « » + +

рівномірно на довільному проміж ку [і0, Т ] 
і тому похідну під знаком інтеграла в ( 10) 
можна застосувати в кожній точці ї  Є ( 0 , Т ]. 5(8) =  сх3 (и +  3/2 +  [7 ] +  8), ĉ s =
Зазначимо також, що д Г ( ї , х ) / д ї  є непе- ш ах{ро ,р і, • • • ,Ps} (ро, Р і , ••• , Ps -  сталі з 
рервною за ї  функцією (при фіксованому умови б), яку задовольняє функція / ), ста­

ла  cs >  0 не залеж ить від ї. Урахувавш и (11) 
та ( 12) знайдемо, що

8 Є ^+ , ( 12)

Урахувавши, що

СЮ

Q ( t , - ) =  Т ( ї , х ) 3и ( - х ) х 2̂ +1Сх, № Г р ,х ф  <  фУ(ї +  т ) [7]/7-<5(в)х
г=0

а (0) =  0 , ф(0 ) =  0 ,Зр(0) =  1

прийдемо до співвідношення

т

Г ( ї , х ) х 2̂ +1Сх =  (̂ ф—^ 2  ф к)
1

к=1

Оскільки

т

Х — ^ 2  Хк ехР ( —Ч ф ( а ( - ) ) }  =

х ( ( ї  +  тї1 ) 1/і +  |х|)-(70+в),

ф =  ф0ф- 12т  <  1, 8 Є Ъ+, ( ї , х )  Є П.

Інші властивості функції Г  наведемо у ви­
гляді наступного твердження. 

ї  Є (0 ,Т ] . Л е м а  2. 1. Функція  Г ( ї ,  •), ї  Є ( 0 , Т ], як
абстрактна функція параметра ї  із значе-

О
ннями в просторі  Ф, диференційовна за ї.

2. Правильною є формула

к=1

1 т

ф (1 ------X !  Фк ЄХР ( —ї к ф ( а ( - ) ) } )  :
ф к=1

причому

д  (ф * Г (ї ,  •)) =  ф * , Уф Є (Ф )'.

О
3. У  просторі  (Ф )  справджуються гра­

ничні співвідношеннят
а) ф І і т  Г ( у  •) — V  фк І і т  Г (t , •) =  5

Т —+0 *  ̂ Т.—Т.н
1 т 1 т 

~ ^ 2 ,фк ЄХр( Ч  ф ( а ( - ) ) }  <  ~ ^ 2 ,фк <  1 ,

к=1 Т ——Зк

(5 -  дельта-функція Дірака);

ф к=1 ф к=1

то, використавши поліном іальну формулу, 
прийдемо до співвідношення

б) ф є1 іт  ̂  •) — У 1  фк ] і т  ^  •) =  фт—+0 *  ̂ Т——Т

де
к=1

Т— Тк

Г (ї, х ) =
1

г=0 ф
г+1 Е т.фф фт ^ (t, •) =  (ф * Г ) (t ,  Ф ф Є (Ф*Ч

■х
г і- • • • г т- 4- Функція Г  є р о з в ’язком рівняння (2).

Доведення твердження 1 аналогічне до- 
(11) веденню леми 2 з праці [7]. Твердження 2

Г1+ +Гт=Г

х Г ( ї 1Т1 +  ••• +  ї ттт У  t, х )
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випливає з твердження 1 (див. наслідок 1 Звідси вже дістаємо, що співвідношення (14)

з леми 2 [7]). Доведемо твердження 3. Ско- виконується в просторі (ї їУ , а, отже, пра- 
риставшись властивістю неперервності пе- вильним є співвідношення а).
ретв°р ення Бесселя та функції г ( і, ■) як аб- Доведемо, що має місце співвідношення 
страктної функції параметра ї  із значення- б) О скільки

О / *
ми в просторі Ф, співвідношення а) замінимо

М ,х ) =  (/  * Г ) ( і , х )  =  , Т ХГ ( і , х ) )  =еквівалентним граничним співвідношенням

р  М+У F b  [ r ( t  P k ^  F b  [ r ( t  ■)] =  F b  и
—+ • - — k то з умови f  Є (Ф*У та властивості непе-k=i

(13) рервності r ( t ,  ■) як абстрактної функції па-

у просторі (ф ) ' . Урахувавш и зображення раметра t Є (0 , T ] із значеннями в просто- 

функції Г, (13) подамо у  вигляді рі (ф )  випливає неперервність u ( t ,  ■) як аб­
страктної функції параметра t Є ( 0 , T ] із

m О
p  lim  Q ( t ,  ■) р к lim  Q( t ,  ■) =  1. (14) значеннями в просторі ф.

t—> +0 * ^ t—>thk=i k Тоді, урахувавши властивість неперерв­
ності перетворення Бесселя та ф ормулу

Д ля  доведення (14) візьмемо довільну

функцію У  Є ф і, скориставшись теоремою F b [ f  * Г] =  F b [ f ] ■ F b [Г] =  F b [ f  ] ■ Q ( t  ^
про граничний перехід під знаком інтеграла 
Лебега, знайдемо, що

P  +l i m Q ( t ’ ■') , У )  - Y 1  Pk Q ( t ’ ■), У )t—+0 е  ̂ t.—tu

яка правильна для  довільної узагальненої
О

функції / з класу (Ф*У, співвідношення б) 
запишемо в еквівалентному вигляді

к=1 t——tk

р F b М у  ■) ] -  Уф  Pk ] im F b м у  ■) ]t—+о *  ̂ t—ti.
к=1

t— tk

р Ш  Q ( t ,  a ) y ( a ) a 2v+1d a -

р к lim  / Q ( t , a ) y ( a ) a 2v+1da
t—tk І

k=1

=  Г в [/] ( У  1і т  Q (^ , ■) -  Ук .Іііп Q ( t , ■)\ с^+0 '  ^
к=1

=  Г в  [/]

(вказані співвідношення розглядаються в
О

просторі (Ф У ). Врахувавши (16), прийдемо

у . Ш а ) - Т  Ук Q( tk  . с У и * ) * 2^  =   ̂ (2)
Функція Г є розвязком  рівняння (2). 

Справді,
к=1

р

о U  -  Е  рк exp { - t kf  ( а (а ) ) }
к=1

m  e w { - t kf  (a (^ ) ) }
/ j рк m
k= 1 р  - E  рк e xp { tk f  ( a ( a ) ) } .

k=1

д  д  г д
-  Г ( і , х )  =  - Г - 1^ , * ) ]  =  Г ^ [  д ~ ^ ( і ,а )

З іншого боку,

/ ( А ) г ( г , х )  =  Г - 1[/ ( а ) Г в [ г ( ї ,х ) ] ]  =

г д
=  Г - 1[/ Ш ( і , а ) ]  =  - Г - 1 [ ^ ( У * )

/°° Звідси вже випливає, що функція Г  задо-
ф (а )а 2и+ 1Уа =  ( 1 ,ф).  вольняє рівняння (2).

0 Лем а доведена.

х
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Функцію  Г (і ,  ■) надалі називатимемо 
фундаментальним розв'язком багатоточко- 
вої (ш -точкової) за ї  задачі д ля  рівняння (2) 
(скорочено: Ф Р Б З ).

З леми 2 випливає, що для  рівняння (2) 
т -точкову задачу можна ставити так: зна-

О
йти розв ’язок и Є С  ( (0 ,Т ], ф) рівняння (2), 
який задовольняє крайову умову

у  lim  u(t ,  •) — }  Хк lim  u(t ,  •) =  f ,
t^+0 * J t^tk

к=1

f  є  <Ф.)' (15)

(границі розглядаються в просторі (ф)7 
Правильним є наступне твердження. 
Т ео р ем а . т-точкова задача (2), (15) є 

коректно р о з в ’язною. Р о з в ’язок зображає­
ться у вигляді  згортки:

и ( ї , х )  =  (/  * Г ) ( ї , х ) ,  ( ї , х )  Є і ї , /  Є (ф *)',

де Г  -  ФРБЗ.
Д о в е д е н н я . Передусім зазначимо, що 

функція и ( ї , х )  є розв ’язком рівняння (2).
О

Оскільки / -  згортувач у  просторі ф, а
О

Г (у  ■) Є ф при кожному ї  Є (0, Т ], то и ( ї ,  ■) Є
О
ф, ї  Є (0 ,Т ]. Крім  того (див. лем у 2)

д и ( ї , х )  =  д ( / * Г ) ( ї  х ) =  д Г ( ї , х ) 
д ї  д ї  (/ ) (  ’ ) / д ї  ’

/ ( А ) и ( г , х )  =  є - 1[/ ( а ( а ) ) є в [/ * Г (У ■)]] =

=  Є - 1[/ ( а ( а ) ) Є в [/] ■ Я ( ї , а ) ]  =

—F  -1

—F  -1

—F - 1 —F F в

Г д
J t Q ( t , ° ) F B  [ f  ]

г д  1 
F b  J t r ( t ,  •) • F b [ f ]

д

f  * rn r  =  —  f

d r ( t , x ) 

dt
Звідси дістаємо, що и ( ї , х )  задовольняє рів­
няння ( 2).

З леми 2, твердження 3, б) випливає, що 
и задовольняє умову (15) у  вказаному сен­
сі. Зазначимо також, що и неперервно зале-

О
ж ить від функції / Є (Ф*У, оскільки опера­
ція згортки володіє властивістю неперервно­
сті.

Доведення єдиності розв ’язку багатото- 
чкової задачі (2 ), (15) аналогічне доведенню 
теореми 1 з праці [7] (про єдиність розв’язку 
двоточкової задачі).
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