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І Н Т Е Г Р А Л І В  Л А П Л А С А - С Т І Л Т ’Є С А

Отриманий новий опис виняткових множин в асимптотичних оцінках зверху через ма
ксимум підінтегральної функції для інтегралів Лапласа-Стілт ’єса.
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New description of the exceptional sets іп asymptotic estimates іп terms of rntegrand function 
of the Laplace-Stiltes rntegrals is obtarned.
Key words: Laplace-Stiltes rntegral, asymptotic estimates.

Нехай R +  =  (0, + © .  Д ля  x  =  ( x \ , . . .  , 

x p) ,У  =  (y1, . . .  ,УР) Є R + ,P  >  2 вживатиме
мо наступні позначення ||x|| =  'ффр= 1 x i}

ix , y) =  J^P= 1 x v ^  lx l =  (5 ^ P = 1 x 0  '  .

Нехай v  — зліченно-адитивна невід’ємна 
міра на R +  з необмеженим носієм, f  ( x )  — 
довільна невід’ємна v -вимірна функція на 
R+. Через I p( v ) позначимо клас функцій 
F : R p —  R , зображуваних для  всіх а Є R p 
інтегралом

F (а )  =  (  f ( x ) e {a’x)v (dx ) .  ( 1)
J R+

Д ля  F  Є I p ( v ) і а Є R p позначимо
ß*(a,  F ) =  {sup f  ( x ) e < a,x> : x  Є supp v } ,  

де supp v  -  носій міри v. Через v ( E ) позна
чимо v -міру v -вимірної множини E  C R+.

Нехай L  — клас додатних неперервних на 
[0, + ©  ф ункцій ф(ї ) ,  таких, що ф(ф) —
(t —  + г о ) ;  L +  — підклас L , в який входять 
зростаючі до при t —  функції; L 1
— підклас L,  який містить функції ф Є L ,  

такі, що /°+~  ф(г) <  + то ; L +  =  L 1 П L+ ;
L 2 -  клас диференційовних вгнутих функцій 
и  Є L +  таких, що 1/t =  O ( u ' ( t ) )  ( t  —  + © ;  
L ° -  клас функцій и  Є L 2 , у  який вхо
дять функції, такі, що для  кожної функції 
e ( t )  —  +0  ( t  —  + ©  u ' ( t )  \  0 ( t —  + ©  і 
lim  и '((1  — e ( t ) ) t ) / u ' ( t )  =  1; L 3 -  клас ди-

ференційовних функцій и  Є L,  таких, що 

38

ш'(t )  ln t =  о (1) ( t ^  + ©  і д ля  довільної 
функції e ( t )  ^  + 0  ( t  ^  + ©  1 /ш'( t e ( t ) )  =  
о ( 1 /ш'( t ) )  ( t  ^  + ж ) .

Д ля  Ф Є L +  і Ф (t)/ t ^  + то  ( t  ^  + ©  ви
значимо клас (див. [3, 12]) L i ^ ) ,  що скла
дається з функцій ф Є L ,  д ля  яких викону

ється умова lim  1 f® (t) -фф =  0;
J t ^ +ж t J0 ^ (u) ’

L +фФ) =  L l (Ф )  П L+.
Д ля  функції ф Є L +  через ф- 1 ( t )  позна

чимо обернену до неї функцію.
Позначимо також

v (a,b] =  v { x  Є R : a < x  <  b}, 
v(t ;  ф(ф) =  v ( t  — ф(фф +  ф(ф], де ф Є L.

1. Інтеграли  Л ап л а са—С т ілт ’єса з обме
ж енням  на зростання зверху. Нехай Ф Є 
L+.  Через I p(v, Ф) позначимо клас функцій 
F  Є I p( v ), таких, що ln F (а )  <  ||а||Ф(||а||)

(ІМ І >  ©
При p  = 1  д ля  класу I p( v ) в [1] доведена 

така теорема.

Теорем а А . Нехай F  Є I і ( v ) ,ш Є L 2. 
Якщ о (3 фг Є L + , 3 ф2 Є L r) :

lim  J ( t ^ - l ( t ) ) \ n v ( t ;  /ффф))  <  d, ( 2)
t +̂<X>

то існує така множина E  С R +  скінченної 
лебегової міри, що

lim  (ш(1пF (а ) )  — w (ln p * ( a , F ) ) )  <  d. (3)а—» + ̂ , 
a£E

При ш(х)  =  ln x  д ля  ц ілих рядів Д іріхле, 
тобто для  інтегралів ( 1) за атомарною мі-
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рою v =  ^2 ö\n, Де 3\n — одинична міра зо
середжена в точці Хп (м іра Д ірака), подібну 
теорему доведено в [2].

В [3, теорема 1] результат з [1] узагальне
но на клас I p ( v ) , p  >  2. Крім  цього, цей ре
зультат уточнено у  підкласах I p( v ), що ви
значаються обмеженнями на зростання F  (а ) 
зверху. Так, з теореми 4 ([3]) випливає, що 
якщо Ф Є L +  і д ля  функції и  Є L ° існують 
такі функції ф1 Є ^ ( Ф ) , ф 2 Є L 1^ ) ,  що ви
конується умова ( 2), то для  кожної функції 
F  Є I p(v, Ф), нерівність

и  (ln F  (а ) )  — и  (ln ц*(а,  F ) )  <  d +  o(1) (4)

справджується при |а| ^  (а Є K \ E ),
де K  С R p — довільний конус з вершиною 
в точці О  =  (0 , . . .  , 0), такий, що K \ {О }  С 

Y ( F ) :=  { а  Є R p : lim  lnF(ta) =  + т о } ;  ви

няткова множина E , така, що

measp(E  H C  ( r , R ) )  =  o ( r R p - 1)

при r  ^  рівномірно за R,  де C ( r , R )  — 
образ “обмеженого праворуч” циліндра {а  =  
( a i , . . . , a p ) :  а і <  r ,а 2 +  . . .  +  аp <  R 2}
при повороті системи координат, при якому 
додатна піввісь О а 1 переходить у  промінь 
{а  Є R + : а і =  а2 =  . . .  =  аp}.

Зауважимо ([1 ]), що умова (2) з d =  0, 
ф1 Є L+/(^2 Є L 1 і и  Є L 3 еквівалентна до 
умови

де Лp =  (Ап)иПТ=1 — фіксована послідов-

' to

fc(ln v1(0, t]) 

t 2
dt <  + to ,  t0 >  0, (5)

де к (і )  — обернена функція до функції .

Тому, вибираючи таку міру V , що

v  ( G ) = £ h ,  (G )f J n =0
(6)

n\\ =0

для  кожної обмеженої множини О  С К р, де 
5Х{ С )  — міра Дірака, зосереджена у  точці 
X, з щойно сформульованого результату при 
й =  0 отримаємо теорему 3 з [4] д ля  цілих 
кратних рядів Д ір іхле

F  (z ) Е
ІІПІІ =0

йп.е(z,X„)

ність, така, що Хп =  , . . .  , ЛПР) д ля  п  =

( п , . . .  , пр) Є Ж++ і 0 <  Л ^  Т (0 <  к ^  
+ т о ) д ля  всіх 1 <  і  <  р.

К лас цілих кратних рядів Д ір іхле з фік
сованою послідовністю Л р =  (Лп) позначимо 
через Н ( Л р). Д ля  функції Г  Є Н (А р )  та а Є 
К р введемо позначення

М ( а ,  Г ) =  ви р {\Г (а  +  гу)\: у Є Е р},  

р(а,  Г ) =  шах{\ап \е2а,Хп') : п Є 1Ф+ },

ш ( а Х  ) =  £

п |

п =0
iFnle (xa,Xn)

Д ля  кожної вимірної множини Е  С К р та 
а >  1 визначимо

[  й а і . . .  йар

Та (Е  ̂ Л ю р г - •

Якщ о вибрати ш(х)  =  1п х, то умова (5) 
переходить в умову

Г й  1п VI(0 , і]

t
<  + о о ,

v1(a,Ь] =  V {х  Є Е р : а <  ||х|| <  Ь}.

В [5-7] доведено, що з останньої умо
ви, яка виконується для  V I(0 ,і] =  п\ ( і )  =  
^||а ||< 1, випливає, що д ля  кожного ц іло
го кратного ряду Д ір іхле  Г  Є Н (Л р) і для  
кожного конуса К  з вершиною в точці О  =  
(0 , . . . ,  0), такого, що К \ {О }  С М+, співвід
ношення Бореля

1п М ( а ,  Г ) =  (1 +  о (1) )  1п р(а,  Г )

виконується при \а\ ^  +то , а Є К \ Е ,  а мно
жина Е  С  така, що

Тр(Е ) <  +то .

При цьому встановлено, що цей опис ве
личини виняткової множини є у  певному 
сенсі найкращим. У  випадку класу цілих 
рядів Д ір іхле  Н (Л 1) (тобто класу Н (Л р) з 
р  = 1) такі твердження отримані в [8- 10], 
д ля  Н (Л 2) в [5], а для  випадку класу Н (Л р) 
з р >  2 в [6,7].

У  зв ’язку з цим для  цілих кратних рядів 
Д ір іхле у  праці [11] висловлювалася така гі
потеза.

0
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Гіпотеза. Опис

І і т  Я  тр( Е  П В Р( В ) )  =  0 (7)
Н—+ж я

виняткової множини у  співвідношенні Боре- 
ля  є правильним і непокращуваним у класі

Н ( А р, Ф) =  [ Е  Є Н (Лр ): 1 п М (а ,Е ) <  

< И Ф ( И ) ( И >  со)}.

для  довільних р >  1 і функції Ф Є Ь + , де 
В р ( к )  =  [ а  Є Е + : \а\ <  Я }  ( Я  >  0).

на умову (8), у  подальших міркуваннях мо
жемо, не зменшуючи загальності, вважати, 
що 1пГ (а ) <  \а\Ф(\а\) (\а\ >  с0).

Через ір позначимо обернену функцію до 
функції Ф. Тоді з (8) маємо

1 dk (ln v0(u ))

Зауважимо, що rp(B p( R ) )  =
Р

П 2

>  0) :  1і т  1 = 0.
г^+ж р (Ь і )  У0 и

Подібно, як і у  доведенні теореми 6 з [12], 
звідси випливає, що для  будь-якого Ь >  0 мо
жна вибрати таку функцію с ( і )  Т ( і  ^
+ т о ), що

г (  2 +  і )
R.

lim
1 d (c (u )k (ln  v0(u )))

Наступна теорема містить твердження гі- ^+<х  р (Ы) Jo
0. (9)

u

потези у  частині, що стосується встановлен
ня вказаного там опису виняткової множини 
для  класу ! р(и, Ф).

Теорем а 1. Нехай  Ф Є Ь +  і Е  Є ! рД ,  Ф), 
и  Є Ь 2, к ( ї )  — обернена функція д о  функці ї  

. Я к щ о  д л я  будь-якого п >  0 виконує
ться умова

1і т  1  Г “ ' Д (1П = 0, (8)
н—— Я  Уо ї

де  щ(к)  =  V([ж  Є : ||ж|| <  ї } ) ,  тоді спів
в ідношення  (4) виконується з  й =  0 при  
\а\ ^  + т о ,а  Є К \ Е  д л я  кожного конуса 
К  С з  вершиною в початку координат 

О, такого, що К \ [О }  С М+, де множина Е  
така, що виконується (7).

Д ля  доведення нам буде потрібна така ле 
ма з праці [7].

Л ем а  1. Нехай Е  — необмежена мно
жина на К + , р, ф Є Ь +  — такі функції, що

ГН йф- 1 ( і )
A 1 ( R )

1

p ( R ) t
o ( 1)

при R  —  + t o ,R  Є E ,  а також t =
о (ф ф рф ) ) )  ( t  —  + ж ) ,  тоді

A 2(R )
1 ■Rf(R) dx

p (R )

при R  —  + to ,  R  Є E.

ф(х )
o ( 1)

Доведення теореми 1. Нехай F  Є 
I p(v, Ф). Зауважимо спочатку, що з огляду

Нехай ф 1 (t) =  c (t)k (ln  v0(t ) ) ,  тоді ln v0(u) 
о (к - 1 (ф- 1 (ф ) )  =  о(ф- 1 (ф )ф  —  + т о ) і

(Wb >  0):  lim
dф 1(u)

0 .
uІі^+<Х p(b t )  JQ

З умови (9) вибору c (t) випливає, що

lim  СРЖ ІП  ^  =  lim Д Е  =  0.
t >+̂ o tp (b t )  t >+̂ o tp (b t )

( 10)
Вибираючи тепер b = 1 ,  звідси за лемою 1 
отримуємо

1
lim  , ч

t^ + ^  P (t ) ф (х )
0 . 31 )

Не зменшуючи загальності, припускаємо, 
що Г (0) =  1. Д ля  а0 Є К+, \а0\ =  1 позна
чимо функцію д ( і )  =  1пГ ( і а 0) , і  Є К+. В 
твердженні 5 ([3]) доведено, що д ( і )  — опу
кла функція при і  >  0. Розглянемо ймовір
нісний простір О =  М+ з мірою

р  (йх )  =  і  ( х р ^  Е ф ) .

і випадкову величину £ =  {а0, х ) .  Подібно, 
як і в [3], переконуємося, що математичне 
сподіівання М £  =  д ' ( і ) .

В [3] є доведено (Твердження 5') що для  
кожного конуса К  з вершиною в точці О , 
такого, що К  \ { О }  С у ( Г ), виконується

ln F  (а )

|ст|̂ +те, аЄК |а|
lim +ТО.
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Оскільки, М+ С у ( Е ), то при і  ^

>  д ( і )  — д (0) = 1п Е ( і а о) >
і і

>  ц { 1п ©  е  А  —  + х .

Отже, д ' ( і )  —  + т о  ( і  —  + © .  
Скористаємося нерівністю Маркова 

Р І С  > а } <  М  ( а >  0) при а =  2М £  =  2д ' ( і )  
і х  =  іа 0, отримаємо Р {£  >  2д ' ( і ) }  <  1.

Е  ( і а о ) =  [  І  ( х ) в і М  &  (х )  +
 ̂{хеш!+ : (ао,х)<2д'(і)}

Тоді при а =  іа 0, а Є К \ Е 1 отримуємо

Іп Е  (а )  <  1п і *  ( а , Е ) +  1п и0 (  0, ^ ( ) +
V у*

+  1п 2 =  1п і * ( а ,  Е ) +  о ( ф - 1 ( ) ) <
у

<  Іп і * ( а ,  Е ) +  о(ф- 1 (ф ( 1п Е ( а ) ) ) )  =

=  Іп і * ( а , Е ) +  о(1п Е  (а ) )  (|а| —> + © .

Звідси при а =  і а 0, а Є К \ Е і  

1пі * ( а , Е )  >  - 1 п Е ( а )  (|а| —  + © .  (13)

Оскільки ш монотонно спадна, то з (12) за

+
' {х&А : (ао,х)>2д'(і)}

/ {х )е і(° 0х)йи (х )  <  теоремою Лагранж а про скінченні прирости

<  у ( і а о , Е ) и (|х Є : {ао ,х )  <  2д ' ( і ) } )  +  

+ Е ( і а о ) Р (|х Є : {ао ,х)  >  2 д ' ( і ) } )  <

1

при а =  і а 0 ,а  Є К  \ Е 1 отримуємо

© п Е ( а ) )  — © п у * ( а , Е ) )  <

<  ^/(1п у*(а,  Е ) ) ( 1п Е (а ) — 1п у*(а,  Е ) )  <

2д ' ( і )<  М іа о .Е К о ( ° 2д' т  +  - Е ( І а° ) .  <  ш' (1п і , ( а , Е ) ) ( 1 п 2  +  1п ф о .  ,

де ( і )  =  V( { х  Є К + : <  а0, х  > <  і } ) .  О т
же, Е ( іа о )  <  2і ( і а о , Е ) и ао(0 ,2д' (і ) }.  Нехай Е 2 =  У  Е 2 (а0),

Виберемо ([6]) М  = 1, СТоЄк+

у* :=  { Уз: у =  (у і , - - - , У і , ^^^, Уv) , Е 2 ( и )  =  { а =  і а ° : і > 0 , г д ' ( і )  > ф ( д(? ) }•
I I  =  -, к \ Тоді при |а| —  (а =  іа о ,а  Є К \ ( Е і  и
ІУІ ,у Є } . Е 2) )  з ( і з )  отримуємо

Оскільки К \ { 0 }  С К + , то у* >  0, і д ля  /і  +
у Є К , У  =  1, і  Є Е + , отримуємо ш (1п 1 * (а, Е ) )  <  ш у2 1 п Е (а ) ) )  =

иу(0, і] =  V (|х Є : {у ,х )  <  і } )  <  =  . • ' ( 1 д( і ) ) \ ^  (ф - 1 (  2д ( і

<  V (|х Є : у*\\х\\ <  і } )  =  V o (0, —
у

Отже,

Е ( іа о )  <  2у ( і а о , Е )■ 

■ s u . p l (0, 2д ' ( і ) ] : у Є K ,  \у\ =  1 } <  

2д' ( і )  - 

у* -

Оскільки, крім цього
1п иа(0 , і ]  =  о ( к - 1 (ф- 1 ( і ) ) )  =  о ( 1 /ш' (ф- 1 ( і ) ) )  
( і  —  + © ,  то

<  2у ( і а о , Е ф о [  0 

Введемо множини

(12)

© п Е (а ) )  — ^ (1п у * ( а , Е ) )  <

<  ^ ;(1п у * ( а , Е ) ) ^ 1п 2 +  1п v0 ^0, ^ ^

<  . д - (  ) ) ( У

<

2
Е і (а о) =  і а =  іа о : і >  0 , — д ' ( і )  >  Ф (д ( і ) ) }  

у*

для  фіксованого а0 Є К  і

Е і =  Е і (ао) -
|сто| = 1,ооЄК+

+ у  і / ^ і ф - д  '2 у ф ) ) ) )  =  о ( і ) +

, ( ,  _ і (  2д, ( і ) '
+ <  Ф - І  ̂ ) > 2 -у

Враховуючи, що ф- 1 — неспадна, а ш Є Ь 2, 
отримуємо співвідношення (4) з d =  0 при
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lа | —  (а  Є K \ E ,  а =  tа0), де

E  =  У  ( E ^ )  U E 2(а0)),  (14)

|сто| = 1, стоЄК+

Проведемо оцінку виняткової множини (14)

послідовності. Нехай Ф Є L + і послідов-
ність (а( а (j ) ), а (j) Є така, що у а (j)|

Tp(E1 H B p (R ) )
Si \ JEi (сто)n[0,R]

d t \ d s <

< ! [ ( [  J E .
y JSi VJEi(ao)n[0,R] ф(9 (Д) )

ra(R) du

<  y * L i \  Л ( 0) ф(ь)
ds

C  f m (R )  =  C  f m (R )  du

J 0 фд )

Подібно отримуємо 

Tp(E2 n B p (R ) )  =  I

ф (п ) '

dt ds

C

JSi \ Je 2(сто)n[0,R]

Г'Ш(К) du C  Г2R#(R) dt

'0 ф ( f ) 2 J 0 ф (t),

Отже, з (10) та (11) маємо

ІІІП R Tp( E  n B p( R ) )  <
R—— R

3C .. 1 f m (R )  du
<  —  lim  — / — -  +

2 R— R  j 0 ф(u)

C  1 ^ (R) du
4—  lim  —

2 R— R 'R#(R) ф (u)

+  TO ( j  —  +ГО).
Означимо підклас I p( v )

i p ( v ,  Ф) =  { F  Є I p( v ) :  ln F (а ) =

=  О (| М | Ф (М ))  (УаУ =  ||а“ || —  +<х, )}.

Теорем а 2. Нехай Ф Є Ь +  і Е  Є ір ( у ,  Ф). 
Я к щ о  виконується умова (8), тоді співвідно
шення  (4) з  У =  0 виконується при  \ а \ —> 

сИ\Уз <  (а  Є К \ Е ) д л я  кожного  конуса К  С з
вершиною в початку координат О  такого, 
що К \ {О }  С К+, де множина Е  така, що
при R  =  ||а(3|| —

3 5 )

(j)

Tp(E H B p (R ) )  =  o (R ) ,

(j) (F ) -  послідовність з нерівностіде  а^> =  а 
в означенні класу Iр Д ,  Ф).

Доведення. Нехай Г  Є Д Д ,  Ф). Прослід
куємо за доведенням теореми 1, відзначив
ши тільки нові моменти. Оскільки при до
веденні співвідношення (4) використовува
лась тільки умова (8) і не використовувала
ся нерівність 1пГ (а ) <  \а\Ф(\а\)(\а\ >  с0), то 
можна вважати (повторюючи міркування з 
теореми 1), що і у  випадку теореми 2 спів
відношення (4) правильне при \а\ ^
(а Є К \ Е ) , де виняткова множина Е  ви
значена в доведенні теореми 1.

Подібно, як і в доведенні теореми 1, 
проведемо оцінку виняткової множини Е,  
використовуючи нерівність 1п Г  (а (3 ) <
||а(3||Ф(||а(3||) отримуємо

ДЗії) )  =
3C v 1 f m R )  du

=  —  lim  —-— - ———+
2 R— p ( R)  J ф (u)

c  n. Ф (R )4—  lim   =  0.
2 R— ф (R Ф (R ))

тобто виконується (7). Теорему 1 доведено.

Зауважимо, що якщо u (x ) =  ln x  і мі
ра v  має вигляд (6), то з теореми 1 при 
p  = 1  отримуємо результат з [13] д ля  кла
су H (Л 1, Ф), а при p >  2 результат з [7] для  
класу H d p, Ф).

2. К ратн і інтеграли Л а п л а са—С т ілт ’єса 
з обмеж енням  на зростання зверху на

Tp(E1 П B p d d

dt ds
JSi V 4Еі(сто)П[0,Уст(і)у]

<  l [ ( f  J E ,
y Js i \ J e і(сто)п[0,||ст um ф (д Д))

dt ds

<  2 fУ* Jsi

га(Уст(и)| du

C

a(0) ф (u)
ст(и)ПФ(Пст(и)П) du

ds

'0 фД )
r ||CT(j) |ф(|ст(и) |

C
0

du 

ф (u) !

0
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а також

rp( E 2 П B p(\\a0)1

o

dt\ds <
S-і \ JE2(ao)n[0,\\aU)\\] )

г ||̂( )̂ПФ(П̂ ( )̂П) du

<  ° k  W )  =
C  r 2||Mj) |̂ (||Mj)||) dt

2 Jo Ф (Ф ’

Отже, з (10) при b =  1 та (11), оскільки 
0)1 ( j  ^  + ^ ) ,  отримуємо

lim
0̂ + ^  її а

1
-тр( Е  П Bp(\\o (j) I

3C  , 1
<  —  lim  -—7ТГ 

2 j^+<^ ||a(j)

C 1
+ lim  -—TTTTT

2 j ^ +ж a (j)

(0) \ ' ' - pv

<r(j) ||Ф(|| <r(j) I

<

du

Jo Ф (и)
,2||Mj) |̂ (||Mj)||) du

+

3 C
= —  lim  . , Л. ,

2 j ^ + ж  r^ (s (r i )  J

, C  .. Ф (\\а (0)\
+—  lim

2 j ^ + ^

,/||стО)||Ф(||стО)||) ф(и)
1  s(j)v (s(j) ) du

Ф (и)  

-  =  0 ,
o (j) І|Ф(І|а0) I

де в(^ =  Ф ^ а ^ Ц ),  тобто виконується (15). 
Теорему 2 доведено.
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