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З А Г А Л Ь Н А  М О Д Е Л Ь  С И С Т Е М И  M 6/ G / 1 / m  
З  П О Р О Г О В О Ю  С Т Р А Т Е П Є Ю  Ф У Н К Ц Ю Н У В А Н Н Я

Побудовано загальну модель системи обслуговування M0/G/1/m з пороговою стратегі
єю функціонування. Знайдено перетворення Лапласа для розподілу кількості замовлень у 
системі під час періоду зайнятості, середню тривалість періоду зайнятості, формули для ер
годичного розподілу кількості замовлень та ймовірності обслуговування. Вивчено характер 
залежності середньої тривалості періоду зайнятості та ймовірності обслуговування від пара
метра m і порогового рівня h. Для випадку m =  ж  розв’язано задачі оптимального синтезу 
системи з заданою ймовірністю втрати замовлення.

The general model of the Me/G/1/m queue with threshold functioning strategy is built. 
Laplace transforms for distributions of the number of customers іп the system on the busy period, 
average duration of the busy time, formulas for the ergodic distribution of number of customers 
and for probability of service are found. Character of dependence of average duration of the busy 
time and probability of service on the parameter m and threshold level h are studied. For the case 
m =  ж  the problems of optimum synthesis of system with the set probability of loss of the request 
are solved.

1. В с ту п . У  статті [1] за допомогою ме
тоду потенціалу В. С. Королю ка [2] ми по
чали вивчення систем обслуговування типу 
М 0/О/1/ш з перемиканням режимів обслу
говування і пороговим блокуванням вхідно
го потоку.

Порогове блокування вхідного потоку за
стосовують з метою зменшення кількості 
втрачених замовлень, користуючись прави
лом: "краще заздалегідь попередити про пе
реповнення системи, ніж  прийняти замов
лення і втратити його". Якщ о кількість за
мовлень у  системі перевищує заданий по- 
роговий рівень к, то вхідний потік блоку
ється і надходження замовлень відновлює
ться л ише після того, як їх  кількість ста
не меншою за к. Д ля  підвищення ефектив
ності функціонування системи одночасно з 
блокуванням застосовують перемикання на 
режим обслуговування з більшою інтенсив
ністю.

Системи з блокуванням вхідного пото
ку і перемиканням режимів обслуговуван
ня недостатньо вивчені. Системи з "дво- 
швидкісним" обслуговуванням розгляда
лись, зокрема, у  статтях [3-5]. У  працях [6,
7] досліджено системи з відновлюючим рів

нем вхідного потоку, в яких блокування на
стає після досягнення кількості замовлень 
числа т  і припиняється після зменшення їх  
кількості до числа к <  т.

У  даній статті розглянемо загальну мо
дель системи обслуговування М 0/О/1/ш 
з пороговою стратегією функціонування, 
одним з часткових випадків якої є систе
ма з г  перемиканнями режимів обслугову
вання, вивчена в [1]. Д ля  загальної моде
лі, крім узагальнення результатів, отрима
них в [1], ми визначимо середню тривалість 
тих частин періоду зайнятості, коли відсу
тнє блокування вхідного потоку, і коли вхі
дний потік заблокований, знайдемо ймовір
ність обслуговування замовлень у  системі 
і вивчимо поведінку стаціонарних характе
ристик як функцій параметрів т  і к. Я к  
показано у  працях [7-9], з ’ясування хара
ктеру монотонної залежності характеристик 
систем обслуговування від вхідних параме
трів відкриває ш лях до розв ’язання задач 
оптимального синтезу систем з заданими ха
рактеристиками.

2. О п и с  м о д ел і. Розглянемо систему об
слуговування типу М 0/О/1/ш. Нехай зада
ні послідовності випадкових величин { ап},
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{івп } , {ß n}  ( n >  1 ), де a n — час м іж  надхо
дженням (n  — 1)- о ї  і n-о ї групи замовлень, 
{ І п} — к ількість замовлень в n- ій  групі, а 
{ß n}  — час обслуговування n-го  замовлен
ня. Всі наведені вище величини незалежні, 
причому P { a n <  x }  =  1 — e-Xx ( X >  0 ), 
P { 0n =  i }  =  ai ( i >  1 ), і P {ß n  <  x }  =  F (x ) 
( x  >  0 ),  F (0) =  0. Якщ о P { 9 n =  1 } =  
a i =  1, то замовлення в систему надходять 
по одному.

Замовлення обслуговую ться по одному, 
обслужене замовлення покидає систему, а 
обслуговуючий пристрій негайно починає 
обслуговувати замовлення з черги за ї ї  на
явності або чекає надходження чергової гру
пи замовлень. Застосовується дисципліна 
обслуговування F IFO . Черга всередині одної 
групи замовлень може бути організована до
вільно.

Нехай m  — максимальна к ількість за
мовлень, які одночасно мож уть перебува
ти у  черзі. Отже, якщо в систему, в якій 
вже є k Є [0, m  + 1 ]  замовлень, надхо
дить група кількістю  0n замовлень, то лише 
min {9n , m  + 1  — k}  з них приєднуються до 
черги, а решта втрачаються.

Позначимо через £ (t) к ількість замовлень 
у системі в момент часу t і введемо для  на
шої системи так званий пороговий рівень 
h. Якщ о t — момент початку обслуговува
ння чергового замовлення і £ (t) >  h ( h =  
1, m  — 1 ), то здійснюється блокування вхі
дного потоку замовлень (вони не допуска
ються на вхід системи), яке триває до мо
менту t початку обслуговування того замов
лення, для  якого £ (t) <  h. Припустимо та
кож, що F (x ) є функцією розподілу часу об
слуговування замовлення лише в тому ви
падку, коли в момент t початку обслугову
вання цього замовлення виконується умова 
1 <  £ (t) <  h. Якщ о ж  £ (t) =  n >  h, то фун
кція розподілу G n(x )  часу обслуговування 
замовлення, обслуговування якого починає
ться в момент часу t , може бути різною для

r n
кожного n: G n (x )  =  )Г) bnjGnj (x ) ,  де Tn —

j =1
фіксоване натуральне число — к ількість ре
жимів обслуговування, які мож уть застосо
вуватися за наявності в системі n  замовлень,

О п  ̂(ж) — функція розподілу часу обслугову
вання для  і -го режиму, який застосовується 
з імовірністю Ьщ за наявності в системі п  за
мовлень, Є [0; 1] — заданий дискретний

розподіл, ^0 ЬПз =  1 (п  =  к +  1, т  + 1).
3 = і

Позначимо описану систему обслугову
вання через МК/Оегп /1/ш. Система 
обслуговування, розглянута у  статті [1], 
є ї ї  частковим випадком, в якому за умо
ви £(к) >  к обслуговування замовлення 
може здійснюватися в одному з г  режи
мів (г  >  1), а F i ( x )  ( і  =  1, г ) — функція 
розподілу часу обслуговування в і-му 
режимі. Умова перемикання на і-ий ре
жим задається у  вигляді кі <  £ ( ї )  <  кі+і 
( і =  1, г ), де ї  — час початку обслугову
вання замовлення, к  ( і =  1, г ) — ф і
ксовані натуральні числа (пороги пере
микання), які задовольняють нерівностям 
1 <  к =  к і <  к2 <  . . .  <  кг <  кг+\ =  т.

3. П е р іо д  за й н я то с т і та  й о го  части н и  
з  в ід с у т н іс т ю  і н ая в н істю  б л о к у в а н н я .
Через М п (Р п) позначимо умовне матема
тичне сподівання (умовну ймовірність) за 
умови, що в початковий момент часу в си
стемі перебуває п >  0 замовлень, і через М  
(Р )  умовне математичне сподівання (умовну 
ймовірність) за умови, що система починає 
працювати в момент надходження першої 
групи замовлень. Нижче використовувати
мемо у  незмінному вигляді позначення для  
функцій і сталих, введені у  статті [1]: f  (в), 
т і ,  Ьі, ап; рфф, Р і ( і =  - 1; 0; 1; . . . ) ;  % (ф, 
Яі ( і  =  0; 1; 2; . . . ) ;  Д фф, Е і ( і =  1; 2; . . . ) ;
рк( т )  (к =  0, т  + 1), рк(то ) (к =  0; 1; . . . ) ;

0 0
I {Я } .  Домовимось, що ^2 Ск =  0, ф[ ек =

к=і к=і

П  Ск = 1.
к=0

Введемо
оо
J  e-sxdGn (x ) ,  p. 
0
то (n

позначення: 9n(s) =
ОО
J  x d G n(x )  <
0

h +  1, m  +  1); gni(s)

J e  sxdGni (x ) ,  pn J  x d G ni(x )  <

<  то ( i  = 1, rn); G j (x ) =  1 -  G j (x ) ( j
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=  h +  1 , m  + 1); uk =  Y/ Ці ; n (x )  ~  кіль-
i=h+1

кість замовлень, які надійшли до системи 
на інтервалі часу [0; x ).

Повторюючи для  системи Mh/Gsrn /1/m 
міркування, викладені у  п. 3 статті [1], 
д ля  умовної ймовірності <fn(t, k) =
=  P n{ £ ( t )  =  k, т(m )  >  t }  (1  <  n, k <  
<  m + 1 ) наявності у  системі k замовлень під 
час періоду зайнятості т (m )  =  in f { t >  0 : 
£ ( t )  =  0 }  д ля  1  <  n <  h одержимо рівності

Pr

tm-n „

(t, k) =  / P { n (x )  =  i } x
i=0 і

Vn(t, k)

„ ,-n-h

/ " { S a
- i + i , i  є  dx >x

x p h(t — x, k) +  I { h  + 1  <  k <  n — 1} x

x

n—k

набувають вигляду

m-n

Фп(s, k) =  f  ( s ) ^ 2  P i - i ( s ) $ n + i - i ( s ,  k) +
i=0

+  f  (s )P m -n ( s ) ^ m ( S, k ) +  qk-n(s) +  

+ 1  { k  =  m  +  1 } qm+2- n ( s ) , 1  <  n <  h ;

n—h— 1
$n(s,  k) =  Ф ^ в ,  k) Д  gn- i ( s )  +

i=0

+ I { h  +  1 <  k <  n } 1— gk(s)  x

(1 )

( 2 )

n k i
X Д  gn- i ( s ) ,  h + 1  <  n <  m  +  1 ;

i=0

х ^ п+ і - і (Ь — х, к) d F (х ) +  J  Р { п ( х )  >

0

>  т  + 1  — п } р т(Ь — х, к) d F (х ) +

+  ( Р { д ( к )  =  к — п  } +

+ 1  {к  =  т  +  1 } Р { п ( ї )  >  т  +  2 — п  } ) F ( ї ) .

Очевидно, що р 0(ї , к) =  0. Д ля  к + 1  <  п <  
<  т  + 1  формула повної ймовірності дає такі 
співвідношення:

Фо(в, к) =  0. (3)

Виразивши з (2) всі Фп(з, к) д ля  к +  1 <  
<  п <  т  і підставивши їх в ( 1), д ля  1  <  п <  
к отримаємо рівняння

h—n— 1
Ф« ( в - k) — f  (s ) £  P i (в )Ф„+ї (в ,  k)

i= - 1 (4)

Т ут

P  ̂  ^ 2  P n - i + 1 ,i Є dx \ G n (t — x ) +  
i=1 )

+ I  {k  =  n }G n ( t ) .

Т у т  /Зпі — час обслуговування г-го замовле

ння, д ля  якого Р {/Зпі <  х }  =  С п(х ) .

Відповідні рівняння для  функцій

Фг,(в, k ) =  e stp n(t, k) dt, Re s >  0

f  ( s ) L n ( s ^ h ( s ,  k) +  Mn(s,  k).

m- 1  i -h - 1
L n(s)  =  £ P i - n (s) П  g i - j ( s ) +  

i=h j =0
m -  h-  1

' | I  gm - i (s )pm -n (s );
i=0

Mn(s ,  k) =  qk-n(s)  +

+ 1  {k  =  m  +  1}qm+2- n (s) +

+  ^ I { h  +  1  <  k <  m } p m -n ( s ) x

x

m -k -  1 m -  1
Д  gm- i (s )  +  ^ 2  P i - n ( s ) x  
i=0 i=h+1

i - k - 1 \

x I { h  + 1  <  k <  i ^  g i - j ( s ) j  x
j =0

x f  .

(5)

Ш укаю чи розв ’язки системи рівнянь (4) з 
граничною умовою (3) так само, як розв ’яз
ки аналогічної системи у  статті [1], д ля  п Є
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[1; к] одержимо Враховуючи, що

Фп(в, к) =  В п ( з )Ф н( 8 , к ) -
Н—п

^ Е і ( 8) И п +і ( 8 , к),
і=і

де

£ п (в) =  Е Н—п(в) —
Н—п

f  ( в ) ^ Е і ( 8)Ь п + і (8), п >  0;
і= і

(6)

т + і  1 „( )

Ып(в )  =  у ^  Мп(в ,  к) =  — ^
( ^ я.
к=і

т/ т

+  f  ( в ) ( рт—п(в) ^
к=Н+

1 — 9к (в)

5

т—к— і

]^ [ дт—і (в) +
к=Н+і

т і
і=0 

і—к—і

+ Е Рі—пів) е  —8^ П »і—з (в) „
(7)

5і=Н+і к=Н+і 3=0
со

Її™ 1 — f  (в)І і т
«^+0 8

І і т
«^+0 8

т і =  j  х й Г (х ) <  сю, 

0

Ні ( і  =  к +  1, т  +  1),

ФН(8, к) =  77^  X ]  E i ( .8) M i ( .8, к ) . (8)
М )(в)

Отже, для  системи обслуговування 
М^/С£гп/1/ т  ми довели таку теорему.

Т е о р е м а  1. Д л я  довільних 1 <  к <  т  +  1 
і Ке 8 >  0 виконуються такі співвідноше
ння :

використовуючи співвідношення (2), (7 ), (8) 
і повторюючи міркування, аналогічні до ви
кладених у  п. 4 статті [1], отримаємо таке 
твердження.

Т е о р е м а  2. Середня тривалість пе
ріоду зайнятості та ергодичний розпо
діл кількості замовлень для системи 
М^/Оегп/1/ т  визначаються за формулами

е « Р п{  Д і )  =  к, т( т )  >  і  } йі

Н п

Н

М  Т ( т )  =  ^  Щ  т і  +  рт—і&т+
і=і

т і Н і Н п

D n (8) ФН(8, к) 3  у E i ( 8)M n+i(8, к), +  ^   ̂ р] —і^І  — ап е

і=і 3=Н+і
1 <  п <  к ; 

е—зі Р п{  £ (і) =  к, т( т )  >  і  } йі

п -Н - і

=  Фн(8, к) Д  дп—і(в ) +

п / ХН
п=і і= і 
т - і

X

(9)

X I т і +  р т—п—і^т +  ^  ] рі —п—і^і  | +
3=Н+і

т

+  ап@п +  ат + і^ т + і ;
п=Н+і

і=0

+ 1  { к  + 1  <  к <  п }
1 — дк (в)

п к і

П  дп—і (в) Р0( т )  =
1

і=0

к + 1  <  п <  т  + 1,
Рк ( т )

де функція ФН(в, к) визначена в ( 8) ,  О п(в) — 
в (7), М п(в, к) — в (5), а означення функцій 
Е і (в) м ож н а  знайти в [1].

1 +  А М  т ( т )

1 +  А М  т ( т )  ’
к

З   ̂Е і0_к-
А

і= і
Н—і к—п

3   ̂а^  Е і9к—п—і I ( к 1, к );
п=і і= і
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Рк (т )
А

1  +  А М  т (т )

Н— 1 Н—п

У   ̂К г к—і +
і=1

+ р к Рк-г )  - ^ 2  а п ^  К А  0_к—п—і +
п= 1 г=1

+РкРк -п - г )  +  Р к а ^  ( к =  к + 1 , т );

рт+1 (т )
А

1 +  А М  т (т ) У  у К іО.т+1-
г=1

Н 1 Н п

У  ; ап У  ] К іЦ_т+1—п—і +  р т+1 ат+1

М  Тт+1 (т )  =  ^ 2  Пгдт+1_
г=1

Н- 1 Н- п

-  ап
п=1 г=1

( 10)

ап К ібт+1 —

З вищенаведеного та очевидної рівності

Н Н—1 Н-п

ап
п= 1 г=1

У  ^Кг У  ^ап У  ^Кг ^  ^КгаН+ 1—г
г=1г=1

одержимо таке твердження.
Т е о р е м а  3. Середні значення випадко

вих величин тпЪ(т ) ,  тъ(т )  і ймовірність об
слуговування замовлень Р ^ ( т )  для систе
ми М { / С ^1п/1 /т визначаються за форму
лами:

ап
п=1 і=1

Очевидно, що ті доданки у  правій части
ні співвідношення (9), які містять співмнож
ники ат, , ап або ат +1, відповідають пе
ріоду блокування вхідного потоку, але ли 
ше тій його частині, яка починалась від мо
менту ї  початку обслуговування чергового 
замовлення, для  якого виконувалась умова 
£ ( ї )  >  к. Тому, щоб отримати з (9) форму
лу  для  середньої тривалості тої частини пе
ріоду зайнятості, коли відбувається блоку
вання вхідного потоку (позначимо ї ї  через 
ть ( т ) ), треба до вказаної суми додати вираз

М  тпЪ(т )  =  т 1 ^ 2  К гаН+ 1—'і
і=1 ( 1 1 )

- М  Тт+ 1 (т ) ;

М  тъ(т) =  ^ 2  К  А  &тРт—і +
і=1

т— 1 Н— 1 Н— п

+  ^  азРз—і )  - 2̂ ап ^  К і Х
3=Н+1 '  п=1 і=1

т— 1
’трт—п—і +  У  ЛJ а3рз—п—і\ +  

3=Н+1
х а

( 1 2 )

+  У   ̂ ап ап +  ат+1 ат+1 +  
п=Н+1

+ М  Тт+ 1 ( т );

1 +  А М  тпъ (т )
Psv (т )

1 +  А М  т (т )
(13)

який входить у  чисельник формули для  
ймовірності рт+ 1 (т )  і відтворює середню 
тривалість тої частини періоду зайнятості, 
коли вхідний потік заблоковано через пере
вищення кількості замовлень у  системі чи
сла т , і відбувається дообслуговування за
мовлення, в момент ї  початку обслуговува
ння якого виконувалась умова ^ ( ї )  <  к. У  
той же час, вираз ( 10) необхідно відняти від 
суми тих доданків правої частини формули 
(9), які не містять співмножників ат, а і , ап 
або ат+ 1 , щоб отримати середню тривалість 
тої частини періоду зайнятості, коли відсу
тнє блокування вхідного потоку (позначимо 
ї ї  через тпЪ( т ) ).

Розглянемо систему М^/О^Гп /1, для  якої 
відсутня умова обмеженості довжини чер
ги, тобто т  =  ж .  На практиці к ількість 
режимів обслуговування не може бути не
скінченною, тому накладемо обмеження на 
кількість різних функцій О п (х ) ,  задавши їх 
у  вигляді

С п (х )  =  ^ 2  Ьпз С  пі (х )
3=1

(п  =  к +  1 , к — 1);

И

С п іх )  =  С ^ х )  =  £  к і  С і  (х )
3=1

(п  >  к).

(14)
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Отже, для  к — к — 1 одержимо рівності Д ° в ед ен н я. Враховуючи  щ°  згідно з
^  означенням послідовності ймовірностей {Р і }

&к =  1 +  (к + 1 — Е)к'Н- (15) (і — — 1)

У ( і + 1)р і Р,
і = - і

одержимо

Поклавши т  ^  ж  у  співвідношеннях 
(11)—(13) і врахувавши (15), отримаємо та
ке твердження.

Т е о р е м а  4. Середні значення випадко
вих величин тпЬ(ж ),  ть(ж ) ,  т(ж )  і ймовір
ність обслуговування замовлень Р 8у(ж )  для
системи  М ?/0 ^г /1 визначаються за фор- ^  Гі1

п/ п/ * 1 Використовуючи рівність з [1]

У  (і +  1)Рі =  У  (0 +  1)Р3 =  У 1
і = - і

з -  Рз =  Р.
3=0 3=0

мулами:

М  тпь(то) =  т і  ^  Еіан+і—і;
і=і

Н / Н— і

М  ть(то) =  £ Е і ( £  а3Рз—і +  
і= і \;=Н+і

о

+ У  р3—і{  Д —і +  (0 +  1 — У н )  )  —
з=Н

Н—і Н—п / Н—і

— ап Е і  Е ̂ 3 р3—п—і +
п=і і= і У'=Н+і

о

+ У  рз—п—і {а'Н—і + (0 + 1 — У н) ) +
3=Н 

Н- і

і ^  ^пап +  ^  ] ап (а'н—і + (п  + 1 — к )н н );
п=Н+ і п=Н

М  т (ж )  — М  тпь (ж ) +  М  ть (ж );

У  Е рк-і  =  Е к — 1,
і=1

знаходимо

к к- і  к - 1 к—і

У  Е і У  р  =  У  У  К ірн—і —і =
і=1 3=0 і=0 і=1

к— 1 к

=  У  (Е К—3 — 1) =  У  Е і — к -
і =0 і=1

Л ем у доведено. □
Л е м а  2. Середні тривалості періо

дів зайнятості систем М ((/ 0 ^Гп/1 /т та 
МК/Оегп/1 визначаються за формулами

, к

М  т ( т )  =  М  т (ж )  — к к \ ^ ^  Е

х

т о ) — нн і 2_^ Е іХ
чі=і 

Н— і Н— п

"  XУ  Р 3 — у  ° ^ у  Е

Р бу (^^)
1 +  А М  тпь(то) 

1 +  А М  т(то )

3 п
3= т + і—і п=і і=і

сю сю
(16) X У  Р3 +  У  (п  — т  — 1)ап );

3= т + і— п—і п =т+2
4. Д о с л ід ж е н н я  з а л е ж н о с т е й  М  т ( т )

в ід  п а р а м етр ів  т  і Ь. Нагадаємо оз- М  т (ж )  =  Ь1Н'н +  (т 1 — кн ( 1  — рУ) х

(18)

начення деяких сталих, наведені в [1]:

Ж

р =  А т 1Ь1, Ь1 =  пап <  ж .
п=1

Л е м а  1. Д л я  послідовностей { р і },  { Е і }, 
введених в [1], виконуються такі співвідно
шення:

ж к к—і к

У  Рз =  р; У  Е і У  Рз =  У  Е і — к ■ (17)
3=0 і=1 3=0 і=1

х Е іаН+і—і +
і= і

(19)Н— 1 / н

+  У  (кз — У  У  Е ірз
3=К+1 М=1

Н—1 Н—п

— ^   ̂ап >   ̂Е ірі —п—і +  аз 
п=1 і=1

Д о в е д е н н я . Д ля  відшукання М  т ( т )  
використаємо співвідношення (9), в якому
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ак д ля  к >  к — 1 виразимо за формулою (15). ретворень виразу 
Враховуючи рівності (17), п ісля нескладних н_ 
перетворень отримаємо

т- 1
(т  +  1  — к ) Рт- і  +  ^ 2 и  +  1  — к ) р ,

3=Н
Ж Ж

=  12 Р  — 12 Р
3=Н—і і= т+ 1-і

3-і

і=1

Н—1—і Ж

р— 12 рз — 12 рз ;
3=0 3=т+1—і

т -  1

^ 2 К і (  (т  +  1  — к )Рт- і  + ^ 2 (І  +  1
3=Н

\ Н / Н—і

— к)Р і - і )  =  ^  К і\ р — 1 2

Ж 

£

3=Н 
Н—і

р — 1 2  Рз
у і=1 4 3=0

Н— 1 ж

■ X !  р3 — і — Р3 —
3=Н+1 3=т+1

Н / 1г— 1

+  ^  р — 1 — 12 
і=1 '  3=Н+1

1 .̂ р3—г І >
3=т+1

к +

У   ̂ апап +  ат+ 1а т+1 
п=Н+1

'Н—1
=  ^  апОп +  аН—1 аН+

п=Н+1

+ ^ Н ^ 1 2 (п  +  1  — к )ап +  (т  +  2 — к ) ат+2^ ; 
п=Н

т

^  ^(п +  1 — к)ап +  (т  +  2 — Н)ат+1 =  Ь1 —
п=Н

ж Н

— У  ] (п  — т  — 1)ап У  ] пап — каН+1 —
п=т+2 п=1

Н—1
— ^   ̂ (п  — к )аа — ( к — к — 1 ')аі

п=Н+1

Н— п т— 1

^ 2  Д Л  (т + 1  — к )рт—п—і +  ̂ 2 и  +  1  — к )р3—п—і )  

і= 1 К 3=Н ;і=1

знайдемо

Н

М  т(т) =  т  — рн(1 — р ) ) 5 2  Р а Н + 1—і +
і=1

/ Н—1 Н / Н—1

+ № н [ к — 1 2 ( к — п)ап — 1 2 Д і \ 1 2  р3—і +
1  п= 1 і=1 ' 3=Н+1
ж \ Н—1 Н—п / Н—1

+  1 2  р —і )  +  1 2  ап 1 2  М і 2  р3—п—і +
3=т+1 '  п=1 і=1 ' 3=Н+1

+

п= 1 і=1
ж

+  Ь1 — ^   ̂ (п  — т  — 1 )ап—

( 20 )

р3—п—і
3=т+ 1 / п=т+2

Н 1г— 1

У  ] пап — каН+1 У  ] (п  — к ) ап —
п=1 п=Н+1 

Н / Н— 1

—(к — к — 1) а'Н \ +  ^ 2  Д і [ 1 2  а3р3—і +
'  і=1 3=н+1

\ Н—1 Н—п / Н—1

+ а'Н—1рН—і ) — 5 ]  ° п ! 2  щ  1 2  а3 р3—п—і +
'  п=1 і=1 13=Н+1

\ к—1
+ ан—1рн—п—і )  + 12 ° п ап +  ан—1Ч -

п=Н+1

Звідси, враховуючи, що

Н— 1 Н

к — ^ 2  (к  — п )ап =  к — ^ 2  (к  — п)п)  ап =
п=1 п=1

кан+1 +  'у2 пап
п=1

к—1 к—1
"У2  (п  — к)ап +  (к  — к — 1 )ан =  ^  ап,

п=Н+1 п=Н+1
к—1 к—1

12 а3р3 +  аН—1рН = 12 к3р3,
3=Н+1 3=Н+1

Н- отримаємо ф ормулу (18), а після переходу в 
ній до границі при т  ^  ж  — співвідношен- 

П ісля аналогічних до виконаних у  (20) пе- ня (19). Л ем у доведено. □
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Т е о р е м а  5. Д л я  системи обслуговуван
ня М^/О^Гп / 1 /т середня тривалість періо
ду зайнятості  М  т(т) зростає як функція 
параметра т .

Д о в е д е н н я . З формули (18) бачимо, що 
твердження теореми випливає з нерівності

Н ж Н— 1 Н—п ж

1 2 я  ̂ 1 2  р3 — £  ап 1 2  Д і 1 2  р3+
і=1 3=т+1—і п=1 і=1 3=т+1—п—і

ж

+  12 (п  — т  — 1 )ап >  0.
п=т+2

Доведемо її. Маємо:

Н ж Н— 1 Н— п

£ Ді 12 р3 — 12 а п12 Яі  х
і=1 3=т+1—і п= 1 і=1

ж Н ж

х 12 р3 =  ан £  Д і 12 р3 +
3=т+1—п—і і= 1 3=т+1—і
Н— 1 Н ж Н— п

+ 12ап [12 Ді  12 р3 — 12 Яі  х
п= 1 х і=1 3=т+1—і і=1

ж \ Н ж

х 1 2  3  =  ан і 2 Д і 1 2  р3+
3=т+ 1—п—і х і=1 3=т+1—і

Н— 1 п ж

+ 1 2 а^ ^ У ^ Ді 1 2  р3+
п=1 х і= 1 3=т+1—і

Н— п ж

+ 12( д п + і — Д і ) 12 р2 >  0
і= 1 3=т+1—п—і '

оскільки Я п + 1—Я п >  °  д ля  всіх натуральних 
значень п . Теорему доведено. □

Т е о р е м а  6 . А )  Якщо для системи обслу
говування М^/О^Гп/1 /т виконуються умо
ви

р 3 — р Н <  0 (І  =  к +  2 , Т  — 1);

р Н+ 1 — >  0;

т 1 — ЯН( 1  — Р) <  0  (24)
то М  т(т) спадає як функція параметра к.

Б )  Якщо для системи обслуговування 
М ^/О & п/1  виконуються умови  ( 21) і нерів
ність

т 1 — цн(1 — р) >  °, (25)

то М  т (ж )  зростає як функція парамет
ра к. Якщо ж  виконуються умови  (23), 
(24), то  М  т (ж )  не зростає як функція па
раметра к .

Д о в е д е н н я . А )  Позначимо через 
М  тн+ 1 (т )  значення правої частини (18) 
п ісля заміни к на к +  1. Тоді з (18), (19) 
одержимо

М  тн+ 1 (т )  — М  т (т )  =  (^т1 — ЯН(у 1 —

ж \ Н— 1

—р +  1 2  3  + 1 2  ( я 3 — ЯН)х
3=т—Н 3=Н+2

х р 3—н—̂  (^Ян+1 — 1 2  Д іан+1—2̂  — (26)

Н

—(р Н+ 1 — ^  £  К грН+1
' і=1

Н— 1 Н— п 

— ап
п= 1 і=1

ап К іРН+1—п—і + аН+1

Оскільки

Я3 — я н >  0 (І  =  к +  2 , к — 1); ( 2 1 )

ЯН+ 1 — <  0;

т 1 — Я н (  1  — р +  £  р^  >  0  (22)
'  3=т—1 '

то М  т(т) зростає як функція параметра 
к для к =  2, т  — 1. Якщо ж  виконуються  
умови

Н Н

К н+1 У  ", К гаН+ 1—г >  0і 1 2  К іРн+ 1—і —
і=1 і=1

Н— 1 Н— п

- 1 2  ап 1 2  К іРН+1—п—і +  аН+1 >  0, 
п=1 і=1

то при виконанні умов ( 21), ( 22)

М тН+ 1 (т )  -  М т (т )  >  (^т1 -  Ян(^ 1 -

р +  р2 ) ( к н+1 - 12 К іаН+ 1—г і  > °
3=т—1 і=1

(23)

а при виконанні умов (23), (24)

М  тН+ 1 (т )  -  М  т (т )  <  ( т  -  Ц~Н( 1 -

- Р ) ) ( К Н+1 -  1 2  К іаН+1—і\ <  °
'  і= 1 '
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тому перша частина теореми доведена. Т е о р е м а  7. А )  Д л я  системи обслугову- 
Б ) З (26) отримуємо: при виконанні умов вання М ^/СГь+1 /1 імовірність обслугову

вання замовлень Р 8у (то ) зростає як фун
кція параметра к .

Б )  Якщо аі =  1 (розглядається систе
ма обслуговування М ь/ 0 Гь+1 /1/ т ) ,  то при 
виконанні умови

1 +  А Ен (т і  — нн+і) >  0 (28)

імовірність обслуговування замовлень 
Р 8у ( т )  зростає як функція параметра т,  і 
не зростає при виконанні протилежно ї  до 
(28) нерівності

(21), (25

М  тн+і(то) — М  т(то ) >  ( т і  — Нн(1 —

—Р ) ) ( Е Н+і — Е іаН+і—і І >  0
і=і

а при виконанні умов (23), (24)

М  тн+і (то ) — М  т(то ) <  ( т і  — Нн(1 —

— Р) ) ( ^ Е Н+і — Е іаН+і—̂  <  0.
1 +  А Е Н( т і — Нн+і) <  0. (29)

Теорему доведено. □

Припустимо, що к =  к + 1 .  Тоді рівності
(14) матимуть вигляд

гь+1
С п (х ) «Н + і (х ) ^  ( ЬН+і,3&Н+і,3(х ) (27)

3=і (27)

(п >  к +  1) ,

тобто для  п >  к +  1 всі функції роз
поділу О п(х )  однакові. Систему обслуго
вування, яка є частковим випадком си
стеми М^/Оегп/1/ т  з функціями О п (х ) 
(п  >  к + 1 )  вигляду (27), позначимо через 
М £/СГь+ і/1/ т .

Д ля  систем обслуговування

М Ь/Сгь+і/1 /т  і М Ь/Сгь+і/1 умови (21) 
і (23) виконуються автоматично, тому з
теореми 6 випливає таке твердження.

Н а с л ід о к . А )  Якщо для системи обслу
говування М^/0 Гь+1 /1/ т  виконується умо
ва (22), то М  т( т )  зростає як функція па
раметра к для к =  2, т  — 1. Якщо ж  вико
нується умова (24), то М  т( т )  спадає як 
функція параметра к.

Б )  Якщо для системи обслуговування 
М ^/0Гь+1 /1 виконується умова (25), то 
М  т( то) зростає як функція параметра к. 
Якщо ж  виконується протилежна нерів
ність  (24), то  М  т(то ) не зростає як фун
кція параметра к .

5. Д о с л ід ж е н н я  з а л е ж н о с т е й  ім о в ір 
н о ст і о б с л у го в у в а н н я  в ід  п а р а м етр ів  
т  і Б.

Д о в е д е н н я . А ) Д ля  системи М^/Огь+1 /1 
співвідношення (16) можна записати у  ви
гляді

Рву(то)

1 +  А т і  ЕіаН+і—і
________ і= і_________

1 +  А М  т (то )
де

М  т (то ) =  ЬіНН+і +  ( т і  —

нН+і(1 р )) Е іаН+і—і.

(30)

(31)  І
і=і

Позначимо через Р 8у(к+1) (ж )  значення пра
вої частини (30) п ісля заміни Н на Н +  1. За 
допомогою (30), (31) отримаємо

(Рет(л+1) (ж )  — Р в у (ж )) (1 +  А М  т (ж ) )  х 

х  (1 +  А М  тк+1 (ж ) )  =
Н+1 \

1 +  А т 1 Е  Е іа н+ 2—Л  (1 +  А М  т (ж ) )  —
і=1 '

1 +  А т 1 Е  Е іаН+ 1—і\ х
і= і

х ( 1 +  А М т Н+і(т о )) =  (1 — р ) АНН+і(уЕ н+і —

— Е іаН+і—Л  +  
і= і '

Н+і /

+  А 2 т і Е іаН+2—і і  ЬіНН+і +
і= і ''

Н ^
+  (т і — НН+і(1 — Р ^ ^ 2  Е іаН+і—і )

і=і /
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А т 1  У  К г а Н + 1 —А  Ъ ^ н +1  +  (т 1 -  

г=1  А

Н+1 \
— Р н + 1 (1 -  Р ) ^ У  '  К г а Н + 2 —г \ =

г=1  '

А р Н+1\ К Н+1 ^  ̂К і а Н + 1 —і ) > °

Н—1

К НРт+ 1—Н -  Е  К іР т—і\ ^  +  
г=1 '

+ А М  т (т )  -  Арн+ 1 Рпит ( т ) )  =

г=1

Н—1 

К НРт+1—Н -  £  К іР т —і ) X 
і=1 

X (Ч +  АКН(т 1 -  РН+ 1 ) )  ■ 

Н—1
Оскільки К НРт+ 1—Н -  ^  К гР т—г >  0, то знак

г=1
що й доводить першу частину теореми.

Б ) У  випадку, коли замовлення надхо
дять по одному, тобто а 1 =  1 , д ля  системи різниці Р зу (т  + ^  — Р бу (т )  збігається зі зна' 
М ь/С Гь+1 /1/т зі співвідношень (13), (18) і ком виразу 1 +  \Д н(т 1 — Ян+1 ̂  тому харак
(31) одержимо

Psv(m ) (1 +  А М  т ( т ) )  =

=  1  +  А ( ( т 1 -  Я_т+ 1—Н)К Н +
(32)

Н—1

+  У   ̂К iQm—̂
і=1

М  т(т) =  т  -  Рн+ 1 ( 1  -  р ) )  К н +  
/

+ Р н + Л  1  -  Рз+
3=т+1—Н

Н—1

+  У  у К і Рт—і
і=1

тер монотонності Р 8У(т )  визначається умо
вами (28) і (29). Теорему доведено. □

6 . П р и к л а д и  о б ч и с л е н н я  стац іон ар 
н и х  х а р а к тер и сти к . Позначимо через 
Р ьз(ж )  імовірність втрати замовлення для  
системи М ^/ОГь+1 /1, тоді

Р ьв (ж ) =  1 — Р 8у (^ о ). (35)

Позначимо праву частину формули (32) че
рез Р пит( т ) .  Якщ о а 1 =  1, то з означень 
послідовностей дг, Р г [1] можна вивести такі 
співвідношення

АЯг =  Р г ( г >  0 ) . (34)

За допомогою (32 )-(34 ) отримаємо

Р пит( т  +  ^  Р пит( т )  К НРт + 1 —Н

Н—1

У  К іРт —г ; М  т(т +  1) -  М  т(т) =
і = 1

р Н + 1 І К НРт + 1 —Н У  ;  К ф т —г \  ;
Х  і = 1  '

(P sv (m  + 1 )  -  P s v ( m ) ) ( l  +  А М  т(т))  X 

X ( 1 +  А М  т(т +  1)) =  (Р п и т (т  +  1 ) -  

-Рпит ( т ) )  (1 +  А М  т(т))  -  АРпит(т) X 

X (М  т(т + 1 )  -  М  т(т))  =

Припустимо, що час обслуговування ос
новного режиму (функція розподілу Р ( х ) )  
розподілений за законом Ерланга другого 
порядку з параметром р ( т 1 =  2/р). Д ля

(33) системи М^/0 Гь+1 / 1  розглянемо випадки: 
а 1 =  0, 75, а2 =  0, 25 (замовлення прибува
ють по одному і по двоє, п р и к л а д  1); а 1 =  1 
(замовлення надходять по одному, п р и к л а д  
2). Нехай А =  2, р =  3 і д ля  п >  к + 1

О п (х )  Сн+ 1 ( х  У   ̂Ьн+1,3Сн+ 1,3(х ) ,  (36)
3=1

де

ьн+1,1 =  0 , 5; Ьн+1,2 =  0, 3; Ьн+1 ,з =  0 , 2;

а функції розподілу часу обслуговування 
Сн+ 1 ,3 (х )  ( і  =  1, 3) задають рівномірні
розподіли на проміжках [0; 0,4], [0; 0,5] і 
[0; 0, 25] відповідно. Отже, для  п >  к + 1  з 
(36) одержимо

С п (х )  =  

0 ,

2, 65х,

1, 85х +  0, 2,

0, 6х  +  0, 7,

1 ,

Сн+ 1 ( х )  =

х  <  0 ;

0 <  х  <  0, 25;

0, 25 <  х  <  0, 4; 

0, 4 <  х  <  0, 5; 

х  0, 5.

(37)
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А ле  явний вигляд (37) функції розподілу 
G h + i (x )  часу обслуговування для  післяпо- 
рогового режиму не впливає на результа
ти обчислення M  т(то ) і P l s (to ),  адже для  
n >  h + 1  з (36) маємо: 

з

Рn Р h+1 ( bh+ 1 ,jPh+ 1 ,j 0 , 2.
j =1

Результати обчислення стаціонарних харак
теристик M  т(то ) і P l s (to ) ,  одержані д ля  да
них прикладів 1 і 2 з використанням фор
мул (31), (30) і (35), наведено в таблицях 1 
і 2 відповідно. Д ля  порівняння в цих табли
цях записані також значення P l s (to ),  отри
мані за допомогою системи імітаційного мо
делювання GPSS W orld [10, 11] д ля  зна
чень часу роботи системи обслуговування 
t =  105 (табл. 1) і t =  3 • 105 (табл. 2). Про
грами GPSS World, які використовувались 
для  розрахунків, наведені в [1]. У  них внесе
ні незначні зміни, зумовлені особливостями 
надходження замовлень (розподіл { а }  та 
виглядом функції розподілу (37).

Таблиця 1. Стаціонарні характеристики системи 
Mh/Grh+1 /1 (приклад 1)

h M  т (то) P l s (to) P l s (to) (GPSS)
1 2,472 0,209 0,205
2 5,645 0,187 0,188
3 10,955 0,176 0,177
4 20,587 0,173 0,173
5 38,203 0,170 0,170
6 70,562 0,168 0,168
7 130,112 0,168 0,168

Таблиця 2. Стаціонарні характеристики системи 
Mh/Grh+i/1 (приклад 2)

h M  т (to) P  l s  (t o ) P l s  (to) (GPSS)
1 2,237 0,141 0,140
2 4,229 0,120 0,120
3 7,190 0,109 0,109
4 11,570 0,102 0,102
5 18,040 0,098 0,098
6 27,595 0,096 0,097
7 41,707 0,094 0,093

Отримані результати підтверджують 
висновки теорем 6 і 7 про характер мо

нотонної залежності М  т(то ) і Р ьз(то ) від 
параметра к . Зростання М  т( то) як функції 
к є наслідком виконання умови (25) теореми 
6. Порівняння даних таблиць 1 і 2 показує, 
що середня тривалість періоду зайнятості 
М  т( то) і ймовірність втрати замовлення 
Р ьз(то ) зменшуються в результаті зниження 
навантаження на систему (навантаження 
більше для  прикладу 1, коли замовлення 
мож уть прибувати й по двоє).

7. П р о  м о ж л и в іс т ь  р о з в ’я за н н я  за 
д ач  о п т и м а л ь н о го  си н тезу . Інформацію 
про характер монотонної залежності ха
рактеристики системи обслуговування від 
одного з параметрів можна використати для  
розв ’язання задачі оптимального синтезу 
системи з заданим значенням цієї характе
ристики. Покажемо це на прикладі ймовір
ності втрати замовлення Р ьз(то ) д ля  систе
ми К ^ + і Д .

Таблиця 3. Розв’язки задач оптимального синтезу 
(Н, Р ьз(то)) для даних прикладу 1

Po 0,175 0,180 0,185 0,190 0,195 0,200
h* 4 3 3 2 2 2

Таблиця 4. Розв’язки задач оптимального синтезу 
(Н, Р ьз(ж )) для даних прикладу 2

Po 0,095 0,100 0,105 0,110 0,115 0,120
h* 7 5 4 3 3 2

Сформулюємо задачу оптимально
го синтезу, яку називатимемо задачею 
(Н, Р ьз ( ж ) ):  для фіксованих значень пара
метрів А, т 1} ц к+ 1 і аі ( і  — 1) знайти таке 
найменше значення порога Н, при якому 
Р ьз(ж )  не перевищує заданого значення Р 0. 
З теореми 7 і формули (35) випливає, що 
Р ьз(ж )  спадає як функція параметра Н. То
му, очевидно, що розв ’язок сформульованої 
задачі визначається за алгоритмом

Н* = ш іп  {  Н Є N  : Р ьд к )(ж ) <  Р0 }, (38)

де Р ьз(к )(ж ) =  Р ьз(ж )  для  конкретного зна
чення Н. Д ля  реалізації алгоритму (38) до
сить мати значення Р ьз(ж )  д ля  різних Н, та
кі як, наприклад, наведені в таблицях 1 і 2.
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Р озв ’язки задач (к, Р ьз(т о )) д ля  даних 
прикладів 1 і 2, отримані за допомогою таб
лиць 1 і 2, наведені в таблицях 3 і 4 відпо
відно.

Розглянемо задачу оптимального синте
зу для  системи М^/0 Гь+1 /1, розв ’язок якої 
можна знайти в явному вигляді. Називати
мемо ї ї  задачею (рн+ 1 , Р ь э (^ ) )  і сформулю
ємо так: для фіксованих значень параметрів 
А, т 1 , к і а  ( і  >  1) знайти таке найбіль
ше значення середнього часу обслуговуван
ня р н+ 1 післяпорогового режиму, при якому 
ймовірність втрати замовлення Р ьз(то ) не 
перевищує заданого значення Р 0.

Т е о р е м а  8 . Якщо  0 <  Р 0 <  1, то 
р о з в ’язок задачі (р н+ 1 , Р ь э (^ ) )  для системи 
обслуговування М^/0 Гь+1 / 1  визначається у 
вигляді

* _
р н+і =

Р 0 [ 1  +  A m i Y ,  R iah+i- i  
І=1

А(1 — Ро)\ Ьі — (1 — р )^ 2  К і аь,+і-',
V і=і

(39)
Д о в е д е н н я . Користуючись співвідноше

ннями (30), (31) і (35), записуємо нерівність 
Р ьз(то ) <  Р 0 і розв ’язуємо ї ї  відносно ІІИ+1- 
Отримуємо

kh+i  <

Р 0 [ 1 +  A m i Y ,  Riah+i -
i=i

A(1 — p o ) l  bi — (1 — p ) ^ 2  R iah+i- i
i=i

Оскільки

h

bi — (1 — р ) У  ] R iah+ i- i
i=i

то теорему доведено. □

M  г ъ (ж )

k h+l
>  0 ,

Розв ’язки задач оптимального синтезу 
( k h+ i , P LSM ) ,  отримані за формулою (39) 
д ля  даних прикладу 1, наведені в таблиці 5.
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Таблиця 5. Розв’язки задач оптимального синтезу 
(щ+і,  Р ь в М ) для даних прикладу 1 (Н =  5)

Ро 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

Ph+l 0,051 0,109 0,172 0,244 0,326
Ро 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50
*

ph+1 0,419 0,526 0,651 0,800 0,977
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