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В даній праці вивчається поведінка осцилюючих інтегралів, які визначаються при розв’я
зуванні задачі Коші та багатоточкових задач для параболічних псевдодиференціальних рів
нянь з негладкими символами.

The behavk>r of oscUlating rntegrals іб berng Invention by virtue of solvabUhy Cauchy 
problem and many-pornted problems for the parabohc pseudodifferential equations whh non
smooth symbols are stud!ed.

Параболічні псевдодиференціальні рівня
ння (П П Д Р ) введені С.Д. Ейдельманом і 
Я .М . Дрінем на початку 70-х років і ними 
проведені перші дослідження задачі Кош і 
для  таких рівнянь [1-5]. Приклад задачі К о 
ші, наведений в [6]

du(t ,  x )  

dt
+  A iu ( t ,  x )  =  0,

t >  0 ,x  є  R™ ,u(0,x) =  u0( x ) , x  є  R™,

де A i -  псевдодиференціальна операція 
(П Д О ) із символом ai =  |£|, £ є  R™ пока
зує, що ядро Пуассона

G (t ,  x )  =
пп/2

Ч
t ( t2+\x\2) - ^ , t >  0 , x  є  R™

( 1)
є степеневою функцією на відміну від експо
ненціальної у  випадку рівняння теплопро
відності (де замість а\ є гладкий символ 
а2 =  |£|2, що відповідає операторові Л ап ла
са). Функція О  із (1) зображається через 
осцилюючий інтеграл

О\(х )  =  !  в х р [ і ( - , г )  - І - \ \ в 1- , г  =  , (2)

який безпосередньо підраховується. К ласи
чні степеневі оцінки осцилюючих інтегралів 
вигляду ( 2), де замість |-| покладено одно
рідну степеня у  функцію Л 1  ( - ) ,  -  Є R n, не- 
гладку при -  =  0, отримано при р >  1  у
[7] і при р >  1, п  = 1  в [8]. Д ля  такого 
символа фундаментальний розв’язок задачі

Кош і обчислюється за допомогою перетво
рення Ф у р ’є і набуває вигляду (2). М .В. Фе- 
дорюком [9] при 7 >  1 встановлена точна 
асимптотика осцилюючого інтеграла вигля
ду ( 2), яка є степеневою, а не експоненціаль
ною, як для  диференціальних рівнянь.

А.Н . Кочубей при природних умовах 
однорідності степеня 7 >  1 по а та глад
кості, накладених на символ а ( р , в ; а)  в [10, 
стор. 915] доводить точні степеневі оцінки 
осцилюючих інтегралів

( г , р , в ) =  J  (а )  е х р { ї ( г ,  а ) - а ( гр, в ; а)}в.а,

(3)
де V -  ц іле невід’ємне число, Р и (а )  -  одно
рідний поліном степеня V , р >  0, в  Є R n -  
параметри, або Р и(а )  -  однорідна функція 
степеня V =  а  >  0,

Леа(р, в;  а )  >  а0 >  0 ,а  Є R n, ї  Є [0, Т ], |а| =  1,

(4)
а(р, в ; а)  має N  >  2п +  V +  [7 ] неперервних 
похідних по а при а =  0, причому

^ ф р ©  а ) І <  См ІаІ^- ІХІ,р >  1, (5)

які узгодж ую ться з асимптотикою М .В. Фе- 
дорюка із [9] і набувають вигляду

ф Ф , р ; в )І <  С (1 +  И ) -(п+ ©  (6)

де 7 і =  7 +  V, якщо V >  0 -  ціле, і 71 =  
ш іп {7 , V} ,  якщо V =  а >  0 -  неціле, стала 
С  не залеж ить від р, в . При цьому Р и(а ) 
задовольняє умову (5).
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Д ля  доведення оцінки (6) інтеграла (3) в
[10] використовується розклад є -  =  1 — ї  +  
і 2к ( ї ) ,  де к ( ї )  =  г - 2 (е - і  — 1 +  ї ) ,  перетво
рення Ф у р ’є однорідних функцій із бфМ”-), 
розклад однорідної функції аи( р , в ; о )  =
Р и ( о ) а ( р , в ; о )  в ряд за сферичними гармо
ніками і формули для  перетворення Ф ур ’є 
сферичних гармонік із [11].

У  працях [12-14] результати з [10], які вір
ні, фактично, для  д >  1/2, розповсюджую
ться на випадок систем П П Д Р  з негладкими 
символами, а у  праці [14, стор. 389] резуль
тати для  систем П П Д Р  розповсюджуються 
на випадок р >  1/к, де к Є N  коли точка 
негладкості матричного символа о  =  0 зм і
щується у  фіксовану точку о  =  к =  0. Умова 
скінченної гладкості символа в [14] замінена 
умовою його нескінченної гладкості.

Зауважимо, що у  працях [12, 13] розгля
дається випадок у  >  1 і припускається скін
ченна гладкість по о  при о  =  0 матричного 
символа. Якщ о у  [14] розглянути д >  >  0
(відгородити від нуля), то результат буде 
вірний для  скінченної гладкості символа. В 
даній праці доводиться оцінка (6) д ля  р >  0 і 
при цьому зберігаються усі доданки розкла
ду є -  в степеневий ряд. Тоді д ля  збіжності 
відповідного ряду (див. ряд (16) із [10]) тре
ба вимагати нескінченної гладкості матри
чного символа по о  при о  =  0 .

З в ’я з о к  м іж  г л а д к іс т ю  ф у н к ц ії  і 
ш в и д к іс т ю  з б іж н о с т і ї ї  р я д у  Ф у р ’ є- 
Л а п л а с а

Нехай 0 <  т  <  + то , 1 <  р <
(п  +  т  — 2 ) (п  +  т  — 3)!

dn(m),  dn (m) =

тобто dn(m )  C m n 2

повна в Ь 2 (Зп- 1 ). Д ля  функції / Є Ь 2 (Зп- 1 ) 
побудуємо ряд за повною ортонормованою 
системою Ут^(о ) :

го Лп (т)

/ (о )  =  ^  X !  /тцУтц(о )  •/ о  Є 8 п-\, (7)
т=0 ^=1

де коефіцієнти розкладу визначаються за 
формулами

f f  (a )Ym^(a)da. (8)

Sn- 1

Ряд  (7) називається рядом Ф у р ’є-Лапласа 
функції f  (а ) .  В ідома теорема Рісса-Фішера 
забезпечує збіж ність цього ряду в середньо- 
квадратичному сенсі. Замість функції f  (а )  
можна розглядати функцію f  (р ,а ) ,  залеж ну 
від параметра р  певним чином.

Нехай а Є R n. Співвідношення Ym(a )  =  
\а\тУт(а ' ) ,  а'  Є Sn - i  вказує на зв ’язок 
м іж  множиною всіх однорідних гармонічних 
многочленів степеня —  та множиною їх  зву
жень на сферу -  сферичних гармонік поряд
ку m .

Відомо, що швидкість спадання коефі
цієнтів Ф у р ’є-Лапласа [8] забезпечується 
гладкістю  функції f  [11, стор. 47-48]. Якщ о 
f  (а )  Є C 2r ( S n - i ) ,  то

M
\ m \ <  — r , (9)m 2r

де M  не залеж ить від m , M  =  
sup \Dx f  (а)\. Відомо також, що

\x\<2n

т ! (п  — 2 )! 
при т  ^  то, де С  

-  стала, залеж на від п, але незалежна від 
т ;  о  Є Бп - 1 (Бп - 1 -  одинична сфера в Мп, 
Ут^ (о )  -  повна ортонормована система сфе
ричних функцій). Відомо [11, теорема 4.3, 
стор. 34], що довільна неперервна функція 
на Бп - 1 може бути рівномірно апроксимо- 
вана скінченними лінійними комбінаціями 
сферичних гармонік. Оскільки неперервні 
функції щ ільні в Ь 2 (Бп - 1 ), то теорема 4.3 із
[11] стверджує, що лінійні комбінації фун
кцій Ут^ (о )  щ ільні в Ь 2 ( в п - 1 ). Тоді ортонор
мована система { Утц} сферичних гармонік

\Ym̂ \ <  Cm<n-2>/2, ( 10)

де С  -  додатна стала.
Якщ о / Є С (Х(Б п - 1 ), то ряд Ф у р ’є- 

Лапласа цієї функції, а також усі продифе- 
ренційовані ряди

го лп (т)

У  У  / т , М  У т Л ° ) ,  ІІ І = 0 , 1 , 2 , . . . ,
т=0 р= 1

збігаються абсолютно й рівномірно до М 1 / . 
Якщ о / Є С го(Бп - 1 ), то ряди

го іі„ (т)

Y  Y  mk
ш=0 1
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збігаються для  довільного к =  0 , 1 , 2 , Очевидно, що +  Ф ( . Якщ о скориста-
Відомо також [11, стор. 49], що перетворе- тися розкладом

ння Ф ур ’є функції ІоІ1 +иУт^ д о р і в н ю є е х р { —а (р , в; о ) }  =  1  +

г  І п+т+~і+У\ у  І _г_
{ — г )т2п+1 +у^п Ч  2 )  УтЛ\*\

г - і Л  \г\п+ ~ +
( 1 1 )

+ Е м )
к=1

к ак (Р  ̂ о )
к!

а ( р , в ; о )  >  а0 >  0 ,

р >  0 ,Р  Є Е п,о  Є Е п,

тоякщо т  — д — V =  0 , —2 , —4 , . . .  (з приво
ду тлумачення однорідної функції ( 11) як 
елемента бф Е”-) див. [15]). В супротивному 
випадку, можливому лише для  скінченної 
кількості значень т , вказане перетворення 
Ф ур ’е -  узагальнена функція, зосереджена де 
в нулі.

В [16, стор. 62] наведена асимптотична 
формула

Г ( г  +  а)

ФІ ( р , в , г  ) =  Фи/  ( р , в , г )  +  

ГО ( —1 ) к 

к=1
+ к!

ф0к( р , р , г ) , г  Є Е п

Г ( г  +  в )

Ф 3  (р , в , г )  =  ]  По( о ) р у(р , в , о ) х

\а\<2

х е х р { і ( г ,  о ) } д о ,  г  Є Е п,

=  г а -в
1

1  +  ~2Р ( а  — в ) ( а  +  в  — 1) +  0 ( г  ) ) ,

— '/-п <  г  <  п,

з якої випливає, що

г  І п+а+т\
Ч  2

г
<  С т 2 ( 1 2 )

К ’к(Р , в , г ) =  j  По( а ) Р у(р , Р , а ) а к(Р , Р ; а ) х

\а\<2
х  е х р { і ( г ,  а ) }да ,  г  Є Е™, к Є N.

Розглянемо спочатку доданок Ф )  і прове
демо його оцінку. Позначимо

™ д
Ь  =  —і\гІ 2 ^ гк

див. також [17, стор. 30, формула (1.66)].
О сн ов н и й  р езульта т . Д ля  простоти ви

кладу розглядається лише скалярний випа
док і старший символ П ДО .

Т ео р ем а . Якщо а ( р , в ; о ) ,  Р и( р , в ; о )  -

к=1 д о і

тоді

Ь ( е х р { і ( г ,  о ) } )  =  е х р { і ( г ,  о ) } .

З одного боку, У М  Є N  маємо, що

нескінченно диференційовні по а при а =  0 ^  (ехр { ї(а , г ) } ) =  е х р { і ( а , г ) } , а 3 другого 
функції, однорідні по а відповідно степеня бокУ> коРистУючись поліноміальною форму- 
р >  0 та V >  0 (якщо V >  0 -  ціле, то лою , ° триимаєм°, що 
Р„ -  однорідний поліном степеня V, р >  0, 
в  Є Е™ -  параметри), а(р,/3; а)  задоволь
няє умови (4), (5), а Р и (р, в ; а )  -  (5), то для 
функці ї (3)  вірною є нерівність ( 6) .

х

Ь *  ( е х р { і ( о , г ) } )  =  ( —і ) *  У - 2*  х  

-  X!

|х|=* Х1! • • 'Хп!

г хР % (е х р { і ( о ,  г ) } ) .

Д о в е д е н н я . Нехай щ ( а )  Є Є ™ (Е п),
По (а )  =  1 при |а| <  1, щ ( а )  =  0 при |а| >  2, Оскільки вираз г х |г\- 2М не залеж ить від а,

а щ ( о )  =  1 — по (о ) .  Тоді

Фк (р , в ; г ) =  Пк р и (р , в ; о ) е х р { і ( г , о ) —

то при потребі, його можна внести під знак 
Р х . Отже, д ля  довільної основної функції

—а(р, в ; о ) } д о ,  к =  0 , 1 .
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р  Є У (Е п), р ( г )  =  0 при \ <  1 

[ Ь 'п(ехр { і ( о , г ) } ) р ( г №  =  ( —і)М ^  С х х
\х\=*
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х Б Х  \г\ 2Мг х ехр { і (а ,  г ) } р ( г ) й г ,

де

За теоремою Фубіні

( Ц  (р,/1, г ) , р )  =  ( - г ) "  ^  С х х

£  Сх =  пк  С  =
|х|=^

Х!

Х і ! ■■■Хг. х

|х|=^

^ х [П1 ( а р (Р, Р, а )  exp { - a ( p , (3; а ) } ]  х

Тому '№п

( ф  (Р , в ; г ) ^  =  ( - г )И ^  С х Пі( а ) х
|х|= ^  і »

х е х р {і (г ,  а ) }й а   ̂\г\ 2Мг х р ( г ) й г .  

Звідси, при \г\ >  1

х Р „ (р , Р , а ) е х р { - а (р , Р ; а ) } £ х 1 J  |^Г х ф і(р ,в ; * )  =  ( - * ) * \г\~2М ^  С ^ х

|х|=^

х г х е х р {і(а , г ) } р ( г )dzJ  Са,

де інтеграл по г  збігається за рахунок ви
бору основної функції р ( г ) :  р ( г )  Є Б (К™) 
і р ( г )  =  0 при \г\ <  1. Враховуючи, що

х у  ° х [Пі( а ) р (р , Р , а ) е х Р { - а (р , р ; а ) } ] х

К"

х е х р {і (г ,  а)}Са.

Останній інтеграл є збіжним для  довіль

ні (а ) =  0 при \а\ <  1, п ісля інтегрування ного N  Є М, тому при \г\ >  1
частинами отримаємо, що

(ф ;(р ,в ; г ) , р )  =  Н ) "  £  С х І  ОХ
ІХІ=^ к„ 

х Р и(р, в,  а )  е х р { - а(р, в ; а ) } х

х (  [  \г\_ 2Мг х ехр{ і (а ,  г ) } р ( г ) С г

Пі( а ) х

С

М 1
\ф1 (р ,в ;  г ) \ <  , М  =  п  +  7 +  и, Ы є  Н,

(13)

де стала С  має порядок п м , бо Сх
|х|=^

йа.

Очевидно, що

Р %[Пі(а )р ( Р, ІЗ, а)  ехр { - а ( р, Р ; а ) } ]  =

=  Р (Р,/3; а ) +  Пі(а )^ х р  (Р , Р , а ) х  

х  е х р { - а(р, в ; а ) } ] ,  

де К ( р , в , а )  =  0 при а є  {\а\ <  1}  и {\а\ >

и м .
Зауважимо, що оцінку (13) можна отри

мати, інтегруючи частинами так, як це зро
блено в [7].

Розглянемо Ф°рк (р, в ,  г ) .  Позначимо через 

Ьик(р, в,  а)  =  Р „ (р , в ;  а )а к( р , в ; а ) функцію, 
яка є однорідною по а степеня V +  к, не
скінченно диференційовною по а при а Є 
К™ \ {0 } .  Тоді

2} ,  бо цей вираз м істить похідні від функції 
Пі (а ), а ПіОх [Ри ( р , в , а ) е х р { - а ( р , в ; а ) } ]  =
0 при \а\ <  1. Том у порядок особливості 
Р Х [ Р и(р, в,  а)  е х р {- а (р ,  в ; а ) } ]  при а =  0 не 
впливає на збіжність інтеграла по а Є К™. С0°(К™), р ( г )  =  0 при \г\ <  1, ф (г )  =  р ( - г ) .  
Отже, при а Є К™ маємо, що для  довільного Розуміючи Ф ’̂к( р , в ;■) як регулярний фун-

фк (р , в , г ) =  ]  По( а ) К к (р , в , а ) х  

І*І<2

х  е х р {і (г ,  а)}Са, г  Є К™, к >  0. 

Розглянемо основну функцію р  Є

є >  0 і \х\ Є N

Б'х [пі ( а ) р и(рр в,  а )  exp { - a ( p , в ; а ) } ]  <

<  С е х р { - є а ( р , в ; а ) } .
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кціонал з простору Б ;(К™), знайдемо, що 

(ф0,к(р , в ; ■), Р )  =  / ( І  По(а )Ь»к (р , в , а ) х
ї »  'ІУ?»



\ г  ( п+1+~(к+у\

х е х р { і ( г , о ) } № о \ ф )№г =  х д ІІік( р , в ) ( —і ) 1 \  2 /  х
у N

=  по(о )Кк(р ,  в,  о ) х
- М  й ,
'■  х ^ п У ^  ,Іо >  ° , к  >  1  ( 15)

х ф(а ) ^  =  !  Ь„к(р , в , а )ф (а ) ^ -  Р яд  (15) апріорі збіжний в сенсі узагаль-
кп нених функцій. Із оцінок (3), (4) випливає

/ його рівномірна збіж ність при ф | =  1. Тому, 
Пг(а)Кк(р,  в , а )ф (а )d а  =  (Ьук(р,в; - ) , Ф ( - ) ) - р и  ф  >  1 , враховуючи (9), ( 10), ( 12) ряд 
Кп по І мажорується таким рядом

-  J  щ(а )Ь„к (p , в , а )d а  J (Ь™ exp{г (а ,z ) } )<p (z )dz ,  Е  І—2т+2п+іук+и—3

Кп Кп і=1

де Ь ук -  перетворення Ф ур ’є Ьук в сенсі уза- збіж ність якого можна забезпечити вибором 
гальнених функцій із ^ (Е ™ ). г  так) що6 2г -  2п -  1 к -  V +  3 >  1. Позна-

Розкладемо функції Ьук(р, в ; ( )  при |£| =  чивши р _  2г -  2п -  7 к -  V +  3, отримаємо 
1 і довільному к Є N  в ряд за сферичними ряд
гармоніками вигляду (7): 1 _  ^ ̂  ) >  1

Ж 51 і=1
Кк(р , в ; С) =  ЕЕ 9ірк (р , в  ) у ір( ( ) . який називається ( -функцією Рімана [18,

і=о іі=і формула 9.522, 1], або

Тоді д ля  всіх а Є Е™, а =  0, к Є N  1 ~  , 1

’ =  ’ <О^ТІТЙ-гЕ<-! )1+11  ■Р >  0•1  -  2 1- р ^  ' ір'
і=1

[18, формула 9.522, 2, стор. 1087]. Оскільки
для  знакозмінного ряду

ір1Г Т ). Ж  , 1
Ч а|'  с ( р ) ^ ( - 1 ) і+ 1 _ , р >  0 ,

Згідно з (11) перетворення Ф ур ’є функції 1= 1
|а|7к+^У ї Л ) дорівнює виконуються всі умови теореми Лейбніца, то

а

го &1
Ьук (р , в ; С) =  Ф Ф ^ ^ ^  дч* (р , в ) х  

1=0 /1= 1

хУ,„ { о

він збіжний і 0 <  с(р)  <  1 , причому при 
р >  1  с (р)  -  абсолютно збіжний ряд, а приГ (™+1+ік+ Л  у  (  Л  Р >  1  С(Р)  -  абсолютно збіжний ряд, а

( _ г)к2™+ік+иПп У 2 )  Н  \*\) ( 14 :) 0 < Р  <  1 -  неабсолютно збіжний, тому
і л [ і —̂ к—а\ |ф|™+1 к+а , 2Р

Н  О  1 < « р )  <  — 2 -

к Є N, І — 7 к — V =  0 , - 2 ,  - 4 , . . . .  В протиле- ~ . п \
Оскільки існує така стала ро >  0 , що р >  

ж ному випадку, можливому лише для  скін- пп ^
.. . , р0 >  1, то існує число с0 >  1  таке, що 2р >

ченної кількості значень І , вказане перетво-
Пл > ж • 2со. Тодірення Ф ур 'є  -  узагальнена функція, зосере- со

джене в нулі. Враховуючи (14), при |z| >  1 1  <  ^ (р) <  Со _  1 .

маємо, що Отже, існує таке число с >  0 , що при

го >  1

г=г0 1= 1  -V -  \г\п+1к+у
Ь к (р в ; г )  =  ‘2а+У + , п 2 х  Ф0 к (р ,в ;  г )  <  Ф+ФФ,, (16)
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де стала с не залеж ить від 7 , V і к. Якщ о
V >  0 -  ціле, то функція Ф^’° Є Б (Е г ). Я кщо
ж  V >  0 -  неціле, то Ф°’° оцінюється так 
як і Ф0’1. Остаточно, враховуючи (16), при

\г\ >  1

Ф ( р - в ; 41 <  |-С°+^ +  к <
\ \ к=1 ■

<  —С° 1-------—---- ,-  \г\п+и \г\п+1 +и ’

якщо V >  0 -  неціле і

\Ф°( р , в ;г)\ <  \гі- <п+1+ '» ,

якщо V >  0 -  ціле. Звідси, враховуючи (13), 
отримаємо (6).

Теорема доведена.

Оцінка (6) використовується для  до
слідження поведінки фундаментальних 
розв ’язків багатоточкових задач [19].
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