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КЛАСИЧНИЙ ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ВИРОДЖЕНОГО
РIВНЯННЯ КОЛМОГОРОВА, КОЕФIЦIЄНТИ ЯКОГО НЕ ЗАЛЕЖАТЬ

ВIД ЗМIННИХ ВИРОДЖЕННЯ

Для виродженого рiвняння Колмогорова з коефiцiєнтами, залежними вiд частини про-
сторових змiнних, побудовано й дослiджено класичний фундаментальний розв’язок задачi
Кошi.

The classical fundamental solution of the Cauchy problem for a degenerate Kolmogorov’s equati-
on with coefficients depend on a part of spatial variables is constructed and investigated.

Вступ
У 1934 р. А.М.Колмогоров [1], узагаль-

нюючи вiдомi на той час моделi броунiв-
ського руху, прийшов до класичного рiвня-
ння дифузiї з iнерцiєю – спецiального ди-
ференцiального рiвняння з частинними по-
хiдними ултрапараболiчного типу. Це рiвня-
ння i його рiзноманiтнi узагальнення вивча-
лись багатьма авторами [2]. Основна увага
при цьому придiлялась побудовi, одержан-
ню точних оцiнок i дослiдженню рiзних вла-
стивостей фундаментального розв’язку за-
дачi Кошi (ФРЗК) за якомога слабших при-
пущень на коефiцiєнти рiвняння. На жаль,
на сьогоднiшнiй час точних результатiв, що
стосуються класичних ФРЗК для виродже-
них рiвнянь Колмогорова з коефiцiєнтами,
залежними вiд усiх змiнних, немає.

У цiй статтi для виродженого рiвняння
Колмогорова, коефiцiєнти якого залежать
лише вiд основних змiнних, за допомогою
методу Левi побудовано класичний ФРЗК та
одержано точнi оцiнки ФРЗК та його похi-
дних. При цьому умови на коефiцiєнти рiв-
няння є такими, як i у випадку невиродже-
них рiвнянь [2].

1. Позначення, припущення та
допомiжнi вiдомостi

Нехай n, n1, n2 – заданi натуральнi числа
такi, що n1 ≥ n2 ≥ 1 i n = n1 + n2 i нехай

m1 := 1/2,m2 := 3/2,M := m1n1 + m2n2. Бу-
демо вважати, що просторова змiнна x ∈ Rn

складається з двох груп змiнних: основної
групи x1 ∈ Rn1 i групи змiнних виродже-
ння x2 ∈ Rn2 , де xj := (xj1, . . . , xjnj

) ∈ Rnj ,
j ∈ {1, 2}, так що x := (x1, x2). Вiдповiдно до
цього мультиiндекс k ∈ Zn

+, записуватимемо
у виглядi k := (k1, k2), де k1 ∈ Zn1

+ , k2 ∈ Zn2
+ .

Будемо користуватися ще такими позначен-
нями: ΠH := {(t, x)| t ∈ H, x ∈ Rn}, Π1

H :=
{(t, x1)| t ∈ H, x1 ∈ Rn1}, якщо H ⊂ R;
∆z

xf(·, x, ·) := f(·, x, ·)− f(·, z, ·),
∆zs

xs
f(·, x, ·) := ∆z(s)

x f(·, x, ·), s ∈ {1, 2},
z(1) := (z1, x2), z(2) := (x1, z2);
X(t) := (X1(t), X2(t)), X1(t) := x1,
X2(t) := x2 + tx̂1, x̂1 := (x11, . . . , x1n2),
Z(s)(t) := X(t)|xs=zs , s ∈ {1, 2}.

Розглядатимемо рiвняння вигляду

Lu(t, x) := (S − A(t, x1, ∂x1))u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

де S := ∂t −
n2∑

j=1

x1j∂x2j
;

A(t, x1, ∂x1) := A0(t, x1, ∂x1) + A1(t, x1, ∂x1);

A0(t, x1, ∂x1) :=

n1∑

j,l=1

ajl(t, x1)∂x1j
∂x1l

;

A1(t, x1, ∂x1) :=

n1∑
j=1

aj(t, x1)∂x1j
+ a0(t, x1).
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Будемо припускати, що коефiцiєнти ajl,aj

i a0 є комплекснозначними функцiями в
Π1

[0,T ], якi задовольняють такi умови:
1) вони є обмеженими й неперервними за

t та iснує така стала δ > 0, що для довiльних
(t, x1)∈Π1

[0,T ] i σ1:=(σ11, . . . , σ1n1)∈Rn1 справ-
джується нерiвнiсть

Re
n1∑

j,l=1

ajl(t, x1)σ1jσ1l ≥ δ|σ1|2; (2)

2) вони є гельдеровими за x1 у такому
сенсi:

∃H > 0 ∃α ∈ (0, 1) ∀{(t, x1), (t, z1)} ⊂
⊂ Π1

[0,T ] : |∆z1
x1

a(t, x1)| ≤ H|x1 − z1|α, (3)

де a – будь-який iз коефiцiєнтiв ajl,aj i a0.
Використовуватимемо такi оцiнюючi

функцiї:

Ej
c (t, zj) := exp{−ct1−2j|zj|2},
t > 0, zj ∈ Rnj , j ∈ {1, 2}; (4)

Ec(t, x, ξ) := E1
c (t,X1(t)− ξ1)×

×E2
c (t,X2(t)− ξ2), t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn; (5)

Fc(t, x, ξ) := exp{−c[(4t)−1|x1 − ξ1|2+
+3t−3|x2 + 2−1t(x̂1 + ξ̂1)− ξ2|2]},

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, (6)

де c > 0.
Наведемо потрiбнi нам властивостi оцi-

нюючих функцiй.
Лема 1. Функцiї (4) – (6) мають такi

властивостi :

Ec(t, x, ξ) ≤ Fc1(t, x, ξ) ≤ Ec2(t, x, ξ),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, 0 < c2 < c1 < c; (7)

t−M

∫

Rn2

Ec(t, x, ξ)dξ2 ≤

≤ Ct−m1n1E1
c (t, x1 − ξ1),

t > 0, x ∈ Rn, x1 ∈ Rn1 ; (8)

t−m1n1

∫

Rn1

E1
c (t, x1 − ξ1)dξ1 = C,

t > 0, x1 ∈ Rn1 ; (9)

t−M

∫

Rn

Ec(t, x, ξ)dξ = C, t > 0, x ∈ Rn; (10)

E1
c (t− β, x1 − λ1)E

1
c (β − τ, λ1 − ξ1) ≤

≤ E1
c (t− τ, x1 − ξ1), 0 ≤ τ < β < t,

{x1, λ1, ξ1} ⊂ Rn1 ; (11)

((t− β)(β − τ))−M

∫

Rn

Ec(t− β, x, λ)×

×Ec(β − τ, λ, ξ)dλ ≤ C(t− τ)−M×
×Ec0(t− τ, x, ξ), 0 ≤ τ < β < t,

{x, ξ} ⊂ Rn; (12)

|x1 − ξ1|αE1
c (t, x1 − ξ1) ≤

≤ Ctm1αE1
c0

(t, x1 − ξ1), t > 0,

{x1, ξ1} ⊂ Rn1 ; (13)

|Xs(t)− ξs|αEc(t, x, ξ) ≤
≤ CtmsαEc0(t, x, ξ), t > 0,

{x, ξ} ⊂ Rn, s ∈ {1, 2}; (14)

Ec(β − τ,X(t− β), ξ) ≤ Ec(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < β < t, {x, ξ} ⊂ Rn; (15)

Ec(β−τ, (λ1, X2(t−β)), ξ)≤E1
c (β−τ, λ1−ξ1)×

×E1
−c(t− β, x1− ξ1)E

2
c/2(t− τ,X2(t− τ)− ξ2),

(t + τ)/2 =: t1 < β < t,

{x, ξ} ⊂ Rn, λ1 ∈ Rn1 , (16)

де C, c i c0 – додатнi сталi, причому c0 < c.
Доведення леми 1. Використовуватимемо
елементарну нерiвнiсть

∀{a, b} ⊂ Rr : |a + b|2 ≥
≥ 2−1|a|2 − |b|2, r ≥ 1. (17)

За допомогою нерiвностi (17) маємо

|X2(t)− ξ2|2 = |(x2 + 2−1t(x̂1 + ξ̂1)− ξ2)+

+(2−1t(x̂1 − ξ̂1))|2 ≥ 2−1|x2 + 2−1t(x̂1 + ξ̂1)−
−ξ2|2−4−1t2|x̂1−ξ̂1|2 ≥ 2−1|x2+2−1t(x̂1+ξ̂1)−

−ξ2|2 − 4−1t2|x1 − ξ1|2,
|x2 + 2−1t(x̂1 + ξ̂1)− ξ2|2 = |(X2(t)− ξ2)−
−2−1t(x̂1 − ξ̂1)|2 ≥ 2−1|X2(t)− ξ2|2−
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−4−1t2|x̂1 − ξ̂1|2 ≥ 2−1|X2(t)− ξ2|2−
−4−1t2|x1 − ξ1|2.

Використовуючи цi нерiвностi, одержуємо

t−1|x1− ξ1|2 + t−3|X2(t)− ξ2|2 ≥ t−1|x1− ξ1|2+

+t−3(2−1|x2 + 2−1t(x̂1 + ξ̂1)− ξ2|2−
−4−1t2|x1 − ξ1|2) = 3(4t)−1|x1 − ξ1|2+

+6−1(3t−3|x2 + 2−1t(x̂1 + ξ̂1)− ξ2|2) ≥ 6−1×
×((4t)−1|x1−ξ1|2+3t−3|x2+2−1t(x̂1+ξ̂1)−ξ2|2),
(4t)−1|x1−ξ1|2+3t−3|x2+2−1t(x̂1+ ξ̂1)−ξ2|2 ≥
≥ (4t)−1|x1− ξ1|2 +4−1|X2(t)− ξ2|2− 8−1t−1×
×|x1 − ξ1|2 ≥ 8−1t−1|x1 − ξ1|2 + |X2(t)− ξ2|2.
Звiдси й випливають нерiвностi (7) з c1 =
c/6, c2 = c/48.

Властивостi (8)–(14) установлено в [2].
Нерiвнiсть (15) справджується, бо

Ec(β − τ, X(t− β)), ξ) =

= exp

{
− c

(
(β − τ)−1|x1 − ξ1|2 + (β − τ)−3×

×|X2(t− β) + (β − τ)x̂1 − ξ2|2
)}

≤

≤ exp

{
− c

(
(t− τ)−1|x1 − ξ1|2 + (t− τ)−3×

×|X2(t− τ)− ξ2|2
)}

= Ec(t− τ, x, ξ).

Подiбно до попереднього за допомогою
нерiвностi (17) маємо

|X2(t− β) + (β − τ)λ̂1 − ξ2|2 =

= |X2(t−β)+(β−τ)λ̂1+(β−τ)x̂1−(β−τ)x̂1−
−ξ2|2 = |X2(t− τ)− ξ2 + (β − τ)(λ̂1 − x̂1)|2 ≥
≥ 2−1|X2(t− τ)− ξ2|2 − (β − τ)2|λ1 − x1|2.
Використовуючи цю оцiнку й те, що для

кожного β ∈ [t1, t] β − τ ≥ t− β, oтримуємо
нерiвнiсть (16). I

2. Властивостi параметриксу

Розглянемо рiвняння

(S − A0(t, y1, ∂x1))u(t, x) = 0,

(t, x) ∈ Π(0,T ], y1 ∈ Rn1 , (18)

з коефiцiєнтами, залежними лише вiд t i па-
раметра y1. За умов 1 i 2 так само, як у [2],
доводиться iснування ФРЗК G(t, x; τ, ξ; y1),
0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 , для
якого справджуються оцiнки

|∂k
x∂l

ξG(t, x; τ, ξ; y1)| ≤

≤ Ckl(t− τ)−M−MklEc(t− τ, x, ξ), (19)

|∆z1
y1

∂k
x∂l

ξG(t, x; τ, ξ; y1)| ≤ Ckl|y1 − z1|α×
×(t− τ)−M−MklEc(t− τ, x, ξ). (20)

У цих оцiнках 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂
Rn, {y1, z1} ⊂ Rn1 , Mkl := m1(|k1| + |l1|) +
m2(|k2| + |l2|), {k, l} ⊂ Zn

+. Зауважимо, що
для G правильнi рiвностi

∫

Rn

G(t, x; τ, ξ; y1)dξ = 1, (21)

∂k
x

∫

Rn

G(t, x; τ, ξ; y1)dξ = 0, (22)

∂k2
x2

∫

Rn
2

G(t, x; τ, ξ; y1)dξ2 = 0, (23)

∂x2j
G(t, x; τ, ξ; y1) =

= −∂ξ2j
G(t, x; τ, ξ; y1), (24)

в яких 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, y1 ∈ Rn1 ,
k ∈ Zn

+ \ {0}, k2 ∈ Zn2
+ , j ∈ {1, . . . , n2}.

За параметрикс для рiвняння (1) вiзьме-
мо функцiю

Z0(t, x; τ, ξ) = G(t, x; τ, ξ; ξ1),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (25)

властивостi якої описуються у наступних ле-
мах.

Лема 2. Нехай для коефiцiєнтiв рiвня-
ння (18) виконуються умови 1 i 2. Тодi є
правильними такi твердження:

|∂k
xZ0(t, x; τ, ξ)| ≤ Ck0(t− τ)−M−Mk0×
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×Ec(t− τ, x, ξ), (26)

|∆zs
xs

∂k
xZ0(t, x; τ, ξ)| ≤ Cks|xs − zs|α0

s×
×(t− τ)−M−Mk0−msα0

sEc(t− τ, x, ξ), (27)
∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

∂k
xZ0(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ Ck(t− τ)−Mk0+m1α, (28)

|∆zs
xs

∫

Rn

∂k
xZ0(t, x; τ, ξ)dξ| ≤

≤ Cks|zs − xs|α0
s(t− τ)−Mk0−msα0

s+m1α, (29)

|SZ0(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1×
×Ec(t− τ, x, ξ), (30)

|∆zs
xs

SZ0(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|α0
s×

×(t− τ)−M−1−msα0
sEc(t− τ, x, ξ), (31)

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

SZ0(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣
≤ C(t− τ)−1+m1α, (32)

∣∣∣∣∣∣
∆zs

xs

∫

Rn

SZ0(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ C|xs − zs|α0
s(t− τ)−1−msα0

s+m1α, (33)

∂x2j

∫

Rn2

Z0(t, x; τ, ξ)dξ2 = 0, (34)

∂x2j
Z0(t, x; τ, ξ) = −∂ξ2j

Z0(t, x; τ, ξ). (35)

Тут k ∈ Zn
+ у (26), (27) i k ∈ Zn

+ \ {0} у
(28), (29), s ∈ {1, 2}, α0

s – довiльне число з
промiжку (0, 1], α – число з умови 2, j ∈
{1, . . . , n2}, 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn,
|xs − zs| ≤ (t− τ)ms .

Зауваження 1. На пiдставi оцiнок (7) в
нерiвностях (26), (27), (30), (31), як i в (19),
(20), замiсть оцiнюючої функцiї Ec можна
брати функцiю Fc.

Далi часто однаковими лiтерами (зде-
бiльшого лiтерою C) позначатимемо рiзнi
сталi, якщо їх величини нас не цiкавлять.

Доведення леми 2. Оцiнки (26) випли-
вають iз оцiнок (19), оцiнки (27) – з оцiнок

(26) за допомогою теореми про середнє зна-
чення i нерiвностi

Ec(t− τ, y(s), ξ) ≤ C1Ec1(t− τ, x, ξ),

c1 ∈ {0, c}, (36)

де y(s) – точка на вiдрiзку прямої, що сполу-
чає точки x i z(s).

Нерiвнiсть (36) легко доводиться з вико-
ристанням нерiвностi (17) та умови |xs −
zs| ≤ (t− τ)ms .

Для доведення оцiнок (28) i (29) викори-
стаємо зображення

∫

Rn

∂k
xZ0(t, x; τ, ξ)dξ =

= −
∫

Rn

∆ξ1
y1

∂k
xG(t, x; τ, ξ; y1)|y1=x1dξ, (37)

яке правильне на пiдставi формули (25) i
рiвностi (22). З нього за допомогою оцiнок
(13) i (20), а також рiвностi (10), одержуємо
оцiнки (28).

Щоб довести оцiнки (29), спочатку запи-
шемо зображення

∆zs
xs

∫

Rn

∂k
xZ0(t, x; τ, ξ)dξ =

=
ns∑

j=1

xsj∫

zsj

∂ζsj




∫

Rn

∂k

ζ
(j)
s

Z0(t, ζ
(j)
s ; τ, ξ)dξ


 dζsj,

в якому
ζ

(j)
1 :=

:= ((z11, . . . , z1,j−1, ζ1j, x1,j+1, . . . , x1n1), x2) ,

j ∈ {1, . . . , n1},
ζ

(j)
2 :=

:= (x1, (z21, . . . , z2,j−1, ζ2j, x2,j+1, . . . , x2n2)) ,

j ∈ {1, . . . , n2}.
Далi, скориставшись формулою (37),

отримаємо

∆zs
xs

∫

Rn

∂k
xZ0(t, x; τ, ξ)dξ =
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=
ns∑

j=1

xsj∫

zsj




∫

Rn

∆y1

ξ1
∂ζsj

∂k

ζ
(j)
s
×

×G(t, ζ(j)
s ; τ, ξ; y1)|y1=x

(s)
1

dξ

)
dζsj,

де x
(1)
1 := (z11, . . . , z1,j−1, ζ1j, x1,j+1, . . . , x1n1),

x
(2)
1 := x1. Використовуючи нерiвностi (13) i

(20), рiвнiсть (10) i те, що |xs−zs| ≤ (t−τ)ms ,
маємо ∣∣∣∣∣∆

zs
xs

∫

Rn

∂k
xZ0(t, x; τ, ξ)dξ

∣∣∣∣∣ ≤

≤ Ck0

ns∑
j=1

xsj∫

zsj




∫

Rn

|x(s)
1 − ξ1|α×

×(t− τ)−M−Mk0−msEc(t− τ, ζ(j)
s , ξ)dξ

)
dζsj ≤

≤ Ck0

ns∑
j=1

(t− τ)−Mk0−ms+m1α

xsj∫

zsj

(
(t− τ)−M×

×
∫

Rn

Ec1(t− τ, ζ(j)
s , ξ)dξ

)
dζsj ≤

≤ Ck0(t− τ)−Mk0−ms+m1α|xs − zs| ≤
≤ Cks|xs − zs|α0

s(t− τ)−Mk0−msα0
s+m1α.

Отже, оцiнку (29) установлено.
Для отримання оцiнок (30) – (33) скори-

стаємось тотожнiстю

SZ0(t, x; τ, ξ) = A0(t, ξ1, ∂x1)Z0(t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (38)

яка випливає з рiвностi (25) i того, що
G(·, ·; τ, ξ; ξ1) є розв’язком рiвняння (18). Ви-
користовуючи рiвнiсть (38), обмеженiсть ко-
ефiцiєнтiв диференцiального виразу A0 та
оцiнки (26) – (29), отримуємо оцiнки (30) –
(33).

Рiвностi (34) i (35) випливають з (23) i
(24). I

Наступнi леми стосуються iнтеграла

W (t, x; τ, ξ) :=

:=

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Z0(t, x; β, λ)Q(β, λ; τ, ξ)dλ,

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (39)

де функцiя Q є неперервною там, де вона
визначена, та задовольняє такi умови:

Q1) |Q(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1+m1α×
×Ec(t− τ, x, ξ); (40)

Q2) |∆zs
xs

Q(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|αs×

×(t− τ)−M−1+m1α−msαs(Ec(t− τ, z(s), ξ)+

+Ec(t− τ, x, ξ)); (41)

Q3) функцiя Q має неперервнi похiднi
∂x2j

Q, для яких справджуються оцiнки

|∂x2j
Q(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1+m1α−m2×

×Ec(t− τ, x, ξ). (42)

В умовах (40) – (42) 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂
Rn, {xs, zs} ∈ Rns , s ∈ {1, 2}, j ∈ {1, . . . , n2},
α – число з умови 2, α1 ∈ (0, 1], α2 ∈ (1/3, 1].

Лема 3. Якщо функцiя Q задоволь-
няє умови Q1 – Q3, то функцiя (39)
має всi похiднi, що входять у рiвняння
(1), причому LW (t, x; τ, ξ) = Q(t, x; τ, ξ) +
t∫

τ

dβ
∫
Rn

LZ0(t, x; β, λ)Q(β, λ; τ, ξ)dλ i пра-

вильнi формули

∂x1j
W (t, x; τ, ξ) =

=

t∫

τ

dβ

∫

Rn

∂x1j
Z0(t, x; β, λ)×

×Q(β, λ; τ, ξ)dλ, j ∈ {1, . . . , n1}, (43)

∂x1i
∂x1j

W (t, x; τ, ξ) =

=

t1∫

τ

dβ

∫

Rn

∂x1i
∂x1j

Z0(t, x; β, λ)×

×Q(β, λ; τ, ξ)dλ+

+

t∫

t1

dβ

∫

Rn

∂x1i
∂x1j

Z0(t, x; β, λ)×
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×∆
X(t−β)
λ Q(β, λ; τ, ξ)dλ+

+

t∫

t1

( ∫

Rn

∂x1i
∂x1j

Z0(t, x; β, λ)dλ

)
×

×Q(β, X(t− β); τ, ξ)dβ, (44)

∂x2l
W (t, x; τ, ξ) =

t1∫

τ

dβ

∫

Rn

∂x2l
Z0(t, x; β, λ)×

×Q(β, λ; τ, ξ)dλ +

t∫

t1

dβ

∫

Rn

Z0(t, x; β, λ)×

×∂λ2l
Q(β, λ; τ, ξ)dλ, (45)

SW (t, x; τ, ξ) =

t1∫

τ

dβ

∫

Rn

SZ0(t, x; β, λ)×

×Q(β, λ; τ, ξ)dλ +

t∫

t1

dβ

∫

Rn

SZ0(t, x; β, λ)×

×∆
X(t−β)
λ Q(β, λ; τ, ξ)dλ+

+

t∫

t1

(∫

Rn

SZ0(t, x; β, λ)dλ

)
×

×Q(β, X(t− β); τ, ξ)dβ + Q(t, x; τ, ξ). (46)

Тут 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, {i, j} ⊂
{1, . . . , n1}, l ∈ {1, . . . , n2}, t1 := (t + τ)/2.

Доведення леми 3 проводиться подiбно до
доведення аналогiчних лем для рiвномiрно
параблiчних рiвнянь [2,3].

Лема 4. За умов леми 3 для похiдних вiд
W , якi визначаються формулами (43)– (46)
справджуються оцiнки

|∂x1j
W (t, x; τ, ξ)| ≤

≤ C(t− τ)−M−m1(1−α)Ec1(t− τ, x, ξ), (47)

|∂x1i
∂x1j

W (t, x; τ, ξ)| ≤
≤ C(t− τ)−M−1+m1αEc1(t− τ, x, ξ), (48)

|∂x2l
W (t, x; τ, ξ)| ≤

≤ C(t− τ)−M+m1α−m2Ec1(t− τ, x, ξ), (49)

|SW (t, x; τ, ξ)| ≤
≤ C(t− τ)−M−1+m1αEc1(t− τ, x, ξ), (50)

в яких 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, {i, j} ⊂
{1, . . . , n1}, l ∈ {1, . . . , n2}, сталi C i c1 є,
взагалi кажучи, рiзними.

Доведення леми 4. Доведення оцiнок
(47) – (50), як i у випадку невироджених па-
раблiчних рiвнянь, зводиться до оцiнюван-
ня доданкiв iз вiдповiдних виразiв для по-
хiдних iз леми 3. При цьому використовую-
ться оцiнки (26), (28), (30), (32) i тверджен-
ня (10), (12) – (16). Отримаємо , наприклад,
оцiнку (48). Для цього оцiнимо окремо до-
данки iз формули (44), якi позначимо вiдпо-
вiдно через I1, I2, I3.

За допомогою нерiвностей (26), (40) i (12)
маємо

|I1| ≤ C

t1∫

τ

(∫

Rn

(t− β)−M−1(β− τ)−M−1+m1α×

×Ec(t− β, x, λ)Ec(β − τ, λ, ξ)dλ

)
dβ ≤

≤ C

t1∫

τ

(t− β)−1(β − τ)−1+m1αdβ×

×(
(t− β)(β − τ)

)−M×

×
∫

Rn

Ec(t− β, x, λ)Ec(β − τ, λ, ξ)dλ ≤

≤ C(t− t1)
−1

t∫

τ

(β − τ)−1+m1αdβ(t− τ)−M×

×Ec1(t− τ, x, ξ) = 2C(m1α)−1×
×(t− τ)−M−1+m1αEc1(t− τ, x, ξ). (51)

Щоб оцiнити I2, спершу оцiнимо повний
прирiст ∆

X(t−β)
λ Q. За допомогою умови (41)

маємо
|∆X(t−β)

λ Q(β, λ; τ, ξ)| ≤
≤ |∆X(t−β)

(λ1,X2(t−β)Q(β, λ; τ, ξ)|+
+|∆(λ1,X2(t−β))

λ Q(β, λ; τ, ξ)| ≤
≤ C|x1 − λ1|α(β − τ)−M−1×
×(Ec(β − τ, X(t− β), ξ)+

+Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ))+
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+C|X2(t− β)− λ2|α2(β − τ)−M−1+m1α−m2α2×
×(Ec(β − τ, λ, ξ)+

+Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ)). (52)

На пiдставi (26) i (52) одержуємо

|I2| ≤ C

t∫

t1

dβ

∫

Rn

(t− β)−M−1Ec(t− β, x, λ)×

×|x1−λ1|α(β−τ)−M−1Ec(β−τ,X(t−β), ξ)dλ

+C

t∫

t1

dβ

∫

Rn

(t−β)−M−1Ec(t−β, x, λ)|x1−λ1|α

×(β − τ)−M−1Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ)dλ+

+C

t∫

t1

dβ

∫

Rn

(t− β)−M−1Ec(t− β, x, λ)×

×|X2(t− β)− λ2|α2(β − τ)−M−1+m1α−m2α2×

×Ec(β − τ, λ, ξ)dλ + C

t∫

t1

dβ

∫

Rn

(t− β)−M−1×

×Ec(t− β, x, λ)|X2(t− β)− λ2|α2×
×(β − τ)−M−1+m1α1−m2α2×

×Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β), ξ)dλ :=

:=
4∑

k=1

I2k. (53)

Оцiнимо кожний доданок окремо, вико-
ристовуючи рiвнiсть (10) i нерiвностi (13) –
(16). Маємо

I21 ≤ C(t1 − τ)−M−1Ec(t− τ, X(t− τ), ξ)×

×
t∫

t1

(t− β)−1+m1αdβ

∫

Rn

Ec1(t− β, x, λ)dλ×

×(t− β)−M ≤ C(t− τ)−M−1+m1α×
×Ec(t− τ, x, ξ), (54)

I22 ≤ C(t1 − τ)−M−1

t∫

t1

(t− β)−1+m1αdβ×

×
∫

Rn

E1
c0

(t−β, x1−λ1)E
2
c0

(t−β,X2(t−β)−λ2)×

×E1
−c0/3(t−β, x1−λ1)E

1
c0/3(β− τ, λ1−ξ1)dλ×

×(t− β)−ME2
c0/6(t− τ,X2(t− τ)− ξ2) =

= C(t1 − τ)−M−1

t∫

t1

(t− β)−1+m1αdβ×

×
∫

Rn

E1
c0/3(t− β, x1 − λ1)×

×E2
c0

(t− β,X2(t− β)− λ2)×
×E1

c0/3(t− β, x1 − λ1)E
1
c0/3(β − τ, λ1 − ξ1)dλ×

×(t− β)−ME2
c0/6(t− τ,X2(t− τ)− ξ2) ≤

≤ C(t1 − τ)−M−1

t∫

t1

(t− β)−1+m1αdβ×

×(t− β)−M

∫

Rn

Ec0/3(t− β, x, λ)dλ×

×Ec0/6(t− τ, x, ξ) ≤ C(t− τ)−M−1+m1α×
×Ec0/6(t− τ, x, ξ), (55)

I23 ≤ C

t∫

t1

(t− β)−1+m2α2(β − τ)−1+m1αdβ×

×(t1 − τ)−m2α2 ((t− β)(β − τ))−M ×

×
∫

Rn

Ec(t− β, x, λ)Ec(β − τ, λ, ξ)dλ ≤

≤ C(t− τ)−M−1+m1αEc1(t− τ, x, ξ), (56)

I24 ≤ C

t∫

t1

(t− β)−1+m2α2(β − τ)−1+m1αdβ×

×(t1−τ)−M−m2α2(t−β)−M

∫

Rn

Ec0(t−β, x, λ)×

×E1
−c0/3(t−β, x1−λ1)E

1
c0/3(β− τ, λ1−ξ1)dλ×

×E2
c0/6(t− τ,X2(t− τ)− ξ2) ≤ C(t− τ)−M−1×

×(t− τ)m1αEc0/6(t− τ, x, ξ). (57)
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З оцiнок (53) – (57) випливає потрiбна
оцiнка для I2. Оцiнка для I3 встановлюється
аналогiчно. Наслiдком оцiнок для I1, I2, I3 є
оцiнка (48). I

3. Побудова ФРЗК
Згiдно з методом Левi ФРЗК для рiвнян-

ня (1) шукаємо у виглядi

Z(t, x; τ, ξ) = Z0(t, x; τ, ξ) + W (t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (58)

де Z0 – параметрикс, а функцiя W визнача-
ється формулою (39), в якiй Q – невiдома
функцiя. Припускаючи, що Q задовольняє
умови Q1 i Q2, та використовуючи лему 3,
для Q одержимо iнтегральне рiвняння

Q(t, x; τ, ξ) = K(t, x; τ, ξ)+

+

t∫

τ

dβ

∫

Rn

K(t, x; β, λ)Q(β, λ; τ, ξ)dλ, (59)

в якому

K(t, x; τ, ξ) :=

(
n1∑

j,l=1

∆ξ1
x1

ajl(t, x1)∂x1j
∂x1l

+

+

n1∑
j=1

aj(t, x1)∂x1j
+ a0(t, x1)

)
×

×Z0(t, x; τ, ξ). (60)

За допомогою умов 1 i 2, оцiнок (26), не-
рiвностей (7) i (14) одержимо оцiнку

|K(t, x; τ, ξ)| ≤
≤ C(t− τ)−M−1+m1αFc1(t− τ, x, ξ). (61)

Тут 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, c1 ∈ (0, c), c
– стала з оцiнок (26). Отже, для ядра K ви-
конуються умови леми 1.10 з [2], на пiдставi
якої для функцiї Q справджується оцiнка

|Q(t, x; τ, ξ)| ≤
≤ C(t− τ)−M−1+m1αFc1(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (62)

де стала c1 така ж, як i в (61). З нерiвностi
(62), на пiдставi (7), одержуємо оцiнку (40).

Перейдемо до оцiнки приростiв K. На
пiдставi (60) запишемо такi зображення:

∆z1
x1

K(t, x; τ, ξ) =

n1∑

j,l=1

∆z1
x1

ajl(t, x1)×

×∂x1j
∂x1l

Z0(t, x; τ, ξ) +

n1∑

j,l=1

∆ξ1
z1

ajl(t, z1)×

×∆z1
x1

∂x1j
∂x1l

Z0(t, x; τ, ξ)+

+

n1∑
j=1

∆z1
x1

aj(t, x1)∂z1j
Z0(t, z

(1); τ, ξ)+

+

n1∑
j=1

aj(t, x1)∆
z1
x1

∂x1j
Z0(t, x; τ, ξ)+

+∆z1
x1

a0(t, x1))Z0(t, z
(1); τ, ξ)+

+a0(t, x1)∆
z1
x1

Z0(t, x; τ, ξ). (63)

∆z2
x2

K(t, x; τ, ξ) =

n1∑

j,l=1

∆ξ1
x1

ajl(t, x1)×

×∆z2
x2

∂x1j
∂x1l

Z0(t, x; τ, ξ) +

n1∑
j=1

aj(t, x1)×

×∆z2
x2

∂x1j
Z0(t, x; τ, ξ)+

+a0(t, x1)∆
z2
x2

Z0(t, x; τ, ξ). (64)

Оцiнюючи доданки з виразiв (63) i (64) за
допомогою умов 1 i 2, оцiнок (14), (26) i (27)
одержуємо

|∆z(s)

x K(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|α0
s×

×(t− τ)−M−1+m1α−msα0
s

(
Ec(t− τ, x, ξ)+

+Ec(t− τ, z(s), ξ)
)
, 0 ≤ τ < t ≤ T,

{x, z(s), ξ} ⊂ Rn, s ∈ {1, 2}. (65)

де α0
1 i α0

2 – довiльнi числа з промiжку (0, 1].
З оцiнок (65) випливають оцiнки (41).

Залишилось довести, що функцiя Q задо-
вольняє умову Q3. Зауважимо, що за допо-
могою рiвностей (35) установлюються такi
рiвностi:

∂x2j
Kl(t, x; τ, ξ) = −∂ξ2j

Kl(t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,
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j ∈ {1, . . . , n2}, (66)

для повторних ядер Kl, l ≥ 1, якi визнача-
ються iз спiввiдношень

K1(t, x; τ, ξ) := K(t, x; τ, ξ),

Kl(t, x; τ, ξ) =

t∫

τ

dβ

∫

Rn

K(t, x; β, λ)×

×Kl−1(β, λ; τ, ξ)dλ, l > 1. (67)

Дифференцiйовнiсть (67) за змiнною x2

обгрунтовується аналогiчно до доведення
формул (45). За iндукцiєю доводиться iсну-
вання похiдних ∂x2j

Kl(t, x; τ, ξ), l ≥ 2, та
оцiнки

|∂x2j
Kl(t, x; τ, ξ)| ≤ C l

(π

c

)l−1 Γl(α/2)

Γ(lα/2)
×

×(t− τ)−M−m2−1+m1lαFc2(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (68)

де j ∈ {1, . . . , n2}, c2 < c1 < c, c – стала з
оцiнок (26), Γ(·) – гамма-функцiя Ейлера.

Оцiнки (68) гарантують абсолютну та
рiвномiрну збiжнiсть ряду
∞∑

l=1

(−1)l∂x2j
Kl(t, x; τ, ξ) := ∂x2j

Q(t, x; τ, ξ),

а також оцiнку (42).
Отже, розв’язок Q iнтегрального рiвнян-

ня (59) задовольняє умови Q1, Q2 i Q3.
4. Основний результат
Основним результатом статтi є наступна

теорема.
Теорема. Нехай виконуються умови 1

i 2. Тодi для рiвняння (1) iснує класичний
ФРЗК Z, для якого справджуються оцiнки

|∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−Mk0×

×Ec(t− τ, x, ξ), (69)

|SZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−1×
×Ec(t− τ, x, ξ), (70)

|∆zs
xs

∂k
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤ C|xs − zs|αs×

×(t− τ)−M−Mk0−msαs(Ec(t− τ, x, ξ)+

+Ec(t− τ, z(s), ξ)), (71)

де 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, z(s), ξ} ⊂ Rn, k :=
(k1, k2) ∈ Zn

+, |k1| + 2|k2| ≤ 2, α1 = α, α2 =
α/3, α – число з умови 2.

Доведення теореми. Оцiнки (69) i (70)
випливають з (58) та лем 2 i 4.

Доведемо оцiнки (71). На пiдставi оцiнок
(26) i (27) для першого доданка з (58) справ-
джуються оцiнки (71). Залишається оцiни-
ти прирости похiдних вiд W . Вважатиме-
мо, що |xs − zs|1/ms ≤ (t − τ)/4. Якщо
|xs − zs|1/ms > (t − τ)/4, то потрiбна оцiн-
ка приросту ∆zs

xs
∂k

xW безпосередньо випли-
ває з оцiнок (47) – (49). Спочатку оцiнимо
∆zs

xs
∂k1

x1
W , |k1| ≤ 2. Користуючись формула-

ми (43) i (44), запишемо зображення

∆zs
xs

∂k1
x1

W (t, x; τ, ξ) =

=

t1∫

τ

dβ

∫

Rn

∆zs
xs

∂k1
x1

Z0(t, x; β, λ)Q(β, λ; τ, ξ)dλ+

+

ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

∆zs
xs

∂k1
x1

Z0(t, x; β, λ)×

×∆
X(t−β)
λ Q(β, λ; τ, ξ)dλ+

+

t∫

ηs

dβ

∫

Rn

∂k1
x1

Z0(t, x; β, λ)×

×∆
X(t−β)
λ Q(β, λ; τ, ξ)dλ−

−
t∫

ηs

dβ

∫

Rn

∂k1
x1

Z0(t, x; β, λ)×

×∆
Z(s)(t−β)
λ Q(β, λ; τ, ξ)dλ+

+

ηs∫

t1

∆zs
xs

( ∫

Rn

∂k1
x1

Z0(t, x; β, λ)dλ

)
×

×Q(β,X(t− β); τ, ξ)dβ+

+

t∫

ηs

( ∫

Rn

∂k1
x1

Z0(t, x; β, λ)dλ

)
×

×Q(β, X(t− β); τ, ξ)dβ−

−
t∫

ηs

( ∫

Rn

∂k1
x1

Z0(t, z
(s); β, λ)dλ

)
×
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×Q(β, Z(s)(t− β); τ, ξ)dβ =:

=:
7∑

j=1

Lj, (72)

де число t1 таке саме, як у лемi 3, а ηs :=
t− |xs − zs|1/ms , s ∈ {1, 2}.

Доданок L1 оцiнимо за допомогою нерiв-
ностей (27), (40) i (12):

|L1| ≤
t1∫

τ

dβ

∫

Rn

|∆zs
xs

∂k1
x1

Z0(t, x; β, λ)|×

×|Q(β, λ; τ, ξ)|dλ ≤

≤ C|xs − zs|α0
s

t1∫

τ

(t− β)−m1|k1|−msα0
s×

×(β − τ)−1+m1αdβ×

×
∫

Rn

(
Ec(t− β, x, λ) + Ec(t− β, z(s), λ)

)
×

×Ec(β − τ, λ, ξ)dλ
(
(t− β)(β − τ)

)−M ≤
≤ C|xs − zs|α0

s(t− τ)−M−m1(|k1|−α)−msα0
s×

×
(

Ec1(t− τ, x, ξ) + Ec1(t− τ, z(s), ξ)

)
. (73)

Щоб оцiнити L2, використаємо оцiнки
(27) i (52). Тодi отримаємо

|L2| ≤
ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

|∆zs
xs

∂k1
x1

Z0(t, x; β, λ)|×

×|∆X(t−β)
λ Q(β, λ; τ, ξ)|dλ ≤

≤ C

ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

|xs− zs|α0
s(t−β)−M−m1|k1|−msα0

s×

×
(

Ec(t− β, x, λ) + Ec(t− β, z(s), λ)

)
×

×
[
|x1 − λ1|α(β − τ)−M−1×

×
(

Ec(β − τ,X(t− β), ξ)+

+Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ)

)
+

+|X2(t− β)− λ2|α2(β − τ)−M−1+m1α−m2α2×

×
(

Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ)+

+Ec(β − τ, λ, ξ)

)]
dλ =

= C

[ ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

|xs−zs|α0
s(t−β)−M−m1|k1|−msα0

s×

×(β − τ)−M−1|x1 − λ1|αEc(t− β, x, λ)×
×Ec(β − τ, X(t− β), ξ)dλ+

+

ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

|xs − zs|α0
s(t− β)−M−m1|k1|−msα0

s×

×(β − τ)−M−1|x1 − λ1|αEc(t− β, z(s), λ)×
×Ec(β − τ, X(t− β), ξ)dλ+

+

ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

|xs − zs|α0
s(t− β)−M−m1|k1|−msα0

s×

×(β − τ)−M−1|x1 − λ1|αEc(t− β, x, λ)×
×Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ)dλ+

+

ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

|xs − zs|α0
s(t− β)−M−m1|k1|−msα0

s×

×(β − τ)−M−1|x1 − λ1|αEc(t− β, z(s), λ)×
×Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ)dλ+

+

ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

|xs − zs|α0
s(t− β)−M−m1|k1|−msα0

s×

×(β − τ)−M−1+m1α−m2α2×
×|X2(t− β)− λ2|α2Ec(t− β, x, λ)×

×Ec(β − τ, λ, ξ)dλ+

+

ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

|xs − zs|α0
s(t− β)−M−m1|k1|−msα0

s×

×(β − τ)−M−1+m1α−m2α2×
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×|X2(t− β)− λ2|α2Ec(t− β, z(s), λ)×
×Ec(β − τ, λ, ξ)dλ+

+

ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

|xs − zs|α0
s(t− β)−M−m1|k1|−msα0

s×

×(β − τ)−M−1+m1α−m2α2×
×|X2(t− τ)− λ2|α2Ec(t− β, x, λ)×
×Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ)dλ+

+

ηs∫

t1

dβ

∫

Rn

|xs − zs|α0
s(t− β)−M−m1|k1|−msα0

s×

×(β − τ)−M−1+m1α−m2α2×
×|X2(t− τ)− λ2|α2Ec(t− β, z(s), λ)×
×Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ)dλ =

= C

8∑
j=1

L2j. (74)

Доданки суми (74) оцiнюються за допо-
могою нерiвностей (13) – (16), рiвностi (10)
i того, що

ηs∫

t1

(t− β)−m1|k1|+m1α−msα0
sdβ ≤

≤ C





(t− τ)1−m1|k1|,
якщо |k1| < 2, α0

s = αs,

(t− ηs)
m1α−msα0

s = |xs − zs|αs−α0
s ,

якщо |k1| = 2, α0
s > αs.

Для прикладу оцiнимо доданок L21. Mа-
ємо

L21 ≤ |xs − zs|α0
s(t1 − τ)−M−1×

×
ηs∫

t1

(t− β)−M−m1|k1|−msα0
s×

×
∫

Rn

|x1 − λ1|αEc(t− β, x, λ)dλ×

×Ec(β − τ, X(t− β), ξ)dβ ≤
≤ C|xs − zs|α0

s(t− τ)−M−1×

×
ηs∫

t1

(t− β)−M−m1|k1|+m1α−msα0
sdβ×

×
∫

Rn

Ec1(t− β, x, λ)dλEc(t− τ, x, ξ) ≤

≤ C|xs − zs|α0
s(t− τ)−M−1×

×
ηs∫

t1

(t− β)−m1|k1|+m1α−msα0
sdβ×

×Ec(t− τ, x, ξ) ≤ C|xs − zs|αs×
×(t− τ)−M−m1|k1|Ec(t− τ, x, ξ).

Аналогiчно оцiнюючи iншi доданки суми
(74), прийдемо до оцiнки

|L2| ≤ C|xs − zs|αs(t− τ)−M−m1|k1|×
× (

Ec(t− τ, x, ξ) + Ec(t− τ, z(s), ξ)
)
. (75)

Доданки L3 i L4 оцiнюються однаково,
оцiнимо перший з них. За допомогою (26)
i (52) отримуємо

|L3| ≤ C




t∫

ηs

dβ

∫

Rn

(t− β)−M−m1|k1|×

×Ec(t− β, x, λ)|x1 − λ1|α(β − τ)−M−1×
×Ec(β − τ, X(t− β), ξ)dλ+

+

t∫

ηs

dβ

∫

Rn

(t− β)−M−m1|k1|×

×Ec(t− β, x, λ)|x1 − λ1|α(β − τ)−M−1×
×Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ)dλ+

+

t∫

ηs

dβ

∫

Rn

(t− β)−M−m1|k1|Ec(t− β, x, λ)×

×|X2(t− β)− λ2|α2(β − τ)−M−1+m1α1−m2α2×

×Ec(β− τ, λ, ξ)dλ+

t∫

ηs

dβ

∫

Rn

(t−β)−M−m1|k1|×

×Ec(t− β, x, λ)|X2(t− β)− λ2|α2×
×(β − τ)−M−1+m1α1−m2α2×

104 Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3.



×Ec(β − τ, (λ1, X2(t− β)), ξ)dλ

]
=

= C

4∑

k=1

L3k. (76)

За допомогою (10), (14) i (15) маємо

L31 ≤ C(t1 − τ)−M−1Ec(t− τ, x, ξ)×

×
t∫

ηs

(t− β)−m1|k1|+m1αdβ×

×
∫

Rn

Ec1(t− β, x, λ)dλ (t− β)−M ≤

≤ C(t− τ)−M−m1|k1||xs − zs|αsEc(t− τ, x, ξ).

Для оцiнки доданка L32, крiм рiвностей
(5) i (10), нерiвностей (11) i (13), використо-
вуватимемо ще нерiвнiсть (16) з c = c0/3, де
c0 – стала з оцiнки (13). Маємо

L32 ≤ C(t1 − τ)−M−1

t∫

ηs

(t− β)−m1|k1|+m1αdβ×

×
∫

Rn

E1
c0

(t−β, x1−λ1)E
2
c0

(t−β, X2(t−β)−λ2)×

×E1
−c0/3(t−β, x1−λ1)E

1
c0/3(β− τ, λ1−ξ1)dλ×

×(t− β)−ME2
c0/6(t− τ, X2(t− τ)− ξ2) ≤

≤ C(t1 − τ)−M−1

t∫

ηs

(t− β)−m1|k1|+m1αdβ×

×(t− β)−M

∫

Rn

Ec0/3(t− β, x, λ)×

×Ec0/6(t− τ, x, ξ) ≤ C(t− τ)−M−m1|k1|×
×|xs − zs|αsEc0/6(t− τ, x, ξ).

За допомогою (12) i (14) отримуємо

L33 ≤ C

t∫

ηs

(t− β)−m1|k1|+m2α2×

×(β − τ)−1+m1α1dβ×

×(t1 − τ)−m2α2((t− β)(β − τ))−M×

×
∫

Rn

Ec0(t− β, x, λ)Ec0(β − τ, λ, ξ)dλ ≤

≤ C(t− τ)−M−m1|k1||xs − zs|αsEc0(t− τ, x, ξ).

Iнтеграл L34 оцiнюється аналогiчно до
L32.

Iз (76) та оцiнок L3k, k ∈ {1, 2, 3, 4}, ви-
пливає оцiнка

|L3| ≤ C|xs − zs|αs(t− τ)−M−1×
(
Ec(t− τ, x, ξ) + Ec(t− τ, z(s), ξ)

)
. (77)

Аналогiчнi оцiнки з використанням не-
рiвностей (28), (29) i (40) приводять до по-
трiбних оцiнок L5, L6 i L7, з яких на пiдста-
вi рiвностей (39), (58) i (72) та оцiнок (27),
(73), (75) i (77) випливають оцiнки (71) для
похiдних вiд Z за змiнними x1.

Оцiнки (71) справджуються також для
приростiв похiдних вiд Z за змiнними групи
виродження x2. Для встановлення цього до-
сить оцiнити прирости вiдповiдних похiдних
вiд W . Щоб це зробити, на пiдставi рiвностi
(45) запишемо зображення

∆zs
xs

∂x2j
W (t, x; τ, ξ) =

=

t1∫

τ

dβ

∫

Rn

∆zs
xs

∂x2j
Z0(t, x; β, λ)×

×Q(β, λ; τ, ξ)dλ +

t∫

t1

dβ

∫

Rn

∆zs
xs

Z0(t, x; β, λ)×

×∂λ2j
Q(β, λ; τ, ξ)dλ =: P1 + P2, (78)

де число t1 таке саме, як у лемi 3, а j ∈
{1, . . . , n2}.

За допомогою нерiвностей (27) i (40) ана-
логiчно до оцiнки L1 маємо

|P1| ≤ C|xs − zs|α0
s×

×
t1∫

τ

(t− β)−m2−msα0
s(β − τ)−1+m1αdβ×

×
∫

Rn

(
Ec(t− β, x, λ) + Ec(t− β, z(s), λ)

)×
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×Ec(β − τ, λ, ξ)dλ ((t− β)(β − τ))−M ≤
≤ C|xs − zs|α0

s(t− τ)−M+m1α−m2−msα0
s×

× (
Ec1(t− τ, x, ξ) + Ec1(t− τ, z(s), ξ)

)
, (79)

|P2| ≤ C|xs − zs|α0
s×

×
t∫

t1

(t− β)−msα0
s(β − τ)−1+m1α−m2dβ×

×
∫

Rn

(
Ec(t− β, x, λ) + Ec(t− β, z(s), λ)

)×

×Ec(β − τ, λ, ξ)dλ ((t− β)(β − τ))−M ≤
≤ C|xs − zs|α0

s(t− τ)−M+m1α−m2−msα0
s×

× (
Ec1(t− τ, x, ξ) + Ec1(t− τ, z(s), ξ)

)
, (80)

якщо числа α0
s ∈ (0, 1] задовольняють умову

1 −msα
0
s > 0, s ∈ {1, 2}. Зокрема, ця умова

виконується, якщо взяти α0
1 = α, α0

2 = α/3,
де α – число з умови 2.

З (78) – (80) випливають потрiбнi оцiнки
для W i, отже, на пiдставi (27) i (58) оцiнки
(71) для перших похiдних за x2. I

Зауваження 2. Властивостi, анало-
гiчнi до властивостей Z, матиме ФРЗК
Z1(t, x; τ, ξ; y2), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn,
y2 ∈ Rn2 , для рiвняння вигляду (1) з коефi-
цiєнтами, якi залежать вiд змiнних t ∈ [0, T ]
i x1 ∈ Rn1 та параметра y2 ∈ Rn2 .

Висновки
У статтi для виродженого рiвняння ти-

пу Колмогорова, коефiцiєнти якого не зале-
жать вiд змiнних виродження, побудовано
класичний фундаментальний розв’язок за-
дачi Кошi, встановлено оцiнки ФРЗК та йо-
го похiдних, а також їх приростiв. Дослiдже-
но деякi властивостi об’ємного потенцiалу,
який породжений параметриксом. Припу-
щення на коефiцiєнти є такими, як i у випад-
ку рiвнянь без виродження. Отриманi ре-
зультати використовуватимуться при побу-
довi класичних ФРЗК для вироджених рiв-
нянь типу Колмогорова, коефiцiєнти яких
залежать вiд усiх просторових змiнних та
систем таких рiвнянь.
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