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ДОСЛIДЖЕННЯ ВЛАСТИВОСТЕЙ СИЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI
КОШI ДЛЯ ЛIНIЙНОГО СТОХАСТИЧНОГО

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВОГО РIВНЯННЯ З ЧАСТИННИМИ
ПОХIДНИМИ I МАРКОВСЬКИМИ ПАРАМЕТРАМИ

Для стохастичної задачi Кошi для рiвняння з частинними похiдними i неперервним
марковським процесом доведено iснування розв’язку в середньому квадратичному, одержано
достатнi умови асимптотичної стiйкостi в середньому квадратичному, глобальної експоненцi-
альної стiйкостi, асимптотичної стохастичної стiйкостi тривiального розв’язку цiєї задачi.

It has been proved existence in mean square of solution for stochastic Cauchy problem for
equation in partial derivatives and continuous Markov Process. It has been obtained sufficient
conditions of asymptotic stability in mean square of solution of exponential stability, asymptotic
stochastic stability of trivial solution of this problem.

Вступ. Доведенню iснування та дослiд-
женню асимптотичної поведiнки розв’язкiв
детермiнованих рiвнянь iз частинними по-
хiдними присвячена значна кiлькiсть праць
(див., наприклад, [1–4]).

Коли було введено поняття стохастич-
ного диференцiала та iнтеграла, як функ-
цiї верхньої межi, замiни змiнних Iто для
стохастичного диференцiала, стохастично-
го диференцiального рiвняння (СДР) як
iнтегрального рiвняння з iнтегралом Iто
й Скорохода вiдомими вченими I.I. Гiхма-
ном, А.В. Скороходом, Р.З. Хасьмiнським,
В.Б. Колмановським i Є.Ф. Царковим у мо-
нографiях [5–9], стало можливим вивчення
асимптотичної поведiнки сильного розв’яз-
ку СДP iз частинними похiдними (див., на-
приклад, [10–17]).

Подальше вивчення СДР iз частинними
похiдними пiшло шляхом уведення в цих
рiвняннях випадкових параметрiв з метою
уточнення математичних моделей реальних
складних систем.

Ця стаття присвячена дослiдженню асим-
птотичної стiйкостi в середньому квад-
ратичному розв’язкiв лiнiйного стохастич-
ного диференцiально-рiзницевого рiвняння
з частинними похiдними i марковськими па-

раметрами [18, 19].
1. Постановка задачi. На ймовiрнiсно-

му базисi (Ω, F , F := {Ft, t ≥ −τ, τ > 0}, P)
[20] розглянемо задачу Кошi для лiнiйного
стохастичного диференцiально-рiзницевого
рiвняння з частинними похiдними

∂

∂t

[
Q

(
A (ξ (t)) ,

∂

∂t
,

∂

∂x

)
u (t, x, ω)

]
=

= Q

(
B1 (ξ (t)) ,

∂

∂t
,

∂

∂x

)
u (t, x, ω) +

+Q

(
B2 (ξ (t)) ,

∂

∂t
,

∂

∂x

)
u (t− τ, x, ω) +

+
∂

∂t
Q

(
C1 (ξ (t)) ,

∂

∂t
,

∂

∂x

)
u (t, x, ω)

dw1 (t)

dt
+

+
∂

∂t
Q

(
C2 (ξ (t)) ,

∂

∂t
,

∂

∂x

)
u (t− τ, x, ω)×

×dw2 (t)

dt
, τ > 0, (1)

Q

(
A (ξ (t)) ,

∂

∂t
,

∂

∂x

)
u (t, x, ω)

∣∣∣∣
−τ≤t≤0

=

= [Qu][−τ,0]. (2)

Тут

Q (A (·) , q, p) :=
n∑

k=1

m∑
j=1

akj (·) qkpj,

158 Науковий вiсник Чернiвецького нац. ун-ту. Mатематика. 2011. – Т.1, № 1–2.



Q (B1 (·) , q, p) :=
n∑

k=1

m∑
j=1

b
(1)
kj (·) qkpj,

Q (B2 (·) , q, p) :=
n∑

k=1

m∑
j=1

b
(2)
kj (·) qkpj,

Q (C1 (·) , q, p) :=
n∑

k=1

m∑
j=1

c
(1)
kj (·) qkpj,

Q (C2 (·) , q, p) :=
m∑

j=1

c
(2)
kj (·) pj, (3)

де A (·) , Bi (·) , Ci (·) , i ∈ {1, 2}, – матрицi
розмiрностi n × m, елементи яких є берiв-
ськими функцiями, якi залежать вiд стоха-
стично неперервного феллерового марков-
ського процесу ξ (t) := ξ (t, ω) ∈ Y, t ≥
−τ, ω ∈ Ω, з неперервними справа реалiза-
цiями на компактному фазовому просторi Y
[18, 19].

Нехай T > 0, wj (t) := wj (t, ω) : [0, T ] ×
Ω → R, j ∈ {1, 2}, – стандартнi вiнеров-
ськi процеси, якi незалежнi мiж собою [21],
а dwj(t)

dt
– “бiлий шум”.

Через MT позначатимемо простiр фун-
кцiй

u : [0, T ]× R× Ω → R,

якi є вимiрними за t i x з ймовiрнiстю одини-
ця вiдносно σ-алгебри борелiвських множин
фазового простору B ([−τ, T ] ,R) i для яких
невласний iнтеграл

+∞∫

−∞

E
{|u (t, x, ω)|2}dx

де E {·} – знак математичного сподiвання,
збiгається для будь-яких t ∈ [−τ, T ] [21].

Для подальших дослiджень уведемо з
iмовiрнiстю одиниця такi норми, властивос-
тi яких легко дослiдити [22]:
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Тут i далi пiд L2R, LT будемо розумiти про-
стори функцiй u, для яких є скiнченними
вiдповiднi норми (4), (5).

Введемо в просторi MT норму
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Пiд сильним розв’язком задачi Кошi (1),
(2) будемо розумiти випадкову функцiю
u (t, x) := u (t, x, ω), яка узгоджена з фiльт-
рацiєю {Ft, t ≥ 0} [21] i з iмовiрнiстю одини-
ця в кожнiй точцi (t, x) ⊂ [0, T ] × R задо-
вольняє рiвняння
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Випадкова функцiя u (t, x) з iмовiрнiстю
одиниця є неперервною за t ∈ [0, T ], на пiд-
ставi структури Q

(
¦, ∂

∂t
, ∂

∂x

)
, неперервностi

за t iнтеграла Рiмана та iнтеграла Iто, як
функцiй верхньої межi [5, 20].

2. Iснування розв’язку задачi Кошi
(1), (2). Розглянемо задачу про iснування
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сильного розв’язку в середньому квадратич-
ному стохастичної задачi Кошi (1), (2) в про-
сторiM1

T ⊂MT , для елементiв якого справ-
джується включення

Q
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,
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u (t, x) ∈MT

для будь-якого A (y) , y ∈ Y.
Лема 1. Перетворення Фур’є за x для

випадкової функцiї u (t, x) ≡ u (t, x, ω), а са-
ме:

v (t, σ) ≡ v (t, σ, ω) ≡

≡ 1

2π

+∞∫

−∞

e−iσxu (t, x, ω) dx, (9)

не виводить її iз простору MT з iмовiр-
нiстю одиниця для довiльного скiнченного
T ∈ (0,∞) i справджується рiвнiсть
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1√
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. (91)

Доведення. Iснування з iмовiрнiстю
одиниця перетворення Фур’є [20, 22] випли-
ває iз належностi u (t, x) простору L2R для
довiльного t ∈ [0, T ], оскiльки виконується
один iз варiантiв нерiвностi Чебишова
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взявши математичне сподiвання i зiнтегру-
вавши по t ∈ [0, T ], отримаємо (91), що й
доводить лему 1. I

Теорема 1. Нехай
1) виконується умова Лiпшиця для кое-

фiцiєнтiв рiвняння (1);

2) берiвськi функцiї akj (y) , bkj (y) ,
ckj (y), k ∈ {1, ..., n} , j ∈ {1, ..., m} , для
довiльного y ∈ Y задовольняють глобальну
умову обмеженостi модулiв на реалiзацiях
y ∈ Y марковського процесу

|akj (y)|2 + |bkj (y)|2 + |ckj (y)|2 ≤ L, L > 0;

3) E
{ ∥∥∥ [Qu][−τ,0]

∥∥∥
l
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Тодi iснує з iмовiрнiстю одиниця непе-
рервний сильний розв’язок

u (t, x) ≡ u (t, x, ω)

стохастичної задачi Кошi (1), (2), причому
iснує другий момент

E
{ ‖u (t, x)‖2 } ≤ K1, K1 > 0,

а для випадкової функцiї (9), як розв’язку
задачi (10), (11) (див. нижче), iснує l-й мо-
мент (l > 1).

Доведення. Застосувавши перетворен-
ня Фур’є [20] за змiнною x до лiвої i пра-
вої частин задачi (1),(2), отримаємо таку за-
дачу для лiнiйного стохастичного диферен-
цiально-рiзницевого рiвняння, яке вже не мi-
стить похiдних за x для випадкової функцiї
v (t, σ) ≡ v (t, σ, ω):
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Отриману задачу Кошi (10), (11) слiд ро-
зумiти як таке стохастичне iнтегральне рiв-
няння [5], яке має запiзнення у 2-ому й 4-ому
iнтегралах:
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з початковими умовами (11).

В умовах теореми 1 iснує з iмовiрнiстю
1 сильний неперервний розв’язок при σ 6=
0 задачi (10), (11) з E

{
‖v (t, σ)‖l

L2R

}
< ∞,

l > 1 [21, 15], а значить, на пiдставi леми 1
iснує з iмовiрнiстю 1 сильний неперервний
розв’язок u (t, x) ≡ u (t, x, ω) задачi (1), (2) з
E

{‖u (t, σ)‖2
MT

}
< ∞. I

3. Асимптотична поведiнка тривi-
ального розв’язку лiнiйного стохастич-
ного диференцiально-рiзницевого рiв-
няння з частинними похiдними. Спо-
чатку обговоримо асимптотику поведiнки
тривiального розв’язку задачi (10), (11) при
σ 6= 0. Вiдмiтимо, що для поставленої в
п.1 задачi будемо застосовувати метод сто-
хастичної функцiї Ляпунова [6–8, 23] для
дослiдження асимптотичної стiйкостi в се-
редньому квадратичному, l-стiйкостi (l > 1),
експоненцiальної l-стiйкостi, глобальної екс-
поненцiальної l-стiйкостi в цiлому.

Дамо вiдповiднi означення стiйкостi три-
вiального розв’язку v (t, σ) ≡ 0, σ 6= 0, задачi
(10), (11) з такими умовами на кофiцiєнти:
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Означення 1. Тривiальний розв’язок
v(t, σ) ≡ 0, σ 6= 0, задачi (10), (11) назвемо:

– стохастично стiйким, якщо для до-
вiльних ε1 > 0 i ε2 > 0 iснує таке δ > 0, що
iз нерiвностi sup

−τ≤t≤0

∣∣∣[Qu][−τ,0]

∣∣∣ < δ випливає

для t0 > 0 i y ∈ Y нерiвнiсть

P
{

ω : sup
t≥0

∣∣∣∣Q
(

D (y) ,
d

dt
, iσ

)
v (t, σ)

∣∣∣∣ ≥ ε1

}
<

< ε2, (14)

де D має конструкцiю D (y) ≡ {dkj (y)}n,m
k,j=1,

dkj (·) – берiвськi функцiї;
– асимптотично стохастично стiйким,

якщо виконується умова (14) та iснує та-
ке δ1 > 0, що для довiльної t0 ≤ 0, y ∈ Y
i sup
−τ≤t≤0
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Означення 2. Тривiальний розв’язок
v (t, σ) ≡ 0, σ 6= 0 задачi (10), (11) назвемо:

– l-стiйким, якщо
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t≥0
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×
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}
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– асимптотично l-стiйким, якщо роз-
в’язок l-стiйкий та iснує таке δ > 0, що

lim
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)
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для будь-яких t0 > 0, y ∈ Y та
sup

−τ≤t≤0

∣∣∣[Qu][−τ,0]

∣∣∣ < δ.

Означення 3. Тривiальний розв’язок
v (t, σ) ≡ 0, σ 6= 0 задачi (10), (11) назве-
мо:
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– експоненцiально l-стiйким, якщо iсну-
ють такi δ > 0, M > 0 i γ > 0, що для
довiльних t ≥ 0, y ∈ Y та sup

−τ≤t≤0
|[Qu]| < δ:

E

{∣∣∣∣Q
(

D (y) ,
d

dt
, iσ

)
v (t, σ)

∣∣∣∣
l
}
≤

≤ Me−γ(t−t0)
∣∣[Qu]t0

∣∣l; (18)

— глобально експоненцiально l-стiйким,
якщо (18) виконується для всiх t ≥ t0 ≥ 0,
y ∈ Y та sup

−τ≤t≤0
|[Qu]| < δ.

Далi розглянемо скалярну неперервну
функцiю Ляпунова [6, 7] вiд усiх змiнних

V : R+ × R× Y → R, (19)

для якої виконується глобальна умова Лi-
пшиця:

|V (t, v1, y)− V (t, v2, y)| ≤ L |v1 − v2| (20)

для всiх {v1, v2} ⊂ R та умова глобальної
обмеженостi

sup
t≥0

|V (t, v1, y)− V (t, v2, y)| = α (y) < ∞,

y ∈ Y. (21)

Означення 4. Оператор (LV) (s, v, y)
назвемо оператором Ляпунова на пiдставi
(10), (11), якщо функцiя V : R+×R×Y → R
є неперервною за s, v, y, обмеженою на ко-
жнiй множинi [t1, t2] × Uδ (0) × Y, Uδ (0) ≡
|v (0, σ)| < δ, σ 6= 0 i виконуються умови:

А) для довiльних s ≥ 0, y ∈ Y i v ∈ R
знайдеться таке ∆ > 0, що iснує

sup
0≤t≤∆

1

t
|E {V (x + t, v (s + t, s))−

−V (s, v (s, σ))}| ≤ K < ∞
рiвномiрно щодо v;

В) iснує границя

lim
t→+0

1

t
|E {V (x + t, v (s + t, s) , ξ (t))−

−V (s, v, y)}| ≡ LV (s, v, y) < ∞. (22)

Коротко для означення 4 введемо позна-
чення V ∈ D (L).

Якщо неперервний функцiонал V : R+ ×
R × Y → R задовольняє умову Лiпшиця за
2-м аргументом v та умову рiвномiрної обме-
женостi за першим аргументом t, то опера-
тор L повнiстю визначається правою части-
ною (10) i слабким iнфiнiтезимальним опе-
ратором марковського процесу ξ (t) [18, 19]

LV = L̃1V+ L̃2V,

де (
L̃2V

)
(s, v, y) =

= (∇V) (s, v, y) Q

(
B1 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+ (∇V) (s, v, y) Q

(
B2 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+
1

2

(∇2V
)
(s, v, y) Q2

(
C1 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+
1

2

(∇2V
)
(s, v, y) Q2

(
C2 (y) ,

d

dt
, iσ

)
. (23)

Тут ∇V – перша похiдна ∇v;∇2V – друга
похiдна ∇v2 [5].

Означення 5. Оператор LV (s, v, y) наз-
вемо похiдною Ляпунова на розв’язках зада-
чi (10), (11), а значить, на пiдставi леми 1
i на розв’язках задачi (1), (2), якщо функцiя
Ляпунова V (s, v, y) : R+×R×Y→ R є непе-
рервною за всiма аргументами, обмеженою
на кожнiй множинi [t1, t2]×Ur (0)×Y i ви-
конуються умови з означення 4, де Ur (0) ≡
{v ∈ R1| |v| < r} , r > 0.

Позначати цей факт будемо, як уже було
вiдмiчено вище, так: V ∈ D(L).

Означення 6. В умовах означення 5
верхньою похiдною Ляпунова [8] назвемо
вираз

lim
t↓0

sup
0≤t≤∆

1

t
|E {V (x + t, v (s + t, y) , ξ (t))−

−V (s, v (s) , y)}| ≡ LV (s, v, y) < ∞, (24)

якщо для всiх достатньо малих ∆ > 0 у
кожному околi Ur (0) × Y виконується не-
рiвнiсть

1

∆
|E {V (x + ∆, v (s + ∆) , ξ (∆))−
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−V (s, v, y)}| < gr (s, v, y) , (25)

де gr (s, v, y) є неперервною функцiєю своїх
аргументiв та обмеженою за другим аргу-
ментом v у кожному околi Ur (0). Вiдмiти-
мо, що при вказаних обмеженнях на фун-
кцiю Ляпунова V виконується нерiвнiсть
Динкiна [18].

Лема 2 [18, с. 550–553]. Якщо неперерв-
на за всiма аргументами функцiя Ляпунова
V (s, v, y) задовольняє умови (20), (21), то
виконується нерiвнiсть Динкiна

E {V (x + τ2 (t) , v (s + τ2 (t)) ,

v (s, v (s) , τ2 (t))) , τ2 (t)} ≤ V (s, v, y) +

+E
{ τ2(t)∫

0

(LV)×

× (s + z, v (s + z, v (s) , y) , ξ (z)) dz

}
. (26)

Виходячи з накладених вище жорстких
умов на функцiю Ляпунова V, можна вста-
новити наступнi допомiжнi нерiвностi для
розв’язку v (t, σ, ω) задачi (10), (11), а зна-
чить, i для розв’язку задачi (1), (2).

Лема 3 [9, с. 552–553]. Нехай викону-
ються локальнi умови Лiпшиця для коефi-
цiєнтiв задачi (1), (2), а значить, i для кое-
фiцiєнтiв задачi (10), (11).

Тодi розв’язок задачi (10), (11) допускає
для будь-яких T ≥ 0, s ≥ 0, y ∈ Y та v0 ∈
R1 (u0 ∈ R1) оцiнки

sup
0≤t≤T

|v (t + s, s, v0, y)| = (‖v0‖+ αKT ) eKT ,

(27)
sup

{t1,t2}⊂[s,s+T ]

|v (t2, s, v0, y)− v (t1, s, v0, y)| =

= K
[
(‖v0‖+ αKT ) eKT + α

] |t2 − t1| . (28)

Зауважимо, що в лемах 2 i 3 v (t, s, v0, y)
позначає розв’язок задачi (10), (11) у мо-
мент часу t ∈ [0, T ], вважаючи початко-
вим моментом s i в цей момент значення
розв’язку v0 i значення марковського про-
цесу y ∈ Y.

Виходячи iз зв’язку (9) мiж розв’язками
u i v вiдповiдно задач (1), (2) i (10), (11), для
розв’язку u будуть виконуватися нерiвностi
(27), (28) з точнiстю до кофiцiєнта

√
2π.

Теорема 2. Нехай
1) виконуються локальнi умови Лiпши-

ця для коефiцiєнтiв задачi (10), (11);
2) виконується умова обмеженостi для

коефiцiєнтiв так званого “пiдлiнiйного ро-
сту”;

3) iснує функцiя Ляпунова V (s, v, y) з
такими оцiнками знизу та зверху:

c1|v|l1 ≤ V (s, v, y) ≤ c2|v|l2 (29)

для c1, c2 > 0, l2 > l1 > 0, всiх s ∈ R, y ∈
Y, v ∈ R;

4) для функцiї Ляпунова V (s, v, y), на
пiдставi задачi (10), (11), виконується не-
рiвнiсть LV (s, v, y) ≤ −c3|v|l для всiх s ≥ 0,
y ∈ Y, v ∈ R, l > 0.

Тодi тривiальний розв’язок v (t, σ) ≡ 0
задачi Кошi (10), (11) є асимптотично l-
стiйким (l > 1), а тривiальний розв’язок
u (t, x) ≡ 0 задачi (1), (2) – асимптотично
стiйким у сенсi l.i.m. (l = 2).

Доведення. Зауважимо, що внаслiдок
лiнiйностi рiвняння (10) буде дослiджува-
тись на стiйкiсть тривiальний розв’язок v ≡
0.

Оскiльки P
{

ω : lim
τ→0

τ2 (t) = t
}

= 1 для
всiх t > 0, то в (26) замiсть τ2 (t) можна по-
класти t. Значить, разом з нерiвнiстю Дин-
кiна (26) i нерiвнiстю (27) для t ≥ τ можна
записати нерiвнiсть

c1E
{
|v (s + t, s, v0, y)|l1

}
≤

≤ E {|V (s + t, v (s + t, s, v0, y) , ξ (s))|} ≤
≤ c2E

{
|v (s + τ, s, v0, y)|l2

}
−

−c3

t∫

τ

E
{
|v (s + z, s, v0, y)|l2

}
dz ≤

≤ c2|v0|l2 exp {l2KT}−

−c3

t∫

τ

E
{
|v (s + z, s, v0, y)|l2

}
dz (30)
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вiдповiдно до означення 3.
Звiдси випливає l-стiйкiсть тривiального

розв’язку задачi Кошi (10), (11) для l ≤ l1 i
збiжнiсть iнтеграла [9]

E
{
|v (s + z, s, v0, y)|l

}
dz. (31)

Отже, iз збiжностi iнтеграла (31) випли-
ває асимптотична збiжнiсть l-го моменту
тривiального розв’язку задачi (10), (11) при
l > 1. Далi, на пiдставi леми 1 iснує зв’язок
(9) мiж v (t, s) та u (t, x, ω), а значить, згiдно
з теоремою Планшереля [2] при l = 2 отри-
муємо асимптотичну збiжнiсть 2-го момен-
ту тривiального розв’язку задачi Кошi (1),
(2) для будь-яких t0, y ∈ Y та v ∈ Uδ (0),
тобто асимптотичну стiйкiсть у середньому
квадратичному [9]. Отже, теорема 2 доведе-
на. I

Теорема 3. Нехай виконуються умови
теореми 2 з l2 = l1 = l > 1. Тодi три-
вiальний розв’язок задачi (10), (11) є гло-
бально експоненцiально l-стiйким (l > 1),
а тривiальний розв’язок задачi (1), (2) є
глобально експоненцiально l-стiйким в сен-
сi l.i.m.(l = 2).

Доведення. Для розв’язкiв задачi (10),
(11) i перехiдної ймовiрностi P (t, y, dz) мар-
ковського процесу ξ (t) ∈ R визначимо лiнiй-
ний оператор [18]

(T (t)V) (s, v, y) ≡

≡
∫

Y

E {V (s + t, v (s + t, v0, y) , z)}P (t, y, dz)

(32)
з такими властивостями [9], якщо V непе-
рервний за всiма змiнними:

1) результат дiї оператора T (t) на
V (t, v, ξ) є неперервною функцiєю за всiма
аргументами;

2) оператор T (t) , t ≥ 0, утворює пiвгру-
пу, тобто для будь-яких t1 ≥ 0 i t2 ≥ 0

T (t1 + t2) = T (t1) T (t2) ;

3) сiм’я лiнiйних операторiв на фазово-
му просторi Ỹ визначає стохастично непере-
рвний марковський процес з неперервними
справа реалiзацiями [18].

Поклавши z (t) ≡ (T (t)V) (s, v, y), пере-
пишемо нерiвнiсть Динкiна (26) у виглядi

z (t2) ≤ z (t1)−

−
t2∫

t1

(LV) (s + t, v (s + t, v0, y) , ξ (t)) dt.

(33)
Якщо V задовольняє умови теореми 2,

то iз нерiвностi (33) та очевидних спiввiд-
ношень

(LV) (s, v, y) ≤ −c3|v (0)|l ≤ −c3

c1

V (s, v, y)

отримаємо нерiвнiсть

z (t2)− z (t1) ≤ −c3

c1

t2∫

t1

z (t) dt. (34)

Таким чином, враховуючи нерiвнiсть
(34), отримаємо ланцюжок тривiальних не-
рiвностей для l > 1

E
{
|v (s + z, s, v0, y)|l

}
dz ≤

≤ 1

c1

E {V (s + t, v (s + t, v0, y) , ξ (t))} ≤

≤ 1

c1

E {V (s + τ, v (s + τ, v0, y) , ξ (t))}×

× exp

{
c3

c1

(t− τ)

}
≤

≤ c2

c1

exp

{
c3

c1

(t− τ)

}
exp

{
l2Kh|v0|l

}

для всiх v0 ∈ R, s ≥ 0, y ∈ Y та t ≥ τ .
Очевидно, що вiдповiдно до леми 1 ма-

ємо при l = 2 глобальну експоненцiальну
стiйкiсть у сенсi l.i.m. тривiального розв’яз-
ку задачi (1), (2). Теорема 3 доведена. I

Теорема 4. Нехай
1) виконуються локальнi умови Лiпши-

ця для коефiцiєнтiв рiвняння (1);
2) iснує функцiя Ляпунова, яка задоволь-

няє умови 3), 4) теореми 2.
Тодi
1) нульовий розв’язок задачi (10), (11) є

асимптотично стохастично стiйким;
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2) нульовий розв’язок задачi (1), (2) є
асимптотично стохастично стiйким.

Доведення.
1) Нехай τr – момент першого виходу

розв’язку v (t, x, ω) рiвняння (10) iз сфери
Ur (0). Тодi для будь-яких t ≥ 0 i r > 0 за до-
помогою формули Динкiна [18] та означення
функцiї Ляпунова очевидно виконується не-
рiвнiсть

c1E
{
|v (s + τr (t) , s, v0, y)|l

}
dz ≤

≤ E {V (s + τr (t) , v (s + τr (t) , s, v0) ,

ξ (τr (t)))} ≤ V (s, v0, y) ≤ c1|v0|l. (35)

Оскiльки lim
t→0

τr (t) = t, то

E {V (s + t, v (s + t, v (s + t, s, v0, ξ (t))))} < ∞
для всiх t ≥ 0, v0 ∈ R, s ≥ 0 та y ∈ Y.

Нехай Ft – мiнiмальна σ-алгебра, вiдно-
сно якої вимiрнi всi ξ (s) для s ∈ [0, t]. То-
дi V (s + t, v (s + t, s, v0, y) , ξ (t)) також Ft-
вимiрна, а марковська властивiсть для до-
вiльного z ∈ [0, t] дає виконання основної
рiвностi з означення марковського процесу

E {V (s + t, v (s + t, s, v0, y) , ξ (t))}|Fz
=

= E {V (s1 + (t− z) , v (s1 + (t− z) , s, v0, h) ,

ξ (t− z))} ,

де права частина повинна бути обчислена
при s1 = s+z, h = ξ (z), v1 = v (s + z, s, v0, y).

Далi iз нерiвностi (30) можна отримати
нерiвнiсть

E {V (s + t, v (s + t, s, v0, y) , ξ (t))}|Fz
≤

≤ E {V (s + z, v (s + z, s, v0, h) , ξ (t))} .

А це за означенням супермартингала [21]
означає, що V (s + t, v (s + t, s, v0, y) , ξ (t)) є
невiд’ємним супермартингалом для t ≥ 0, а
значить, i мартингалом. Таким чином, iснує
границя

lim
t→∞

V (s + t, v (s + t, s, v0, y) , ξ (t)) = η (ω) ≥ 0

з iмовiрнiстю одиниця.

Далi iз нерiвностей (29), (30) можна отри-
мати оцiнки

E {V (s + t, v (s + t, s, v0, y) , ξ (t))} ≤

c2|v0|l − c3

t∫

0

E
{
|v (s + s1, s, v0, y)|l

}
ds1 ≤

≤ c2|v0|l − c3

1

t∫

0

E {|V (s + s1,

v (s + s1, s, v0, y) , ξ (t1))|l
}

ds1.

А це означає, що

E{η(ω)} = lim
t→∞

E{V(s + t, v(s + t, s, v0, y),

ξ(t))} ≤ c2|v0|l lim
t→∞

e
− c3

c1
t
= 0.

Звiдси одразу випливає, що

P{ω : η(ω) = 0} = 1.

Для завершення доведення слiд врахува-
ти основну нерiвнiсть для супермартингалiв
[18], яка дає такий ланцюжок нерiвностей
для будь-яких ε > 0, T > 0, v0 ∈ R, s > 0,
y ∈ Y, l > 1:

P
{

ω : sup
t≥T

|v (s + s1, s, v0, y)| ≥ ε

}
≤

≤ P
{

ω : sup
t≥T

1

T
V (s + t, v (s + t, s, v0, y) ,

ξ (t)) ≥ εl
} ≤

≤ 1

c1εl
E {V (s + T, v (s + T, s, v0, y) , ξ (T ))} ≤

≤ c2|ϕ|l
c1εl

exp

{
−c3

c1

T

}
.

Залишилось розглянути границю при
T →∞ i твердження 1) теореми 4 доведено.

2) Для доведення твердження 2) слiд ви-
користати лему 1. Отже, теорема 4 доведена
повнiстю. I

4. Стiйкiсть розв’язкiв задачi (1),
(2) з дискретними марковськими па-
раметрами. Дискретний марковський па-
раметр у задачi (1),(2) може виступати в та-
ких структурних характеристиках.
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1) Розглянемо скалярний процес ξ (t) ∈
Y, який є однорiдним марковським ланцю-
гом зi скiнченною кiлькiстю станiв Y ≡
{y1, y2, ..., yk}, причому вiдомi параметри qij

з умовами [23]

qi =
∑

j 6=i

qij,

P {ω : ξ (t + ∆t) = yi| ξ (t) = yi} =

= qij∆t + o (∆t) , (37)

P {ω : ξ (τ) = yi, t ≤ τ ≤ t + ∆t| ξ (t) = yi} =

= 1− qi∆t + o (∆t) . (38)

Нехай цей марковський ланцюг ξ (t) є пара-
метром задачi (1), (2).

Припустимо, що в момент τ > 0 стриб-
коподiбної змiни структури фазовий вектор
u (τ) ∈ R однозначно визначається станом,
в якому знаходилась динамiчна система без-
посередньо перед змiною структури, викли-
каною переходом iз стану ξ (τ − 0) = yi в
стан ξ (τ) = yj 6= yi. Це означає виконання
рiвностi

u (τ) = ϕij (u (τ − 0)) , i 6= j, (39)

де ϕij (u) ∈ R, причому ϕij (0) = 0.
У залежностi вiд формули (23) у випадку

ланцюга Маркова слабкий iнфiнiтезималь-
ний оператор на розв’язках має такий ви-
гляд [9]:

LV (s, v, y) =
dV (s, v, y)

ds
+

+ (∇V) (s, v, y) Q

(
B1 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+ (∇V) (s, v, y) Q

(
B2 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+
1

2

(∇2V
)
(s, v, y) Q2

(
C1 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+
1

2

(∇2V
)
(s, v, y) Q2

(
C2 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+
k∑

j 6=i

[V (s, ϕij (v) , yj)− V (s, v, yj) qij]. (40)

У цьому випадку правильними є теореми
2, 3 i 4 про стiйкiсть тривiального розв’язку
задачi (10), (11), а значить, на пiдставi леми
1 i стiйкiсть тривiального розв’язку задачi
(1),(2).

2) Нехай ξ (t) ∈ Y, t ∈ [t1, t2], – чисто роз-
ривний скалярний марковський процес та-
кий, що допускає розклад [23]

P {ω : ξ (t + ∆t) ∈ (β, β + ∆β)| ξ (t) = α + β}
= p (t, α, β) ∆t + o (∆t) , (41)

P {ω : ξ (τ) ≡ α, τ ∈ (t, t + ∆)| ξ (t) = α} =

= 1− p (t, α) ∆t + o (∆t) . (42)

Тодi слабкий iнфiнiтезимальний оператор
на розв’язках задачi (10), (11) набуває та-
кого вигляду [23]:

LV (s, v, ξ (s)) =
dV (s, v, ξ (s))

ds
+

+ (∇V) (s, v, ξ (s)) Q

(
B1 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+ (∇V) (s, v, ξ (s)) Q

(
B2 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+
1

2

(∇2V
)
(s, v, y) Q2

(
C1 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+
1

2

(∇2V
)
(s, v, y) Q2

(
C2 (y) ,

d

dt
, iσ

)
+

+

α2∫

α1

[V (s, v, β)− V (s, v, α)]p (t, α, β) dβ.

Зауважимо, що в цьому випадку теоре-
ми 2, 3 i 4 є правильними для тривiального
розв’язку задачi (10), (11), а, отже, на пiд-
ставi леми 1 правильними є аналогiчнi те-
ореми й для тривiального розв’язку задачi
(1), (2).

Отже, наведена в пп.1–3 теорiя проiлю-
стрована в п.4 на частинних випадках.
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